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It is known that the Riesz transform of a Lebesgue integrable function is generally 

not Lebesgue integrable. In this paper using the notion of Q -integral we prove that the 
Riesz transform of a Lebesgue integrable function is Q -integrable and the its Q -integral is 
equal to zero. 

 
Keywords: Riesz transform, Q -integral, A -integral, harmonic conjugate, boun-

dary values.  
 

1. Introduction 
  
 The j -th Riesz transform of the function ( )d

p RLf ∈ , +∞<≤ p1  is 
defined as the following singular integral: 

( )( ) ( ) ( )
{ }

∫
>−∈

+→ −

−
=

ε
ε

γ
yxRy

d
jj

dj
d

dyyf
yx

yx
xfR

:
10

lim , dj ...,,2,1= . 

where ( )
( )( )

( ) 21
21

+

+Γ= dd
d

π
γ , ( ) ∫

+∞
−−=Γ

0

1 dtetz tz  is Euler’s Gamma function. 

It is well known (see [15]) that the Riesz transform plays an im-
portant role in the theory of harmonic functions. The boundary values of 
harmonically conjugate in the upper half space functions are interconnected 
by the Riesz transform. More precisely, if the functions ( )yxu ,0 , ( )yxu ,1 , 
…, ( )yxud ,  are the harmonically conjugate functions on the upper half 
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space ( ){ }ddd RyxRyxR ∈>∈= ++
+ ,0:, 11  and ( )d

p RLf ∈ , +∞<≤ p1  is 
boundary values of the function  ( )yxu ,0 , then the boundary values of the 
function ( )yxu j ,   is ( )fR j , dj ...,,2,1= . 

From the theory of singular integrals (see [15]) it is well known that 
the Riesz transform is a bounded operator in the space ( )d

p RL , 1>p , that 

is, if ( )d
p RLf ∈ , then ( ) ( )d

pj RLfR ∈  and the inequality  

pp LpLj fCfR ≤                                                   (1.1) 

holds. In the case ( )dRLf 1∈  only the weak inequality holds: 

( )( ){ }
1

1:
Lj

d fCxfRRxm
λ

λ ≤>∈ ,                                    (1.2) 

where m  stands for the Lebesgue measure, pC , 1C  are constants indepen-
dent of f . From the inequalities (1.1), (1.2) it follows that the Riesz trans-
form of the function ( )dRLf 1∈  satisfies the condition 

( )( ){ } ( )λλ 1: oxfRRxm j
d =>∈ ,   +∞→λ .                           (1.3) 

 It was proved in [11] that the distribution function of the Riesz 
transform of the function ( )dRLf 1∈  also satisfies the condition 

( )( ){ } ( ) ( ) ( )∫=>∈⋅
+→

dR
ddj

d dxxfxfRRxm θγδδ
δ

:lim
0

,                     (1.4) 

where ( ) ( )




 −






⋅

−
=

2
1

2!!1
2

d
d

d dd
πθ  and 



 −

2
1d  - integer part of a number 

2
1−d . 

Note that the Riesz transform of a function ( )dRLf 1∈  is generally 
not Lebesgue integrable. In this paper using the notion of Q -integral we 
prove that the Riesz transform of a Lebesgue integrable functions is Q -
integrable and its Q -integral is equal to zero. 
 

2. Q -integral 
 

For a measurable complex-valued function f  on dR  we set 
( )[ ] ( )[ ] ( )xfxfxf == λδ

λδ
,

,   for  ( ) λδ ≤≤ xf ,  
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( )[ ] ( )[ ] 0,
, == λδ
λδ xfxf   for  ( ) δ<xf , 

( )[ ] ( )xfxf sgn, λλδ = ,  ( )[ ] 0, =λδxf  for ( ) λ>xf ,  λδ <<0 . 
In 1929, Titchmarsh [16] introduced the notions of Q - and Q′ -

integrals. 
Definition 2.1. If the finite limit ( )[ ]∫

+∞→
+→

dR

dxxf λδ

λ
δ ,0
lim  ( ( )[ ]∫

+∞→
+→

dR

dxxf λδ

λ
δ

,

0
lim , 

respectively) exists, then f  is said to be Q -integrable (Q′ -integrable, 
respectively) on dR , and this fact is written as ( )dRQf ∈  ( ( )dRQf ′∈ ). 
The value of this limit is referred to as the Q -integral (Q′ -integral)  of the 
function ( )dRQf ∈  ( ( )dRQf ′∈ ) and is denoted by 

( ) ( )∫
dR

dxxfQ    ( ) ( ) 





′ ∫

dR

dxxfQ . 

A very uncomfortable fact impeding the application of Q -integrals 
and Q′ -integrals when studying diverse problems of function theory is the 
absence of the additivity property, that is, the Q -integrability ( Q′ -integ-
rability) of two functions does not imply the Q -integrability ( Q′ -integ-
rability) of their sum. If one adds the conditions  

( ){ } ( )δδ 1: oxfRxm d =>∈ ,          +→ 0δ ,                  (2.1) 

( ){ } ( )λλ 1: oxfRxm d =>∈ ,          +∞→λ ,                  (2.2) 
to the definition of Q -integrability ( Q′ -integrability), then Q -integral and 
Q′ -integral coincide ( ( ) ( )dd RQRQ ′= ) and these integrals become additive. 
 Definition 2.2. If ( )dRQf ′∈  (or ( )dRQf ∈ ) and conditions (2.1) 

and (2.2) are hold, then f  is said to be A -integrable on dR , ( )dRAf ∈ , 

and the limit  ( )[ ]∫
+∞→

+→
dR

dxxf λδ

λ
δ

,

0
lim  (or the limit ( )[ ]∫

+∞→
+→

dR

dxxf λδ

λ
δ ,0
lim )  is denoted 

in this case by 
( ) ( )∫

dR

dxxfA . 

 The properties of Q - and Q′ -integrals were investigated in [2, 3, 6, 
9, 10, 16], and the applications of A -, Q - and Q′ -integrals in theory of 
functions of real and complex variable are given in [1, 2, 4-8, 12-14, 16-22]. 

Definition 2.3. We denote by ( )CRM d ;  the class of measurable 



6 

complex-valued functions f  on dR  for which the finite limits 
( ){ }δδ

δ
>∈⋅

+→
xfRxm d :lim

0
 and ( ){ }λλ

λ
>∈⋅

+∞→
xfRxm d :lim  exist. 

 It follows from (1.3) and (1.4) that the Riesz transform of the Le-
besgue integrable functions belongs to the class ( )CRM d ; . In case 1=d , it 
was proved in [3] that the Q - and Q′ -integrals coincide on the function 
class ( )CRM d ;  and become additive with the A -integral, that is if the func-
tion ( )CRMf d ;∈  is Q′ -integrable on dR  and the function g  is A -integ-
rable on dR , then their sum ( )CRMgf d ;∈+  is Q′ -integrable on dR , and 
the following equality holds: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ +′=+′
ddd RRR

dxxgAdxxfQdxxgxfQ .        (2.3) 

Similarly, one can show that this statement remains valid in the case of 
1>d . 

  
3. Q -integral and Riesz transform of Lebesgue integrable functions 

 
Let ( )dRH ∞+,1  be the set of all complex-valued functions u  that are 

harmonic in the upper half space 1+
+
dR  and are such that the nontangential 

supremum function 
( )

( )
( )yuxu

xy Γ∈

∗ = sup ,  dRx ∈ , 

where ( ) ( ) ( ){ }0
1

0 ,:, yxByRyyx d ∈′∈′=Γ +
+  and ( )0, yxB  is the open ball of 

radius 0y  with the center at the point x , belongs to the “weak 1L -space”, 
that is 

( ) ( ) ( ){ } +∞<>∈== ∗

>

∗
∞+∞+ λλ

λ
xuRxmuu d

RLRH dd :sup
0

,1,1 ; 

 ( )dRH ∞+,1
0  be the set of all functions ( )dRHu ∞+∈ ,1 , such that 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }+∞→=>∈∈=∈ ∞+∞+∗ λλλ ,1::,1,1
0 oxfRxmRLfRLu ddd ; 

( )dRH ∞+,1
0,0  be the set of all functions ( )dRHu ∞+∈ ,1

0 , such that 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }+→=>∈∈=∈ ∞+∞+∗ 0,1::,1
0

,1
0,0 δδδ oxfRxmRLfRLu ddd ; 

( )dRM  be the set of all complex-valued harmonic in 1+
+
dR  functions u , 

such that 

( ) ( ) +∞<= ∫
> d

d

Rx
RM

dxxxuu ,sup 0
00

, 
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in the other words, u  is the Poisson integral of a finite complex measure on 
dR ; ( )d

s RM  be the set of all ( )dRMu ∈  such that ( ) 0,lim 000

=
→

xxu
x

 for 

almost all dRx ∈ , i.e. u  is the Poisson integral of a finite singular measure 
on dR ; ( )d

a RM  be the set of all Poisson integrals of all the summable 
functions. 
 It is well known that ( ) ( )dd RHRM ∞+⊂ ,1  and  ( ) ( )dd

a RHRM ∞+⊂ ,1
0

. It can be easily proved that if u  the Poisson integral of a summable 
function ( )dRLf 1∈  and ( ) 0=∫

dR

dxxf , then ( )dRHu ∞+∈ ,1
0,0 . 

 In [1] A.B.Aleksandrov proved that if ( )dRHu ∞+∈ ,1
0,0 , 1u , …, du  

are the conjugate functions of u  and 0g , 1g , …, dg  are the boundary 

values of a system of bounded conjugate harmonic functions in 1+
+
dR , then 

for any dj ,1=  the function ( ) ( ) 0gTugTu jj ⋅+⋅  is A -integrable on dR  
and 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 00 =⋅+⋅∫
dR

jj dxxgxTuxgxTuA ,                (3.1) 

where the operator T  transforms each function ( )dRHu ∞+∈ ,1  into its 
boundary values in dR . 
 If u  is the Poisson integral of a summable function ( )dRLf 1∈  and  

( ) 0=∫
dR

dxxf , then, taking 10 ≡g , 01 ≡g , …, 0≡dg , it follows from (3.1) 

that for any dj ,1=  the function ( )fR j  is A -integrable  on dR  and 

( ) ( )( ) 0=∫
dR

j dxxfRA .                                               (3.2) 

Note that if ( ) 0≠∫
dR

dxxf , then the function ( )fR j  does not satisfy 

the condition (2.1), and therefore the equality (3.2) does not hold in this 
case.  
 Theorem 3.1. Let ( )dRLf 1∈ . Then for any dj ,1=   the function 

( )fR j  is Q′ -integrable on dR  and 

( ) ( )( ) 0=′ ∫
dR

j dxxfRQ .                                               (3.3) 

 Proof. Let us first prove that the function ( )( )1;0BjR χ  is Q′ -
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integrable on dR  and 
( ) ( )( )( ) 01;0 =′ ∫

dR
Bj dxxRQ χ .                                    (3.4) 

Since ( ) ( )d
pB RL∈1;0χ  for any 1≥p  and the Riesz transform is 

bounded in the space ( )d
p RL , 1>p , then we obtain that ( )( ) ( )d

pBj RLR ∈1;0χ  
for any 1>p .  
 For any λδ <<0  denote 

( )
( )( ){ }λχδλδ ≤≤∈= xRRxF Bj

d
1;0

:, . 
It follows from the inequality 

( )( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( )d
dd

B
d

jj
dBj r

V
dy

yx

yx
xR

11;0
11;0 −

⋅
≤

−

−
≤ ∫ +

γ
γχ ,  1>> rx , 

that the set λδ ,F  is bounded, and therefore ( )d
qF RL∈

λδ
χ

,
 for any 1>q , 

where ( ) ( )( ) ( )12
1;0

2

+Γ
==

d
BmV

d

d
π . It follows from here that the function 

( )( )
λδ

χχ
,1;0 FBjR ⋅  is Lebesgue integrable on dR  and 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) =⋅= ∫∫
dR

FBj
F

Bj dxxxRdxxR
λδ

λδ

χχχ
,

,

1;01;0  

( )
( )

( )
∫∫∫ ∫
×

+ =












−

−
=

1;0,, 1;0
1 ,

BFF B
d

jj dxdyyxKdxdy
yx

yx

λδλδ

, 

where ( ) 1, +−

−
= d

jj

yx

yx
yxK . Since ( ) ( )yxKyxK ,, −=−−  and ( )1;0, BF ×λδ  is 

symmetric set (that is, ( ) ( )1;0, , BFyx ×∈ λδ  ⇔ ( ) ( )1;0, , BFyx ×∈−− λδ ), we 
get that 

( )( )( ) ( )
( )

0,
1;0

1;0

,,

== ∫∫∫
×BFF

Bj dxdyyxKdxxR
λδλδ

χ , 

and, therefore, (3.4) is satisfied. 
We now prove that the function ( )fR j  is Q′ -integrable on dR  and 

(3.3) holds. Let ( ) 0≠=∫ α
dR

dxxf . Consider the function 

( ) ( )
( )

( ) ( )x
V

xfxf B
d

1;01 χα ⋅−= , 
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where ( ) ( )( ) ( )12
1;0

2

+Γ
==

d
BmV

d

d
π . Then ( ) 01 =∫

dR

dxxf . Therefore, ( )1fR j  

is A -integrable  on dR  and 
( ) ( )( ) 01 =∫

dR
j dxxfRA .                                        (3.5) 

It follows from (1.3) and (1.4) that ( )( ) ( )CRMR d
Bj ;1;0 ∈χ . Then, we get that 

the function ( )fR j  is Q′ -integrable on dR  and it follows from (2.3), (3.4) 
and (3.5) that 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )( ) 01;011 =′+=′ ∫∫∫
ddd R

Bj
dR

j
R

j dxxRQ
V

dxxfRAdxxfRQ χα . 

This completes the proof. 
Corollary 3.1. Let ( )dRLf 1∈ . Then for any dj ,1=   the function 

( )fR j  is Q -integrable on dR  and 

( ) ( )( ) 0=∫
dR

j dxxfRQ . 
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LEBEQ MƏNADA İNTEQRALLANAN FUNKSİYALARIN  

RİSS ÇEVİRMƏSİNİN CƏMLƏNMƏSİ HAQQINDA 
 

R.Ə.ƏLİYEV, A.F.HÜSEYNLİ 
 

XÜLASƏ 
 

Məlumdur ki, Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss çevirməsi, ümumiy-
yətlə, götürsək Lebeq mənada inteqrallanan olmur. İşdə Q -inteqral anlayışından istifadə 
edilərək göstərilir ki, Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss çevirməsi Q -inteqral-
lanandır və onun Q -inteqralı sıfıra bərabərdir. 
 

Açar sözlər: Riss çevrilməsi, Q -inteqral, A -inteqral, harmonik qoşma, sərhəd 
qiymətləri. 
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О СУММИРУЕМОСТИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РИССА 
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ПО ЛЕБЕГУ ФУНКЦИЙ 

 
Р.А.АЛИЕВ, А.Ф.ГУСЕЙНЛИ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Известно, что преобразование Рисса интегрируемой по Лебегу функций, во-

обще говоря, не является интегрируемой по Лебегу. В статье, используя понятие Q -
интеграла,  доказывается, что преобразование Рисса интегрируемой по Лебегу функ-
ций является Q -интегрируемой и его Q -интеграл равен нулю. 
 

Ключевые слова: преобразование Рисса, Q -интеграл, A -интеграл, гармо-
ническое сопряжение, граничные значения. 
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−g NATURAL METRICS ON THE COFRAME BUNDLE 
 

H.D.FATTAYEV 
Baku State University 

h-fattayev@mail.ru   
 

In this paper, we consider a coframe bundle of a Riemannian manifold. The class of 
−g natural metrics on the coframe bundle is determined, the properties of the Levi-Civita 

connection of −g natural metrics are studied, and the values of the coefficients of this 
connection are calculated. 

 
Keywords: Riemannian manifold, coframe bundle, horizontal lift, Levi-Civita 

connection, −g natural metric. 
 
 

1. Introduction 
 

Among differential-geometric structures on smooth bundles, natural 
Riemannian metrics play a special role. These are, in particular, the Sasaki 
metric, the Cheeger-Gromoll metric, the homogeneous lift af the Rieman-
nian metric, etc. (see, for example, [1], [3], [4], [6], [7], [10]}. In [2] a new 
class of −g natural metrics was introduced, which includes the Sasaki met-
ric and the Cheeger-Gromoll metric/ A similar approach was implemented 
by K.Niedzialomski [8], applied to the bundle of linear frames.  

The Cheeger-Gromoll metric and the structures associated with it on the 
bundle of coframes were studied in [5], [9]. In this paper we shall define and 
study the class of −g natural metrics on the coframe bundle of a Rieman-
nian manifold. In 2 we briefly describe the definitions and results that are 
needed later, after which the notion of an adapted frame on the coframe 
bundle is introduced. In 3 we determine the class of −g natural metrics and 
investigate the properties of Levi-Civita connection of these metrics, 
Christoffel symbols (coefficients) of Levi-Civita connection are calculated 
in 4. 
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2. Preliminaries 
 

We shall summarize briefly the basic definitions and results which be 
used later. Let M  be an −n dimensional differentiable manifold of class 

∞C  and )(MF ∗  its coframe bundle (see, [4, 5]). The coframe bundle 

)(MF ∗  over M  consists of all pairs ),( ∗ux , where x  is a point of M  and 
∗u  is a basis (coframe) for the cotangent space MTx

∗ . We denote by π  the 

natural projection of )(MF ∗  to M  defined by xux =∗ ),(π . If 

),...,,;( 21 nxxxU  is a system of local coordinates in M , then a coframe 

),...,,()( 21 nXXXXu ==∗ α  for MTx
∗  can be expressed uniquely in the 

form x
i

i dxXX )(αα =  and hence  

( )n
n

n XXXxxxU ,...,,,,...,,);( 1
2

1
1

211−π  
is a system of local coordinates in )(MF ∗  (see, [4]). Indices 

,...,,,...,,, γβαkji  have range in { }n,...,2,1 , while indices ,...,, CBA  have 
range in 

{ }2,...,1,,...,1 nnnn ++ . 
We put ini +⋅= αα . Summation over repeated indices is always implied.  

We denote by )(Mr
sℑ  the set of all differentiable tensor fields of 

type ),( sr  on M . Let i
iVV ∂=  and i

idxωω =  be the local expressions in 
MU ⊂  of a vector and a covector (1-form) fields )(1

0 MV ℑ∈  and 
)(0

1 Mℑ∈ω , respectively. Then the complete and horizontal lifts 
))((, 1

0 MFVV HC ∗ℑ∈  of V  and the −β th vertical lifts 

),...,2,1())((1
0 nMFV =ℑ∈ ∗ βωβ  of ω  have respectively,  







=










Γ

=









∂−

=
i

V
kj

ikj

i
H

j
ij

i
C

VX
V

V
VX

V
V

ωδ
ω α

β
αα

β
0

,,          (2.1) 

with respect to the natural frame { } ,,,








∂
∂

∂
∂=∂∂ αα

i
iii Xx

 (see [4] for more 

details). The vertical lift of a smooth function f  on M  is a function fV  on 

)(MF ∗  defined by  πffV = [5]. 

Let ),( ixU  be a coordinate system in M . In MU ∈ , we put 
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,)( ii
x

X
∂
∂=       nidxii ,...,2,1,)( ==θ  . 

Taking account of (2.1), we easily see  that the components of )(i
H X  and 

)(iV θα  are respectively, given by 

( ) ,)( 










Γ
=== j

ihj

h
iH

ii
H

i X
AXD α

δ
                                   (2.2) 

                                                                                

( ) 





=== i

h

H
i

iV
i AD δδθ α

βα
α

α

0)(                                    (2.3) 

with respect to the natural frame { }
αii ∂∂ , . We call the set { })(

)( , iV
i

H X θα  the 
frame adapted to the Levi-Civita connection g∇ . On putting 

)(
)( , iV

ii
H

i DXD θα
α

== , 

we write the adapted frame as { } { }
αiiI DDD ,= . From equations (2.2), (2.3), 

and (2.1) we see that VH  and ωαV  have respectively, components 

( ) 





===

0
,

i
IHH

i
iH VVVDVV ,                                         (2.4) 

,
α

α β
αδωω i

i
i

V D∑=  ( ) 





==

i

IVV
ωδ

ωω β
α

αα
0

                      (2.5) 

with respect to the adapted frame { }ID , where iV  and iω  being local 
components of )(1

0 MV ℑ∈  and )(0
1 Mℑ∈ω , respectively. 

 The bracket operation of vertical and horizontal vector fields is given 
by the formulas 

)),((],[],[

),(],[
,0],[

1
YXRXYXYX

X
n

HHH

X
H

∑
=

+=

∇=
=

σ

σ

γγ

γβ

θθ
θω

                            (2.6) 

for all )(, 1
0 MVX ℑ∈  and ),(, 0

1 Mℑ∈θω  where R  is the Riemannian 
curvature of g (see, [5]). 
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3. −g natural metrics  on the coframe bundle 
 
Definition 3.1. Let M  be an −n dimensional Riemannian  manifold with 
metric g . A Riemannian metric g~  on the coframe bundle )(MF ∗  is said to 
be natural with respect to g  on M if  

    
0),(~

),,(),(~

=

=

ωαVH

HH

Xg
YXgYXg

                                       

for all )(, 1
0 MYX ℑ∈  and )(0

1 Mℑ∈ω . 

 For any Mx ∈  the scalar product on the cotangent space MTx
∗  is 

defined by 
ji

ijgg θωθω =− ),(1  

for all )(, 0
1 Mℑ∈θω .  

Definition 3.2. We define a −g natural metric G on the coframe bundle 
)(MF ∗  by the following conditions 

  ,),()),((),( πYXgYXgYXG VHH ==                                      
  ,0),( =YG HV ωα                                                                      

,0),( =θω βα VVG     ,βα ≠                                                (3.1) 
  ),()(),( 1 θωλθω αα −= ghG VV  
   ),(),()( 11 αα θωµ XgXgh −−+  

for all )(, 1
0 MYX ℑ∈  and )(0

1 Mℑ∈ω , where ),,(12 ααα XXgXh −==  
)(hλ  and )(hµ  are some smooth functions such that 0>λ  and .0>+ µλ h   

We note that the Sasaki metric (or diagonal lift of g  to )(MF ∗ )  is 
obtained for 1)( =hλ  and 0)( =hµ , while the Cheeger-Gromoll metric for 

),(,
1

1)()( 122
2

ααα
α

α

µλ XXgXr
r

hh −==
+

==  (see, [4, 5]], [9]). We will 

write αλ  and αµ  instead of )()(
2αλλ Xh =  and )()(

2αµµ Xh = , 
respectively.  
 From (3.1) we deduce that G  has components 
  ,)),((),( ijii

V
jiij ggDDGG =∂∂==  

  ,0),( == jiji DDGG
αα
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  ,0),( ==
βαβα jiji DDGG   ,βα ≠  

  ),(),( 1 ji
jiji dxdxghDDGG −== ααααα

 
αα

αα
αα

α µλµ s
js

r
irij

r
j

r
i XgXggXdxgXdxg +=+ −− ),(),( 11  

with respect to the adapted frame { }.ID  
The Sasaki metric ,gD the Cheeger-Gromoll metric gCG  and −g natural 
metric G are obviously contained in the class of natural metrics on the 
coframe bundle )(MF ∗ .  
For the Levi-Civita connection of metric G  the folloving theorem holds. 
Theorem 3.1. Let M  be a Riemannian manifold with metric g  and ∇  be 
the Levi-Civita connection of the linear coframe bundle )(MF ∗  equipped 
with metric .G  Then ∇  satisfies  

 i)  ( ) ),),((
2
1

1
∑

=

+∇=∇
n

V
X

HH
X YXRXYYH

σ

σσ
  

 ii)  ( ) )),),(((
2

1 θ
λ

θθ ββββ XRgXH
X

VV
XH 

−+∇=∇  

 iii) )),),(((
2

1 ωλ αα
ωα YRgXY HH

V 

−=∇  

 iv)  ,0=∇ θβ
α ω

V
V  for  ,βα ≠  

        ( )ωγδθθγδω
µλλ

λθ αααα
α

ααα

αα
ω

VVVVV GG
hV ),(),(

)(
+

+
′

=∇  

          γδθω
µλλ

λµ
αα

ααα

αα ),(
)(

VVG
h+′
′−+  

           γδγδθγδω
µλλ

µµλλµ
αα

ααα

ααααα ),(),(
))( 2

2
VV GG

h+
−′−′

 

for all )(, 1
0 MYX ℑ∈ , ),(, 0

1 Mℑ∈θω  where ),(),( 2
0

1 MXRg ℑ∈− ω  

,0,0),,(12
>+>== −

ααα
ααα µλλ hXXgXh  R  denotes the curvature 

tensor field of ∇  and γδ  has the expression ).(
1

∑
=

=
n

V X
σ

σσγδ  

Proof. The Levi-Civita connection ∇  of the metric G  is characterized by 
the Koszul formula  
 )),(()),(()),((),(2 BAGCACGBCBGACBG A −+=∇  

  ]),[,(])),[,(]),[,( BACGACBGCBAG ++−            (3.2) 
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for all )).((,, 1
0 MFCBA ∗ℑ∈  

i)  By using (2.6), (3.1) and Koszul formula (3.2), we have  
 )),(()),((),(2 XZGYZYGXZYG HHHHHHHH

XH +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( XZYGZYXGYXGZ HHHHHHHHH +−−   
 )),(()),(()),((]),,[( YXgZXZgYZYgXYXZG HHHHHH −+=+  
 )),(],[,()),(],[,( XZRXZYGZYRZYXG HHHH γγ +++−  
   )),(()),(()),(],[,( XZgYZYgXYXRYXZG HH +=++ γ  
 ]),[,(]),[,(]),[,()),(( YXZgXZYgZYXgYXgZ ++−−  
  ),(2 ZYg X∇=      
and 
 )),(()),((),(2 XGYYGXYG HVHVHHVH

XH ξξξ γγγ +=∇  

 ],,[(]),,[()),(( XYGYXGYXG HVHVHHHHV ξξξ γγγ +−−   
 )),((]),,[( YXgYXG VHHV ξξ γγ =−+  
 ))(,())(,( ξξ γγ

X
VH

Y
VH YGXG ∇−+∇−  

   )),(,()),(],[,( YXRGYXRYXG VHV γξγξ γγ =++  

 ))),,((,(
1

YXRXG
n

VV


σ

σ

σγ ξ ∑
=

=  

from which it follows that 

( ) ).),((
2
1

1
∑

=

+∇=∇
n

V
X

HH
X YXRXYYH

σ

σσ
  

ii)  Calculations similar to those in i) give 
 )),(()),((),(2 XZGZGXZG HHVHVHHV

XH θθθ βββ +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( XZGZXGXGZ HHVHVHVHH θθθ βββ +−−   
 ))(,()),((]),,[( θθθ βββ

Z
VHVVHH XGXZgXZG ∇−−=+  

 )),(],[,( XZRXZG HV γθβ ++ XZG X
VH ))(,( θβ ∇+   

))),((,(]),[,(
1

∑
=

+=
n

VVHV XZRXGXZG
σ

σσββ θθ   

 )),(,(1 XZRXg 

σ
β θλ −=  

),),,((),( 11 βββ
β θµ XXZRXgXg 

−−+  

where ),,(12 ααβ XXgXh −== )(
2β

β λλ X=  and ),(
2β

β µµ X=  
respectively. 
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It is easy to seen that 
 kl

kl XZRXgXZRXg )),(()),(,(1


βσ θθ =−  

 )~()( kjism
jksmi

jis
ijksl

kl XZRXgXZRXg θθ ββ
⋅==  

 )),),(((()),),((( 11 ZXRgXGZXRgXg HH θθ ββ


−− =  
and 
 )()),,((1 ββββ

j
as

abis
ij XZRXgXXZRXg =−

  

 )~~()~( itba
abit

iaa
abit

ts
s XXXZRXXZRgX ββββ ==  

 )~~()~~( itbal
itbla

itba
itab XXXZRgXXXZR ββββ −==  

 ,0),)~,~(( =−= ZXXXRg it ββ  
where  ββθθ s

isi
l

klk XgXg == ~,~ . Thus 

=∇ ),(2 ZG HV
XH θβ ).),),(((( 1 ZXRgXG HH θλ β

β 

−  
Also we have 

)),(()),((),(2 XGGXG HVVVVHVV
XH ξθξθξθ γβγβγβ +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( XGXGXG HVVVVHVHV ξθξθθξ γβγββγ +−−   
))(,(()),((]),,[( ξθξθθξ γβγββγ

X
VVVVHVHV GGXXG ∇−=+



 
)).(,(( θξ βγ

X
VVG ∇+  

Provided that βγ = , we have  
 )),(),(),(()),(( 111 ββ

ββ ξθµξθξθ ββ XgXgghXGX HVVH −−− +=  

 [ ]))(()( ββ
ββ ξθµξθ ml

lm
sr

rs
isr

rs
i

i XgXgDgDXh +=  

 ))),()),(( 11 θξξθβ XX ggh ∇+∇= −−  

 )),(),(),().(( 1111 ββββ
β ξθξθµ XgXgXgXg XX ∇+∇+ −−−−  

 )).(,()),(( ξθξθ ββββ
X

VVV
X

V GG ∇+∇=  
Therefore, 
 =∇ ),(2 ξθ ββ VV

XHG ))(,()),(( ξθξθ ββββ
X

VVV
X

V GG ∇+∇  

+∇− ))(,(( ξθ ββ
X

VVG ))(,((2))(,(( θξθξ ββββ
X

VV
X

VV GG ∇=∇  
Using the relations obtained, we arrive at the following 

( ) )),),(((
2

1 θ
λ

θθ ββββ XRgXH
X

VV
XH 

−+∇=∇  

iii) By using of Koszul formula (3.2), we grt 
 

)),(()),((),(2 ωω αα
αω

VHHHHVHH ZGYZYGZYG V +=∇  
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 ]),,[(]),,[()),(( ωωω ααα VHHHHVHVH ZYGZYGYGZ +−−
 ))),(((]),,[( XZgYZG VVHVH ωω αα =+  

))(,()),(],[,(( ωγω αα
Z

VHHV YGZYRZYG ∇++−   

∑
=

−=∇−+
n

VV
Y

VH ZYRXGZG
1

))),((,())(,(
σ

σσαα ωω                     (3.3) 

))),((,())),((,(
1

YZRXGYZRXG V
n

VV


α

σ

σ ωω ασα == ∑
=

 

))),),(((( 1 ZYRgXG HH ωλ α
α 

−=  
and 

)),(()),((),(2 ωξξωξ αγγαγ
α ω

VVHVHVVH GYYGYG V +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( ωξξωωξ αγγααγ VVHVHVHVV YGYGYG +−−  
)),(())(,(]),,[( ωξωξωξ αγαγαγ V

Y
V

Y
VVHVV GGYG ∇+∇=+              (3.4) 

.0))(,())(,( =∇−∇− ωξθω αγγα
Y

VV
Y

VV GG  
Therefore, from (3.3) and (3.4), we deduce 

 )),),(((
2

1 ωλ αα
ωα YRgXY HH

V 

−=∇   

iv)  If .βγ ≠  Then from (2.6) and Koszul formula (3.2), we obtain: 
)),(()),((),(2 ωθθωθ αββαβ

α ω
VHVHVVHV ZGZGZG V +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( ωθθωθω αββαβα VHVHVVVVH ZGZGGZ +−−
 ))(,())(,(]),,[( ωθθωθω αββαβα

Z
VV

Z
VVVVH GGZG ∇−∇−=+  

 0))(,())(,( =∇+∇+ ωθθω αθβα
Z

VV
Z

VV GG  
and 

)),(()),((),(2 ωξθξθωξθ αγβγβαγβ
α ω

VVVVVVVV GGG V +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( ωξθξθωθωξ αγβγβαβαγ VVVVVVVVV GGG +−−
 )),(()),((]),,[( ωξθξθωθωξ αγβγβαβαγ VVVVVVVVV GGG +=+  
 )).,(( θωξ βαγ VVV G−  
Let .βαγ ≠=  Then using 
 ),,(2)( 1 θδθ αβ

ααα
β XghhV −′=  

 ),,(2)( 1 θδµµθ αβ
ααα

β XgV −′=  
we get 
 ),((),( ωξθξθ ααβγβ

α ω
VVVVV GG V =∇ ),(( 1 ωξθ α

β −= ghV  
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)),(),( 11 αα
α ωξµ XgXg −−+ +′= −− ),(),(2 11 ωξθδλ αβ

αα gXg  
 ),(),(),(2 111 αααβ

αα ωξθδµ XgXgXg −−−′+  
 .0),(),(),(),((2 1111 =++ −−−− ωθξωξθδµ ααβ

αα gXgXgg  
From above calculations it follows that 
 ,0=∇ θβ

α ω
V

V  if  .βα ≠   
By analogy we have 
 )),(()),((),(2 ωθθωθ ααααα

α ω
VHVHVVHV ZGZGZG V +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( ωθθωθω αααααα VHVHVVVVH ZGZGGZ +−−
 ))(,())(,(]),,[( ωθθωθω αααααα

Z
VV

Z
VVVVH GGZG ∇−∇−=+          (3.5) 

 0))(,())(,( =∇+∇+ ωθθω αααα
Z

VV
Z

VV GG  
and  

)),(()),((),(2 ωξθξθωξθ αγαγααγα
α ω

VVVVVVVV GGG V +=∇  

 ]),,[(]),,[()),(( ωξθξθωθωξ αγαγααααγ VVVVVVVVV GGG +−−
 )),(()),((]),,[( ωξθξθωθωξ αγαγααααγ VVVVVVVVV GGG +=+  
 )).,(( θωξ ααγ VVV G−  
If we put .αγ ≠  Then we have 
 =∇ ),(2 ξθ γα

α ω
VV

VG ),(()),(( 1 θωλξθωξ α
γααγ −=−− gG VVVV  

 ),(),(2)),(),( 1111 θωξδλθωµ αγ
αα

αα
α

−−−− ′−=+ gXgXgXg  
 )),(),(),(2 111 αααγ

αα θωξδµ XgXgXg −−−′−  
 .0)),(),(),(),(( 1111 =++ −−−− ξθωθωξδµ ααγ

αα gXgXgg  
If we put .αγ =  Then we get 
 =∇ ),(2 ξθ αα

α ω
VV

VG )),(()),(( ωξθξθω αααααα VVVVVV GG +  
),(()),(( 1 ξθλωθωξ α

αααα −=− gG VVVV  )),(),( 11 αα
α ξθµ XgXg −−+  

)),(),(),(( 111 αα
αα ωξµωξλθα XgXggV −−− ++  

)),(),(),(( 111 αα
αα θωµθωλξα XgXggV −−− +−  

),(),(2 11 ξθωλ α
α

−−′= gXg
 ),(),(),(2 111 ααα

α ξθωµ XgXgXg −−−′+  
)),(),(),(),(( 1111 ωξωξωθµ αα

α
−−−− ++ gXgXgg  

 ),(),(2 11 ωξθλ α
α

−−′+ gXg  
),(),(),(2 111 ααα

α ωξθµ XgXgXg −−−′+  
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)),(),(),(),(( 1111 θωξωθξµ αα
α

−−−− ++ gXgXgg  
),(),(2 11 θωξλ α

α
−−′− gXg  

),(),(),(2 111 ααα
α θωξµ XgXgXg −−−′−  

)),(),(),(),(( 1111 ξθωωξωµ αα
α

−−−− +− gXgXgg  
),(),(2 11 ξθωλ α

α
−−′= gXg ),(),(2 11 ωξθλ α

α
−−′+ gXg  

 ),(),(),(2 111 ααα
α ωξθµ XgXgXg −−−′+  

 ),(),(2 11 θωξλ α
α

−−′− gXg ).,(),(2 11 α
α ξωθµ Xgg −−+  

It is obviously seen that 

 ),())(,(),(
11

∑∑
==

==
n

VV
n

VV XGXGG
σ

σ

σ

σ σααα ωδωγδω   

 ),(),(),(),( 111 ααα
α

α
α

α ωµωλω αα XXgXgXgXG VV −−− +=  

 ).)(,(1
αα

α µλω hXg += −  
Therefore, we have 

 ),(),(2),(2 1 ξθω
λ
λξθ αααα

α
α

α

α
ω

VVVV GXgG V
−′

=∇  

 ),(),(),(2 111 ααα

α

αα ξθω
λ

µλ XgXgXg −−−′
−  

 ),(),(2 1 ωξθ
λ
λ

ααα

α

α VVGXg −′
+   

 ),(),(),(2 111 ααα

α

αα ωξθ
λ

µλ XgXgXg −−−′
−   

 ),(),(2 1 θωξ
λ
λ

ααα

α

α VVGXg −′
−     

 ),(),(),(2 111 ααα

α

αα θωξ
λ

µλ XgXgXg −−−′
+  

 ),(),(),(2 111 ααα
α ωξθµ XgXgXg −−−′+  

 ),(),(2 11 α
α ξωθµ Xgg −−+  

 ),(),(
)(

2 ξθγδω
µλλ

λ
ααα

ααα

α VVV GG
h+

′
=  

 ),(),(
)(

2 ωξγδθ
µλλ

λ
ααα

ααα

α VVV GG
h+

′
+  
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 ),(),(
)(

2 θωγδξ
µλλ

λ
ααα

ααα

α VVV GG
h+

′
−  

 ),(),(),(
)(

2
3 γδξγδθγδω

µλλ
µλ

ααα

ααα

αα VVV GGG
h+

′
−  

 ),(),(),(
)(

2
3 γδωγδξγδθ

µλλ
µλ

ααα

ααα

αα VVV GGG
h+
′

+  

 ),(),(
)(

2 γδξωθ
µλλ

µ
ααα

ααα

α VVV GG
h+

+  

 ),(),(),(
)(

2
3

2

γδξγδωγδθ
µλλ

µ
ααα

ααα

α VVV GGG
h+

−  

 ),(),((
)(

2 ξθγδω
µλλ

λ
ααα

ααα

α VVV GG
h+

′
=  

 )),(),( ωξγδθ ααα VVV GG+  

 ),(),(
)(

)(2 θωγδξ
µλλ

λµ
ααα

ααα

αα VVV GG
h+

′−+  

 ),(),(),(
)(

)(2
3

2

γδξγδθγδω
µλλ

µµλλµ
ααα

ααα

ααααα VVV GGG
h+

−′−′
+  

 ))),(),((
)(

2( ωγδθθγδω
µλλ

λ
αααα

ααα

α VVVV GG
h

G +
+
′

=                            

 γδθω
µλλ

λµ
αα

ααα

αα ),(
)(

)(2 VVG
h+

′−+  

 ).,),(),(
)(

)(2
3

2

ξγδγδθγδω
µλλ

µµλλµ
ααα

ααα

ααααα VVV GG
h+

−′−′
+  

By using of (3.5) and (3.6), we deduce 
 

 θγδω
µλλ

λθ ααα
α

ααα

α
ω

VVV G
hV ),((

)( +
′

=∇  

 ++ )),( ωγδθ αα VVG γδθω
µλλ

λµ
αα

ααα

αα ),(
)(

VVG
h+
′−  

 .),(),(
)( 3

2

γδγδθγδω
µλλ

µµλλµ
αα

ααα

ααααα VV GG
h+

−′−′
+  

So Theorem 3.1 is proved. 
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4. Components of connection ∇  
Let  

K
K

IJJD DD
I

Γ=∇                                           (4.1) 

with respect to the adapted frame { }KD  of linear frame bundle )(MF ∗ , 
where K

IJΓ  denote the components of the Levi Civita connection .∇  Then 
by using Theorem 3.1, we immediately get following 
 Theorem 4.1. Let ),( gM  be a Riemannian manifold and ∇  be the 
Levi Civita connection of the Linear coframe bundle )(MF ∗  equipped with 
the metric .G  Then particular values of K

IJΓ  for different indices by taking 
account of (4.1) are then found to be 

 ,k
ij

k
ij Γ=Γ      ,

2
1 m

ijkm
k

ij RX γγ =Γ  

 ,
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Equating the right-hand sides of equalities (4.2) and (4.3), we will have 
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following 

 ,
2

jmk
im

k
ij RX ⋅⋅=Γ ββλ

β
          .j

ik
k

ij Γ−=Γ γ
βδγ

β
 

By calculations similar to those above we obtain 
 )()( j

j
iDij

j
D

H DYDYY
ii

V
σσ

α
σ

α ωδ α
σωδω ∇=∇=∇  

 k
k

ji
j

iK
K

ji
j

ijiD
j

i DYDYDY
σσσ

ωδωδωδ α
σ

α
σ

α
σ Γ=Γ=∇=  

 
γ

γ

σ
ωδ α

σ k
k

ji
j

i DY Γ+  
and 

ls
ksjml

jkm DgYRXYRgX )(
2

))),(((
2

1 ωλωλ αααα
⋅

− =  

,
2 ls

jsml
jm DYRX ωλ αα
⋅⋅=  

From which we get 

 ,
2

imk
jm

k
ji RX ⋅⋅=Γ ββλ

α
          .0=Γ γ

α

k
ji  

Now we assume that .βα ≠  Then by using of equalities (2.5) and (4.1) we 
have 
 )()(

τστσ
α
σ

β
α θδωδθδθ β

τ
α
σ

β
τωδω jjDijjD

V DD
iii

V ∇=∇=∇  

 k
k

jijijDjijjDi DDD
ii τστστσ

θδωδθδωδθδωδ β
τ

α
σ

β
τ

α
σ

β
τ

α
σ Γ=∇+∇= )(  



25 

 
γ

γ

τσ
θδωδ β

τ
α
σ k

k
jiji DΓ+ +Γ= k

k
jiji D
βα

θω .0=Γ
γ

γ

βα
θω k

k
jiji D  

Thus  
 ,0=Γ k

ji βα
          0=Γ γ

βα

k
ji   for .βα ≠  

Let .βα =  Then formula (4.1) implies that 

 =∇ θα
α ω

V
V +Γ= k

k
jiji D
τσ

θδωδ α
τ

α
σ γ

γ
τσ

θδωδ α
τ

α
σ k

k
jiji DΓ  

 +Γ= k
k

jiji D
αα

θω θγδω
µλλ

λθω αα
γ

γ

αα
ααα

α VV
k

k
jiji G

h
D ),((

)( +
′

=Γ  

 γδθω
µλλ

λµωγδθ αααα

ααα

αα ),(
)(

)),( VVVV G
h

G
+

′−++  

 ),(),(
)( 3

2

γδθγδω
µλλ

µλµλµ
αα

ααα

ααααα VV GG
h+

−′−′
+  

 [ iji
ks

jsj
ks

is g
h

XgXg α
ααα

ααα
γ

αα
γ

α

α

α λ
µλλ

λµδδδδ
λ
λ (

)(
)(

+
′−++

′
=  

 σ

σ

σ
γ

αα
α δµ k

n

m
jm

s
is XXgXg ∑

=

+
1

)  

 
)(

2

ααα

ααααα

µλλ
µλµλµ

h+
−′−′

+ ]
γ

θωδ σ

σ

σ
γ

αα
kjik

n

m
jm

s
is DXXgXg ∑

=1

, 

from which it follows that 

 ,0=Γ k
ji αα

          =Γ γ
α

k
ji  )( i

ks
jsj

ks
js XgXg δδδδ

λ
λ α

γ
αα

γ
α

α

α +
′

 

 +
+

′−+ ∑
=

σ

σ

γ
γ

αα

αα δ
µλ
λµ

k

n
ij Xg

h 1

σ

σ

σ
γ

αα

ααα

αααα δ
µλλ

λµλµ
k

n

m
jm

s
is XXgXg

h ∑
=+

′−′

1)(
2 . 

Therefore, Theorem 4.1 is proved. 
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KOREPER LAYLANMASI ÜZƏRİNDƏ −g  NATURAL METRİKALAR  
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XÜLASƏ 
 

İşdə Riman çoxobrazlısının koreper laylanmasına baxılır. Koreper laylanması 
üzərində  −g natural metrikalar sinfi təyin olunur, −g natural metrikaların Levi-Civita 
rabitəsinin xassələri öyrənilir, bu rabitənin əmsallarının qiymətləri hesablanır.  

 
Açar sözlər: Riman çoxobrazlısı, koreper laylanması, horizontal lift, Levi-Civita 

rabitəsi, −g natural metrika.  
 

−g НАТУРАЛЬНЫЕ МЕТРИКИ НА РАССЛОЕНИИ КОРЕПЕРОВ  
 

Г.Д.ФАТТАЕВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

В работе рассматривается расслоение кореперов Риманова многообразия. 
Определяется класс −g  натуральных метрик на расслоении кореперов, исследуются 
свойства связности Levi-Civita −g натуральных метрик, вычисляются значения ко-
эффициентов этой связности 

 
Ключевые слова: Риманово многообразие, расслоение кореперов, горизон-

тальный лифт, связность Levi-Civita, −g натуральная метрика. 
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APPLICATION OF THE FINITE INTEGRAL TRANSFORMATION 

METHOD TO THE SOLUTION OF IRREGULAR  
MIXED PROBLEMS 
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In this paper, we study a mixed problem for parabolic equations with variable 

coefficients and irregular boundary conditions. The boundary conditions include the terms 
containing local and integro-differential expressions of the desired function, in which the 
derivatives are higher than the order of the equation. Applying the finite integral trans-
formation to the problem under consideration, we obtain the corresponding parametric 
problem. The concepts of the well-prosedness of the boundary conditions of a parametric 
problem are introduced, which are broader than the concepts of regularity. An analytical 
representation of the solution of the parametric problem is obtained, and some inversion 
formulas are proved. Using these inversion formulas, we obtain an analytical repre-
sentation of the solution of the mixed problem under consideration. 

 
Keywords: irregular boundary conditions, finite integral transformation method, 

classical solution. 
 

  
 §1. Irregular mixed problem for parabolic equations with 
variable coefficients 
  Problem statement.  Find the classic solution ),( txuu =  of the 
equation  

),()(
2

0
txF

x
uxa

t
u

j
j

j

j +
∂
∂=

∂
∂ ∑

=

,     10 << x ,  ∞<≤< Tt0 ,         (1.1) 

satisfying the integro-differential conditions 

∑∑ ∑ ∫
= = =

+

=

+

=












∂∂
∂+

∂∂
∂i

s

l n

k
i

q

s
k

k
i
k

x
k

k
is
k tdx

tx
ux

tx
u

0 0 0

1

0

)()(
µ

µ

µ
µ

ν
µ

µ

µ γβα ,                      (1.2) 

                                                                               2,1,0 =≤< iTt  

mailto:gasymov-elmagha@rambler.ru


28 

and the initial condition 
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 For solving problem (1.5), (1.6), we study the followinga more 
general parametric problem. 
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§2. Inversion formula for solving parametric problems with                 
irregular  boundary conditions for variable coefficients  equations 
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using  (2.4),  we have  
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)0()(exp)( IIgdxdxgI k
h x
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
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−= −∫ ∫ θ

λξξθλλ , 

where 
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For  ϕλ R∈  taking into account the estimation  
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λ
λεξξθλ ε≤−≤





− ∫ )exp()(exp
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, 

p( is any real number) we have the asymptotics   

),(
)0(
)0( 211

1
−− += kk OgI λ

θ
λ ϕλ R∈ .                           (2.6) 

 
If the functions )(1 xg  and )(xθ  are rather  smooth, then for )1(

1I  , repeating 
the above procedures, the asymptotes for  1I  can be further refined. Similar 
procedures are performed for 2I . 
Expanding the determinant 
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we have 
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− ++++=∆ SMSM
SM

M
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M
M Obbb λλλλλ ,  for  ϕλ R∈ ,      (2.7) 

where SmnmMM ),2( 21 ++=  are some integers, SMM bb −,...,  are some 
numbers . 
 Note that the number S , included in  (2.7), can be taken rather large 
(i.e. for )(0 λ∆  we can obtain more accurate asymptotics)  if the functions 

)(xai  for ]1,0[∈x  and )(xi
k
µγ  for ]1,1[],0[ hhx −∪∈  are rather smooth, i.e. 

the numbers  nm,  and l   are rather large . 
 40.  Let  even if one of the numbers  

SMMM bbb −− ,...,, 1               (from (2.7))                       (2.8) 
be non-zero. 
 Let in the sequence (2.8) the first non-zero number be νb , i.e. 0=jb  
for 0, ≠>≥ νν bjM . Then for )(0 λ∆  at ϕλ R∈  we have the asymptotics   

)()( 1
0

−+=∆ νν
ν λλλ Ob .                               (2.9) 

Note that   
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            1−≡ ql . 
 Assume  
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Taking into account equalities (2.5), (2.9) and estimation  (2.10),  we have  
ϕ

νν
ν λλλλ ROb ∈+=∆ − ,)()( 1 .                                   (2.12) 

 Definition 1.   If  constants  10, 20, 30 and 40, are fulfilled,  we say 
that conditions   (2.2) for equation   (2.1)  are  well –posed. 
 Remark 1.  So that unnecessary  restrictions  are not  imposed on 
the functions )(xa j  and )(xi

k
µγ , the numbers Nm,  and l  as for as possible, 

should be taken rather small to get the asymptotics (2.12). 
 Remark 2. For the equation  (2.1) the well-poseduess of integro-
differential conditions  (2.2) is affected  only by: 

i) the coefficients of clerivatives   k

k

dx
yd ,contained in  (2.2) only  for  

0=х  and  for  1=х , i.e. only the numbers  µγ i
k0  and  µγ i

kq ; 

ii) the values of the functions )(хi
k
µγ  and their derivaties at the 

extreme points for  0=х  and for  1=х ; 
iii) the values of the functions  )(xai  )2,1,0( =i  and their derivaties at 

the extreme points for  0=х  and for  1=х . 
 For the equation (2.1) for and the well-posedness of integro-
differential conditions (2.2) is not affected by: 

i) the coefficients of the derivatives contained in k

k

dx
yd , for  (2.2)   
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sх ν= ,where 10 << sν , i.e. the numbers   µγ i
ks   for  qs <<0 ; 

ii) the values of the function )(хi
k
µγ  and their derivatives for   

10 << x . 
 Assume   
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Then for the function  
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we have 
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here the functions  ),(~ 2λxQkj  are determined from the identity   
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xdxQxQ ψλλψ . 

 50. Let if 2≤n , then [ ]( )1,0)( Cx ∈ψ , while if 2>n , then  
[ ]( )1,0)( 2−∈ пCxψ . 

 We have  
 Theorem  4. Under the constraints  10-50 for ϕλ R∈  the problem 
(2.1)-(2.2) has a  unique solution and this solution is represented by the 
formula 
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 We have  
 Theorem  5.  Under  the constraints  10  and  20 if the function  )(хψ   
is pricewise absolutely continuous in the segment ]1,0[  and 
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)1(),1,0()( >∈′ pLx pψ , then for 10 ≤< x  we have the following inversion 
formulas  
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where L is an infinite smooth line in  whose quite far part coincides with 

continuations of the rays 




 +±= ϕπλ

4
arg  ϕR , and in (2.16) the line  

integal  L  is understood in the sense of principal value 
 Proof. From  (2.3) we have  
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),,(1 λξxG  is some function  for which we have the inequality   

                   ( )ξλε
λ

λξ −−≤ xСxG exp),,( 21 ,   [ ] ϕλξ Rx ∈∈ ,1,0, . 

 Let х  )10( << x  be an arbitrarily fixed point, and  хδδ =  be some 
positive number for which  10 <+<<−< δδ xxx . Then we have  
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For ϕλ R∈ , using the inequality  
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And also have 

                   р
pС

еCI
λλ
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р  is any (positive) number . 
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21 <<<<<< nrrrRR  be a sequence of such positive 
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numbers that ∞=
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The validity of (2.16) follows from  (2.17) and (2.18). The theorem is 
proved. 
 We have  
 Theorem  6. Under the constraints  10-40, if the function  )(xψ   is 
piecewie absolutely continuous in the segment ]01[  and )1(),1,0()( >∈′ pLx pψ
, then for 10 << x  we have the following inversion formulas   
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 Proof.  From  (2.15) we have  
),,(~),,(),,( λξλξλξ xGxPxG += .                         (2.20) 

For   ϕRx ∈ , using the inequalities  
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we obtain 
                  ( ) ( ){ },)1(expexp),,(~ xxCxG N −−+−≤ λελελλξ  

NRx ,],01[, ϕλξ ∈∈  is some number. 
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 Consequently, 
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=∫∫ ξξψλξλλ dxGd
L

n , при  10 << x ,            (2.22) 

n   is any integer. 
 Taking into account  (2.20), (2.22) and (2.16), we obtain the validity 
of  (2.19). 
The theorem is proved . 
 Using inequalities  (2.21), we easily prove the following theorems 7 
and 8. 
 Theorem 7.  Under the constraints 10-40, if  )(xψ  is an absolutely 
integrable  function in the segment ]01[ , we have   
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=∫∫ ξξψλξλλ dxGd j
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s ,  при   10 << x , ;2,...,1,0 −= nj  (2.23) 

s  is any integer . 
 Theorem  8.  Under the constraints 10-40 and for  10 << x  we have    

,,0,2,0,0),(

,0),,,( 21

qinjdx

dx

L
ji

s

L

s

=−==

=

∫

∫
λλδλ

λγγλδλ
                                    (2.24) 

s  is any integer. 
 We have  
 Theorem  9. Under the constraints  10-40 and in the case  2≤n  if 
the function   )(xψ  is absolutely continuous in the segment ]1,0[  and 

)1(),1,0()( >∈′ pLx pψ , and in the case  2>n constraints  50, is fulfilled, 
then for  )1,0(∈x  we have the following inversion formulas   
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where ),( λxy  is from (2.14). 
  
§3.  The solution of the mixed problem  
 60. Let the functions  )()(1 xfx =ψ  and   ),()(2 txFx ≡ψ  satisfy the 
constraint 50. 
 Under the constraints  10-40,  60 according to formula  (2.14) from 
(1.5),(1.6) we have  
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In (3.1) as to 00 +→t   passing to the limit and using (1.3), we get  

some equality, multiplying both hand sides of  the obtained  equality by 
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 Remark . For the classic solution  ),( txuu ≡ , using  (1.1) and 
(1.3) we can write  

                                 k

k

t
k

k

dx
xfd

x
txu )(),(

0

=
∂

∂

=

,            

                                 k

k

t
k

k

dx
xfd

tx
txu )(),( 1

0

1

=
∂∂

∂

=

+

, 

where         )0,()()()(
2

0
1 xF

dx
xfdxaxf j

j

j
j += ∑

=

,            

                                 k

k

t
k

k

dx
xfd

tx
txu )(),( 2

0
2

2

=
∂∂

∂

=

+

, 

where         )0,()()()( 1
2

0
2 xF

dx
xfdxaxf tj

j

j
j ′+= ∑

=

   и т.д.      

 Using these equalities, we can  easily  find the expression ),0( λiV . 
 According  to [1], if  )(tg  is bounded and continuous  (except 
denumerable number of points, where it can bear discontinuity of first kind) 
with, respect to  ],0[ Tt ∈  then for all  t  )0( Tt ≤<  we have   
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 Using equality (3.4) in (3.2), we obtain 

∫Φ=
−

=
L

dtxtxu λλ
π

),,(
1

1),( , 10 << x , Tt ≤<0 .            (3.5) 

Thus, we  established the following 
  

Theorem 10. Under constraints 10-40, 60 , if the problem (1.1)-(1.3) 
has a classical solution, then 

i) it is  unique, 
ii) this solution is represented by formula (3.5). 

  
Imposing certain constants on the data of problem (1.1)-(1.3), by the  

method stated in [2], it is easy to be  convinced that the function determined  
by formula (3.5)  in fact, is a classical solution to problem (1.1)-(1.3). 
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QEYRİ-REQULYAR QARIŞIQ MƏSƏLƏLƏRİN HƏLLİNƏ SONLU  
İNTEQRAL ÇEVİRMƏ METODUNUN TƏTBİQİ 

 
E.A.QASIMOV  

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə dəyişən əmsallı parabolik tənliklər üçün qeyri-requlyar sərhəd şərtli 

qarışıq məsələ tədqiq edilir. Sərhəd şərtlərində axtarılan funksiyanın lokal və inteqro-
diferensial ifadələri iştirak edir və onlarda törəmənin tərtibi tənliyin tərtibindən yüksəkdir. 
Sonlu inteqral çevirmə metodunu baxılan məsələyə tətbiq edərək uyğun parametrik məsələ 
alınır. Parametrik məsələnin həllinin analitik ifadəsi alınır və müəyyən çevirmə düsturları 
isbat edilir. Bu çevirmə düsturlarından istifadə edərək baxılan qarışıq məsələnin həllinin 
analitik ifadəsi alınır. 

 
Açar sözlər: qeyri-requlyar sərhəd şərti, sonlu inteqral çevirmə metodu, klassik həll. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО  
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ К РЕШЕНИЮ НЕРЕГУЛЯРНЫХ 

 СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ 
 

Э.А.ГАСЫМОВ 
 

 
РЕЗЮМЕ 

 
В работе исследуется смешанная задача для параболических уравнений с пе-

ременными коэффициентами и нерегулярными граничными условиями. В граничные 
условия входят слагаемые, содержащие в себя локальные и интегро-дифферен-
циальные выражения от искомой функции, в которых производные выше, чем поря-
док уравнения. Применяя конечное интегральное преобразование к рассматриваемой 
задаче, получается соответствующая параметрическая задача. Вводятся понятия пра-
вильности краевых условий параметрической задачи, которая шире, чем понятия ре-
гулярности. Получается аналитическое представление решения параметрической 
задачи, и доказываются некоторые формулы обращений. Пользуясь этими формула-
ми обращений, получается аналитическое представление решения рассматриваемой 
смешанной задачи. 

 
Ключевые слова: нерегулярные граничные условия, метод конечного инте-

грального преобразования, классическое решение. 
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О РЕШЕНИИ  И  УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОЙ РАЗНОСТНОЙ  
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 В настоящей работе методом конечных разностей решается одна задача 
для линейного нагруженного дифференциального уравнения гиперболического типа с 
интегральными условиями. Строится разностная задача, аппроксимирующая ис-
ходную задачу со вторым порядком точности, дается метод решения построенной 
разностной задачи и исследуется устойчивость разностной задачи. Определяются 
достаточные условия для устойчивости разностной задачи по начальным данным и 
по правой части. 
 
 Ключевые слова: Нагруженное дифференциальное уравнение, интеграль-
ные условия, разностная задача, устойчивость разностной задачи. 

 
Введение 

 Известно, что многие задачи естествознания, например, задачи 
математической физики и биологии, задачи долгосрочного прогнози-
рования и регулирования грунтовых вод, задачи тепломассопереноса с 
конечной скоростью и т.д. приводят к задачам для нагруженных диф-
ференциальных уравнений в частных производных. Поэтому решение 
таких задач для нагруженных дифференциальных уравнений представ-
ляют большой интерес. 
 Различные задачи для нагруженных дифференциальных уравне-
ний изучены многими математиками [1]-[5]. Среди методов решения 
таких задач часто используются те или другие численные методы. 
 Встречаются задачи для дифференциальных уравнений в част-
ных производных с интегральными условиями. Такие условия возни-
кают тогда, когда, например, область приложения сосредоточенной 
силы имеет конечный размер. В работах [2], [4]-[8]  различными мето-

mailto:hankishiyev.zf@yandex.com
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дами исследованы задачи для дифференциальных уравнений парабо-
лического и гиперболического типов с интегральными условиями. В 
этих работах изучены разрешимости нелокальных задач с интеграль-
ными условиями, применения численных методов, в том числе метода 
конечных разностей к решениям подобных задач, даны алгоритмы ре-
шения построенных разностных задач и исследованы их сходимость. 
 

1. Постановка задачи 
В настоящей работе исследуется следующая задача для линей-

ного нагруженного дифференциального уравнения гиперболического 
типа:  
найти  непрерывную   в  замкнутой   области  { }TtlxD ≤≤≤≤= 0,0   
функцию ),( txuu = , удовлетворяющую  уравнению  
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               ,0,0 Ttlx ≤<<<  (1.1)    
интегральным  условиям 
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и начальным условиям   

lxx
t
xuxxu ≤≤=

∂
∂

= 0),()0,(,)()0,( 21 ϕϕ .       (1.3)  

Здесь −)(),(),(),(),,( 2121 xxtttxf ϕϕµµ  известные непрерывные функ-
ции своих аргументов, −=> mkbba k ,...,2,1,,,0 действительные  числа, 

−= mktk ,...,2,1,  точки интервала ],0( T . Относительно функций 
)(),( 21 xcxc предполагается, что они  удовлетворяют условиям   
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                    (1.4) 

Здесь −22211211 ,,, aaaa  произвольные действительные числа.  
 Подобная задача рассмотрена в [2] для линейного нагруженного 
дифференциального уравнения параболического типа и к решению 
рассмотренной там задачи применен метод конечных разностей. По-
строена разностная задача, аппроксимирующая эту задачу со вторым 
порядком точности, дан метод решения разностной задачи, при выпол-
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нении определенных условий доказана сходимость метода и получена 
оценка для скорости сходимости. 
 В этой работе к решению задачи (1.1)-(1.3) также, будем приме-
нять метод конечных разностей, построим разностную задачу, аппрок-
симирующей эту задачу со вторым порядком точности, дадим метод 
решения построенной разностной задачи и при выполнении опреде-
ленных условий докажем устойчивость разностной задачи. 
 В дальнейшем предполагается, что задача (1.1)-(1.3) имеет 
единственное решение.  
 

2. Замена интегральных условий нелокальными граничными 
условиями 

 Используя условия (1.4), заменим интегральные условия (1.2) 
нелокальными граничными условиями. 
 Рассмотрим первое условие в (1.2) и продифференцируем его 
два раза по переменной :t  
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 Применив два раза формулу интегрирования по частям к инте-
гралу в левой части этого равенства, с учетом условий (1.4), после эле-
ментарных вычислений, получим справедливость равенства 
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( ) ),(),0()0()0( 1212111 ttucaca µ=++           (2.3) 

где 
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            Аналогичным образом, используя второе условие в (1.2) и усло-
вия (1.4), можно получить справедливость равенства 
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 Итак, вместо интегральных условий (1.2) получили нелокаль-
ные граничные условия вида  (2.3)  и  (2.4). 
          Если исключить  из  граничных условий (2.3)-(2.4), сначала 
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В дальнейшем вместо задачи (1.1)-(1.3) рассмотрим задачу (1.1), (2.5), 
(1.3). 

 
3. Построение разностной задачи 

          В области D определим сеточную область { ,,...,2,1,0),,( Nntx jnh ==τω  
}0,...,2,1,0 jj =  где ,,...,2,1,0,,/,,...,2,1,0, 0jjjtNlhNnnhx jn ===== τ N  

и −0j  фиксированные натуральные числа. Предполагается, что шаг τ  
выбран таким образом, что точки ,,...,2,1, mktk =  расположены среди 
точек ,,...,2,1, 0jjjt j == τ  и ....,,...,2,1,

21 mk jjjjk tttmktt <<<==  
 В   этой   сеточной   области   уравнению  (1.1), используя  обо-
значения  в  [9], можем  сопоставить  разностное уравнение  
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которое  для  любого  значения  параметра σ  аппроксимирует  это 
уравнение с точностью ),( 22 τ+hO если решение ),( txuu =  этого урав-
нения имеет в области  { ,0 lxD <<= }Tt ≤<0  ограниченные частные 
производные по переменным  x  и t  до четвертого порядка. Для ап-
проксимации граничных условий (2.5) с такой же точностью, предпо-
ложим, что уравнение (1.1) выполняется и на границах 0=x  и lx =  
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( )

,
2

)21(
2

0
1

02

201
1

0,0,
1

0,00,2

j
m

k

j
k

j
N

jj
x

j
x

j
x

jj
tt

fyb
a
h

yyyyybyy
a
h

k =+

++++−++−−

∑
=

−+ γγσσσ
  (3.2) 

 ( ) −+++−++− −+ j
N

jj
Nx

j
Nx

j
Nx

j
N

j
Ntt yyyyybyy

a
h

201
1

,,
1

,,2 )21(
2

δδσσσ  

 .1,...,2,1,
2 0

1
2 −==− ∑

=

jjfyb
a
h j

N

m

k

j
Nk

k           (3.3)   

 

Начальным условиям (1.3) сопоставим следующие начальные условия: 
 ).(),( 2
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0
nnnn xyxy ϕϕ ==            (3.4) 

 В разностной задаче (3.1)-(3.4) приняты обозначения  
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 Отметим, что разностная задача (3.1)-(3.4) аппроксимирует за-
дачу (1.1), (2.5), (3) с точностью ),( 22 τ+hO  если уравнение (1.1) вы-
полняется  и на границах  0=x  и lx =  области  D  и решение 

),( txuu =  в области D  имеет ограниченные частные производные по 
переменным  x  и t  до четвертого порядка.  
 

4. Решение разностной задачи 
 Разностную задачу (3.1)-(3.4) можем переписать в следующем 
виде: 

  
−
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      ,1,...2,1 −= Nn    (4.1) 


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−





++−+


− −−

−
1

2

22
1
12

22

0

2
1

22
2

2

2
1 j

N
j
N
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N y

h
ay

h
ay

h
ay

h
a στσττδτδ

 

 
,1,...,2,1,

2 0

22

1

2

−==− ∑
=

jjf
h

ayb j
N

m

k

j
Nk

k
ττ

     

   
),(),( 2

1
1

0
nnnn xyxy ϕϕ ==   .,...,1,0 Nn =          (4.2)

  Перепишем разностную задачу (4.1)-(4.2) в следующем матрич-
ном виде: 
 ( ) ,... 2

21
21

11
1

1
21 jj

m
jjjjj FyDyDyDyAyByA m ττ =+++−++ −+   

     ,1,...,2,1 0 −= jj    (4.3) 
 ., 2

1
1

0 ϕϕ == yy                      (4.4) 
Здесь  
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−
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−−−
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−
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τ
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h
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h
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h
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,)21(22,)21(,21 2
2
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.)21(

2
1,,

2
2

2

2

222

2

2
1

2

2

2
2

2

1 h
a

h
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h
ae
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Разностные уравнения (4.3) перепишем для каждого значения :j  
 ( ) ,... 1121

12
21

22
1

21 ϕϕττ ABFyDyDyDyA mj
m

jj −−=+++−  
( ) ,... 21

22
21

22
1

3
1

21 ϕττ AFyDyDyDyByA mj
m

jj −=+++−+  
( ) ,... 32

21
22

1
3

1
4

1
21 FyDyDyDyAyByA mj

m
jj ττ =+++−++  

…     … … … … … … … …   (4.5) 
    

( ) ,... 22
21

23
1

2
1

1
1

021000 −−−− =+++−++ jj
m

jjjjj FyDyDyDyAyByA m ττ
( ) .... 12

21
22

1
1

11
021000 −−− =+++−++ jj

m
jjjjj FyDyDyDyAyByA m ττ

 
           Матрица 1A  есть симметричная матрица и имеет диагональное 
преобладание. Поэтому она имеет обратную матрицу .1

1
−A  Умножив 

обе части каждого из этих равенств слева на ,1−A после некоторых 
преобразований, из первого равенства можем определить ,1y  из второ-
го ,2y и т. д., из последнего 0jy  через сумму 

....21
21

mj
m

jj yDyDyD +++  
 Пусть   

 ( ) ,... 1211
22 21 GyDyDyDEy mj

m
jj ++++⋅= τ  
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      ( ) ,... 2212
23 21 GyDyDyDEy mj

m
jj ++++⋅= τ  

      ( ) ,... 3213
24 21 GyDyDyDEy mj

m
jj ++++⋅= τ  

 … … …. …. …. …. …. 
 ( ) ,... 1211

2
1

21

1

1
−− ++++⋅= j

j
m

jj
j

j GyDyDyDEy mτ  
 …. …. …. …. …. …. ….  (4.6)                
  
 …. …. …. …. …. …. …. 
  
 …. …. …. …. …. …. …. 
 ( ) .... 1211

2
0

21

0

0
−− ++++⋅= j

j
m

jj
j

j GyDyDyDEy mτ  
Здесь −−121 0

,...,, jEEE  известны матрицы, которые определяются через 
матрицы ,, 11 BA  а −−121 0

,...,, jGGG  известны векторы, которые выра-

жаются через 111 ,,, ϕjFBA  и  .2ϕ  
 Отметим несколько первых коэффициентов  в равенствах (4.6): 
 ( ) ( ),,, 1121

11
11

1
11

1
12

1
11 ϕϕ ABFAGABEAEAE −−=−== −−−−  

 ( )( ),1121
121

1121
221

12 ϕϕτϕτ ABFABAFAG −−−−= −− и т.д. 
Выделив из равенств (4.6), равенства при ,,...,, 21 mjjjj =  полу-

чим систему из m  векторных уравнений относительно .,...,, 21 mjjj yyy  
Из этой системы векторных уравнений легко можно найти 

mj
m

jj yDyDyD +++ ...21
21 . Для этого достаточно сложить эти уравне-

ния, предварительно умножив их слева на 1D , 2D , и т.д. mD . 
Пусть найдено mj

m
jj yDyDyD +++ ...21

21 . Тогда учитывая значение 
этого выражения   в правых частях равенств (4.6), можем  определить 

0,...,, 21 jyyy .  
 

5. Устойчивость разностной задачи 
Рассмотрим разностные уравнения (4.3)  при :,...,, 21 mjjjj =  
 ( ) ,... 121111 2

21
21

11
1

1
jj

m
jjjjj FyDyDyDyAyByA m ττ =+++−++ −+

 
 ( ) ,... 221222 2

21
21

11
1

1
jj

m
jjjjj FyDyDyDyAyByA m ττ =+++−++ −+

 
 … … … … … … … … …
 … 
 ( ) .... 2

21
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11
1

1
21 mmmmm jj

m
jjjjj FyDyDyDyAyByA ττ =+++−++ −+

 

( ) ,... 1211
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2
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−− ++++⋅= j
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j GyDyDyDEy mτ

( ) ,... 1211
2 21

−− ++++⋅=
m

m

m

m
j

j
m

jj
j

j GyDyDyDEy τ
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Просуммируя  эти  уравнения, получим  справедливость  равенства 
 ( ) ( )++++++++ +++ mm jjjjjj yyyByyyA ...... 2121

1
111

1  
  ( ) ( ) =+++−++++ −−− mm j

m
jjjjj yDyDyDmyyyA ...... 2121

21
2111

1 τ  
 )....( 212 mjjj FFF +++= τ  
 Найдя из этого равенства ( )mj

m
jj yDyDyD +++ ...21

21
2τ  и под-

ставляя найденное выражение в левую часть уравнений (4.3) , получим 
уравнения 
 

( ) ( ) +




 +++−+





 +++− ++++ mm jjjjjjjj yyy

m
yByyy

m
yA ...1...1

2121
1

1111
1  

( ) ( ) ,...1...1
2121 21111

1 



 +++−=





 +++−+ −−−− mm jjjjjjjj FFF

m
Fyyy

m
yA τ

             
.1,...,2,1 0 −= jj  

В силу выполнения равенств 

 ( ) ,,...,2,1,2 211 mkOyyy kkk jjj =+=+ −+ τ  
последние  равенства можем переписать в виде 
 

( ) ( ) +




 +++−+





 +++−+ mm jjjjjjjj yyy

m
yByyy

m
yA ...1...1

2121
1

1
1  

 

( ) ( ) ,...1...1
2121 21

1 



 +++−=





 +++−+ − mm jjjjjjjj FFF

m
Fyyy

m
yA τ

  
             

.1,...,2,1 0 −= jj  
 Используя замены   

( ) ,1,0,1,1...,2,1,...1
0

21 −=−=+++−= ++ kjjyyy
m

yz mjjjkjkj

  
 (5.1) 

последние уравнения можем привести к виду 
 ,1,...,2,1, 0

1
11

1
1 −==++ −+ jjgzAzBzA jjjj                     (5.2) 

где  

 ( ) .1,...,2,1,...1
0

2 21 −=



 +++−= jjFFF

m
Fg mjjjjj τ  

Приведем уравнения  (5.2) к  так называемому, каноническому виду 
 ,1,...,2,1, 0

2
0 −==++ jjgAzRzBz jjj

tt
j

t
τ                    (5.3) 



54 

где   

,
2

11

0 τ

−+ −=
jj

j

t

zzz    .2
2

11

τ

−+ +−=
jjj

j
tt

zzzz  

 Сравнивая (5.2)  и  (5.3), получим справедливость равенств   
 .0,2, 111 =+== BBAAAR                     (5.4) 

 Итак, уравнение  (5.2)  принимает  вид (5.3), если  операторы 
BA, и R  определяются равенствами  (5.4).  К  уравнениям (5.3)  при-

бавим  условия 0z  и  1z  заданы.        
Учитывая, что оператор  ,0=B  эту разностную схему можем за-

писать в виде 
 ,2,...,1,0, 0

112 −==+ ++ jjgAzRz jjj
ttτ     0z  и  1z  заданы.  (5.5) 

        Сначала рассмотрим однородную разностную схему, соответ-
ствующую схеме (5.5): 
 ,2,...,1,0,0 0

112 −==+ ++ jjAzRz jj
ttτ       0z  и  1z  заданы.        (5.6) 

Отметим, что оператор R  есть самосопряженный оператор.  Оператор 
A  также есть самосопряженный оператор, если ,21 γδ −=  или то же 
самое, что ),()0( 11 lcc =  Легко можно проверить, что при 
выполнении последних условий, выполняется и условие .12 γδ −=  
 Для исследования устойчивости схемы (5.6) по начальным дан-
ным, умножим обе части последнего уравнения скалярно на :1

0
+j

t
z  

 .0,, 11112
00 =


+


 ++++ j

t

jj

t

j
tt zAzzRzτ           (5.7) 

В силу леммы 4 в [10, с.225] имеем:  

 ( ) ,,5,0, 1111
0 t

j
t

j
t

j

t

j
tt zRzzRz ++++ =


  

 ( ) ( )( ) ( ) .,
8

,
8
1, 11

2
1111

0 t
j

t
j

tt
jjjjj

t

j zAzzzzzAzAz ++++++ −++=


 τ  

Учитывая эти равенства в (5.7), приходим к равенству   

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,
8

,
8
1,5,0 11

2
11112 =−+++ ++++++

t
j

t
j

tt
jjjj

t
j

t
j

t zAzzzzzAzRz ττ  

или 

 ( ) ( )( ) .0,
4
1,

4
1 11112 =+++










 − ++++

t
jjjj

t

j
t

j
t zzzzAzzARτ        (5.8)            

 Операторы A  и AR
4
1− - самосопряженные. Определим условия, 

).()0( 22 lcc =
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при выполнении которых 0>A  и .0
4
1 >− AR   

  С этой целью, в пространстве сеточных функций ,,...,1,0, Nny j
n =   

рассмотрим следующие задачи на собственные значения: 
 ,yAy λ=                       (5.9)   

 .
4
1 yyAR λ=





 −

                      
(5.10) 

В силу равенств (54) , ( ).2
4
1

4
1,2 1111 BAARBAA −=−+=

 
 Сначала найдем собственные значения задачи (5.9). Эту задачу 
можем переписать в виде
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2 0
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a
N λτγττγττ =−−





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  (5.11)
              

 

 .
2

2
2

22

2

22

12

22

0

2
1

2

NNN yy
h

ab
h

ay
h

ay
h

a λτδττττδ
=





+−+− −

 
 Решение этой задачи будем искать в виде 

 
.,...,1,0),(cos)(sin NnxlBxlAy nnn =−+−= αα  

Здесь −α пока неизвестная постоянная.   
Подставив эту функцию в уравнениях (5.11), при ,1,...,2,1 −= Nn  после 
элементарных преобразований, получим: 

 .0))(cos)(sin()cos1(2 2
2

22

=−+−





−−− nn xlBxlAbh

h
a ααλτατ  

Отсюда, в силу условия ,0≠ny  тождественно, имеем:   
 

  
.

2
sin4 22

2

22

τατλ bh
h
a −=                     (5.12) 

Постоянную α определим из первого и последнего уравнений в (5.11). 
 Подставляя функцию ),(cos)(sin nnn xlBxlAy −+−= αα  в пер-
вое уравнение в (5.11), после элементарных преобразований, получим: 

 +











−−





−+





 − Ahl

h
al

h
abh

h
a )(sinsin

22
sin41 2

222
1

22
2

2

22

ατατγτατ

 

,1,...,2,1,2
12

22
2

2

22

12

22

−==−





−+− +− Nnyy

h
ayb

h
ay

h
a

nnnn λττττ
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



−−−





−+





 −+ )(coscos

22
sin41 2

222
1

22
2

2

22

hl
h

al
h

abh
h

a ατατγτατ  

 .0
2

2
2

=



− B

h
a τγ

 

Из последнего уравнения в (5.11) имеем: 
 

+−


+⋅





−

2
sin2cossinsin 2

2

222
1

2

2

222
1

2 h
h
al

h
aAh

h
al

h
a ατατδατατδ

 

 
.0

2

2
2

22

=


++ B

h
ab τδτ  

 Система из двух последних алгебраических уравнений имеет не-
тривиальное решение, если ее определитель равен нулю. Из этого 
условия, для определения ,α  после некоторых вычислений, получим 
уравнение  

⋅











+





−+−++





−+− 2

12
4

2

1
2

2
2

1
2

2
22

2
)(sin

2
2 hahabhahlhabhaa δγγαγ

 

 ( ) 0)2(sinsinsin 4
21

4 =++−+⋅ hlahhal ααγδα        (5.13)             
 Определив 1+N

  
последовательных корней этого уравнения и 

подставив их в правую часть равенства (5.12), находим все собствен-
ные значения задачи (5.9): 

 
 

.,...,2,1,0,
2

sin4 22
2

22

Nkb
h

h
a k

k =−== τατλλ   (5.14)              

Следует отметить, что все собственные значения задачи (5.9) положи-
тельны при .0<b  
 Теперь перейдем  к нахождению  собственных значений задачи 

(5.10). С учетом равенства ( )112
4
1

4
1 BAAR −=− , эту задачу можем за-

писать в виде  
                      (5.15) 

где .
4
1 µλ =

 
 

  Перепишем эту задачу в следующем виде: 

( ) ,2 11 yyBA µ=−
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      ,1,...,2,1 −= Nn               (5.16)           

 
 Решение этой задачи, как в предыдущем случае, будем искать в 
виде 

  
.,...,1,0),(cos)(sin NnxlBxlAy nnn =−+−= ββ            (5.17) 

Здесь −β пока неизвестная постоянная.   
 Подставив эту функцию в уравнениях (5.16), при ,1,...,2,1 −= Nn  
после элементарных преобразований, получим: 

( ) ( ) .0)(cos)(sin
2

sin1444 22
2

22

=−+−





−+−+ nn xlBxlAbh

h
a ββµτβστ

Отсюда имеем:   
 

 
( ) 0

2
sin1444 22

2

22

=−+−+ µτβστ bh
h
a      

или
 

 
 ( ) 22

2

22

2
sin1444 τβστµ bh

h
a +−+=          (5.18) 

Постоянную  β   определим   из  первого  и   последнего  уравнений   в  
(5.16). Подставив выражение  ,ny  определяемое  равенством  (5.17)  в  
эти  уравнения, после  элементарных преобразований, получим:  
 
( ) ( ) ,0)(coscos)(sinsin 32121 =+−++−+ BphlplpAhlplp ββββ  
 ( ) ( ) .0coscossinsin 12323 =++++ BphplpAhplp ββββ  

Здесь ,
2

)cos21)(14(2
2

1
22

2

22

1 h
abh

h
ap τγτβστ ++−−+=

 

 
( ) .,14

2
1

2

32

22

2 h
ap

h
ap τδστ =−=  

  Последняя система алгебраических уравнений, относительно A  
и ,B  как в предыдущем случае, имеет нетривиальное решение, если 
определитель этой системы будет равняться нулю.  Из этого условия, 
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после некоторых преобразований, приходим к следующему уравнению 
относительно β : 

( ) +−+−−+− lpphpphlpphlp ββββ sinsin)(sin)2(sin 2
3

2
13221

2
2  

          .0sin)(sin 3221 =−−+ hpphlpp ββ         (5.19) 
          Определив 1+N

  
последовательных корней kββ =  этого урав-

нения и подставив их в правую часть равенства (5.18), находим все 
собственные значения задачи (5.10). Эти значения, очевидно, будут 
определяться равенствами    

   

 Очевидно, что найденные последние значения kk µλλ
4
1==  по-

ложительны, для достаточно малых значений ,τ  если .
4
1≥σ  

 Таким образом, имеет место следующая   

 Теорема 1. Операторы A  и  −− AR
4
1  самосопряженные, если 

12 δγ −=  (или то же самое, что )()0( 11 lcc =  и .))()0( 22 lcc =  Оператор 

−A  положителен, если ,0<b  оператор −− AR
4
1  положителен, если  

014 >−σ  и ,0ττ ≤  где −0τ  некоторое положительное число. 
 Равенство (5.8) можем переписать в виде 

 ( ) ( )( ) ,0,
4
1,

4
1 1111 =+++



 −−





 − ++++

t
jjjj

t

jjjj zzzzAzzzzAR   

или в виде 
 

 ( ) ( )( ) =+++



 −−





 − ++++++++ 12121212 ,

4
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4
1 jjjjjjjj zzzzAzzzzAR

  

    ( ) ( )( ).,
4
1,

4
1 1111 jjjjjjjj zzzzAzzzzAR +++



 −−





 −= ++++  

Отсюда, с учетом замены (5.1), получим: 

          ( ) +
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a k
kk =+−+=== τβστµλλ
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Пусть 
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Тогда из последнего равенства  получим, что 

 .2...,1,0, 01 −==+ jjEE jj                   (5.20) 

Пусть выполняются условия   

 
.,014,0 0ττσ ≤>−<b                   (5.21) 

Тогда ,0>A 0
4
1 >− AR  и выражение jE определяет норму в простран-

стве .2H  Поэтому условия (5.21) обеспечивают устойчивость разностной 
задачи  (4.3)-(4.4)  в норме jE . Эту норму обозначим  через 

( ) ....2
4
1 2

12

4
1

1 21

A

jjjjj

AR

jj
Ej

myyy
m

yyyyy +++−++−= +

−

+

 
(5.22)   

 Теорема 2. Если выполняются условия (5.21), то разностная за-
дача (4.3)-(4.4) устойчива по начальным данным. При этом имеет ме-
сто равенства  
 .... 11 EEjEj yyy === −  
 

Теперь перейдем  к  исследованию  устойчивости  по  правой  
части. С этой целью рассмотрим разностную задачу   

,2,...,1,0, 0
1121

0 −==++ +++ jjgAzRzBz jjj
tt

j

t
τ

   
0z  и  1z  заданы. (5.23) 

          Из теории устойчивости разностных схем известно [10, с.231], что, 
если операторы BA,   и −R  самосопряжены и выполняются условия 

   ,0>A ,1,0
1
1

2
,0

4
1 ≥≥

+
−+>− ρ

ρ
ρτ ABAR

      
(5.24)  
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то разностная схема (5.23) устойчива  по начальным данным и по пра-
вой части. При этом для решения разностной схемы справедлива оценка     

 ( ) ,
1

11

1

10
0

1
1

−
−− ∑

=

−++
+ +++≤

A

j

k

k
t

kj

A

j

AE
j

Ej gggzz τρρ     (5.25)  

где  
Ejz  определяется равенством (5.22)  при  .zy =     

 Для разностной задачи (5.23), 0=B  и первые два условия в (5.24) 
выполняются,  если выполняются условия (5.21). В силу неравенств 
(5.14) имеем, что 

,02 >−≥ τbA так как  .0<b  
Отсюда следует, что последнее условие в (5.24) будет выполняться для 
всех .1≥ρ  
 Итак, имеет место следующая  
 Теорема 3. Если выполняются условия теоремы 2, то разностная 
задача (4.3)-(4.4) устойчива по начальным данным и по правой части. 
При этом имеет место неравенство (5.25). 
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HİPERBOLİK TİP XƏTTİ YÜKLƏNMİŞ DİFERENSİAL TƏNLİK ÜÇÜN  

BİR FƏRQ MƏSƏLƏSİNİN HƏLLİ VƏ DAYANIQLIĞI HAQQINDA 
 

Z.F.XANKİŞİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə hiperbolik tip yüklənmiş xətti diferensial tənlik üçün inteqral şərtli bir 
məsələyə baxılır. İnteqral şərtlər qeyri-lokal sərhəd şərtləriylə əvəz edildikdən sonra, 
qurulmuş yeni məsələnin həllinə sonlu fərqlər üsulu tətbiq edilir. Sonlu fərqlər üsulunun 
tətbiqi nəticəsində, baxılan məsələni ikinci tərtib dəqiqliklə approksimasiya edən fərq 
məsələsi qurulur. Fərq məsələsinin həll alqoritmi verilir və müəyyən şərtlər daxilində fərq 
məsələsinin başlanqıc verilənlərə və sağ tərəfə nəzərən dayanıqlığı isbat edilir. Baxılan 
məsələnin həllinə tətbiq edilən üsuldan parabolik və hiperbolik tip tənliklər üçün daha 
ümumi şəkilli məsələlərin həllində istifadə etmək olar 

  
Açar sözlər: yüklənmiş diferensial tənlik, inteqral şərtləri, sonlu fərqlər  üsulu, 

həllin dayanıqlığı. 
 

ON THE SOLUTION AND STABILITY OF A DIFFERENCE PROBLEM  
FOR THE HYPERBOLIC TYPE LINEAR LOADED DIFFERENTIAL EQUATION 

 
Z.F.KHANKISHIYEV 

 
SUMMARY 

 
The finite difference method to the solution of a problem for a linear loaded 

differential equation of hyperbolic type with integral conditions is applied in present paper. 
After replacing the integral conditions with nonlocal boundary conditions, a difference 
problem that approximates the considering problem with new boundary conditions with 
second order accuracy is constructed.. Subsequently, an algorithm for solving the 
constructed difference problem is given and the stability of this problem is investigated. 
Sufficient conditions for the stability of the difference problem with respect to the initial 
data and the right side of the equation are obtained. The method applied to the solution of 
the considering problem can be used in solving more general problems for equations of 
parabolic and hyperbolic types. 

 
Key words: loaded differential equation, integral conditions, finite difference 

method, stability of the solution. 
  



62 

BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
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UOT 517.91 
 

ON A PROPERTY OF THE AIRY FUNCTIONS  
OF THE FIRST KIND 

 
H.M.MASMALIYEV 
Baku State University 

hacimasmaliyev@hotmail.com 
 
The problem of distribution of zeros of the function ( ) ( )22 λλλ AiiA +′  is 

considered. It is established that this function is closely related to the scattering problem 
for a certain one-dimensional Schrodinger operator with a growing potential. Proceeding 
from this connection, it is proved that the function ( ) ( )22 λλλ AiiA +′  has no zeros.  

 
Keywords: Schrodinger equation, scattering problem, Airy functions, eigenvalue.  
 

1. Introduction 
 Consider the Airy equation  

0=+′′− zyy . 
It is well known (e.g., see [1]) that this equation has two linearly 
independent solutions ( )zAi  and ( )zBi  with the initial conditions 

( ) ( )

( ) ( ) ,
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



Γ
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

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
Γ

=

iBBi

iAAi

 

where ( )⋅Γ  is a Gamma function.  The functions ( )zAi  and ( )zBi  are called 
the Airy functions of the first and second kind, respectively. The Wronskian 

( ) ( ){ }zBizAiW ,  of these functions satisfies 
( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) 1, −=′−′= πzBiziAziBzAizBizAiW . 
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Both functions are entire functions of order 
2
3  and type  

3
2 .  We have (see 

[1]) asymptotic equalities for ∞→z  

( ) ( )[ ] πζπ ζ <+Α −−−−
zOezzi arg,1~ 14

1
2
1

 

( ) ( )[ ]
3

2arg,1
4

sin~ 14
1

2
1 πζπζπ <+





 +−Α −−−

zOzzi , 

( ) ( )[ ]
3

arg,1~ 14
1

2
1 πζπ ζ <+ −−−

zOezzBi , 

( ) ( )[ ]
3

2arg,1
4

cos~ 14
1

2
1 πζπζπ <+





 +− −−−

zOzzBi . 

where  2
3

3
2 z=ζ .   

  Known properties of the Airy functions are effectively used in the 
study of the spectral properties of the Airy operator and its various 
perturbations (see 1-5 and related literature). It turns out that in some cases 
the spectral problems also make it possible to reveal some properties of the 
Airy functions. This note is devoted to the study of the zeros of the function 

( ) ( )22 λλλ AiiA +′ . The main result of this paper is the following theorem. 
  Theorem. The function ( ) ( )22 λλλ AiiA +′  has no zeros in the entire 
complex plane. 

 
2. Proof of the theorem 

  Consider the one-dimensional Schrodinger equation 
                   ( ) Cxyxyxy ∈∞<<∞−=+′′− λλθ ,, ,                      (2.1) 

where ( )xθ  is Heaviside function, i.e. ( )




<
≥

=
.0,0
,0,1

x
x

xθ . Differential 

equation (2.1) defines in space ( )+∞∞− ,2L  a positive self-adjoint operator 
L , which can be obtained by closure of symmetric operator defined by 
equation (2.1) on twice continuously differentiable finite functions.  

Let us denote by D  the complex λ - plane with a cut along the 
positive semi-axis. Let us consider a function λ  in the plane D , choosing 
an analytic branch of the radical such that 00 >+ iλ  for 0>λ . 

Lemma2.1.  For any λ   from the complex plane, equation (2.1) has 
solutions ( )λ,xg±  in the form  
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( )
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,0,
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2
1

2
1

2
1

,0,

,

xeiAiAi

eiAiAi

xxAi

xg

xi

xi

λ

λ

λ
λ

λ

λ
λ

λ

λ

λ              (2.2)  

 

  ( )
( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )








<
≥−−+−′−

−−−+−′
=

−

−

.0,
,0,,

xe
xxBiAiiiA

xAiBiiiB
xg

xi λ
λλλλπ

λλλλπ
λ     (2.3)                                  

Proof. Obviously, when 0≥x  one of the solutions of equation (2.1) is 
function ( )λ−xAi .  On the other hand, for 0≤x  any solution of equation 
(2.1) can be represented as  

xixi ee λλ βα −+ . 
If we glue these solutions at a point 0=x  , we get  

( )
( )




−′=−
−=+

.
,

λβλαλ
λβα
iAii

Ai
 

From the last system of equations we obtain 

( ) ( )λ
λ

λα −′−−= iAiAi
2
1

2
1 , 

( ) ( )λ
λ

λβ −′+−= iAiAi
2
1

2
1 . 

Thus, formula (2.2) is established. Similarly, when 0≤x , the func-
tion xie λ−  can be taken as a solution of the equation (2.1). On the other 
hand, when 0≥x , the functions ( )λ−xAi  and ( )λ−xBi  are linearly in-
dependent solutions of this equation. Therefore, for 0≤x  any solution of 
equation (2.1) can be represented as  

( ) ( )λλ −+− xBiCxAiC 21 . 
If we glue these solutions at a point 0=x  , we get (2.3).  
 If 0<x , then formula (2.2) determines the solution ( )λ,xg+  only for 

0≠λ . However, 0=λ  is a removable singular point of the function
( )λ,xg+ . Indeed,  
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The lemma is proved.                 
By virtue of formulas (2.2), (2.3), the solutions ( )λ,xg±  with respect 

to λ  are analytic functions in the plane D  and are continuous up to its 
boundary D∂ . It is clear that for [ )+∞∈ ,0λ the equality 

( ) ( )0,0, ixgixg −=+ −− λλ  is valid. Moreover, the solution ( )λ,xg+ is 
takes real values when D∂∈λ . Hence ( )λ,xg+ is an entire function of λ . 
Further, according to formulas (2.2), the solution ( )λ,xg+  for all λ  

decreases as 
2
3

3
2 x

e
−

 at +∞→x , and ( )λ,xg+  hence belongs to ( )+∞,02L . 
Similarly, the solution ( )λ,xg−   for all D∈λ  belongs to ( )0,2 ∞−L . 
 Note that for ( )+∞∈ ,0λ , the function ( )λ,xg−  is also a solution to 
equation (2.1). Moreover, for D∂∈λ , the solutions ( )λ,xg−  and ( )λ,xg−  
are linearly independent, since their Wronskian is equal to λi2 . Taking 
into account that for D∂∈λ  the function ( )λψ ,x+  takes real values, we 
obtain the expansion    
                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ ,,, xgaxgaxg −−+ += , D∂∈λ .    (2.4)                                                         
 Using formula (2.4) we find that the function ( )λa  is defined by formula   

( ) ( ) ( ){ }
λ

λλλ
i

xgxgWa
2

,,, +−= .                 (2.5) 

Since the Wronskian of two solutions of  the equation  (2.1) does not depend 
on x , it coincides with its value at 0=x . Hence, by virtue of (2.2), (2.3) it 
follows that 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).

,0,0,0,0,,,

λλλ

λλλλλλ

−+−′=

=′−′= +−+−+−

AiiiA

ggggxgxgW
 

Therefore, the coefficient ( )λa  is determined by the formula 

            ( ) ( ) ( ) ( )[ ]λλλλλ −+−′=
−

AiiiAia
1

2 .                  (2.6)                     
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It follows from the last equality that the function ( )λλai2  is continuous 
for D∂∈λ and admits an analytic continuation to the plane D . Note that the 
function ( )λa  does not vanish on the D∂  by equality (2.4). We now assume 
that ( ) 00 =λa , D∂∉0λ . It then follows from (2.5) that the solutions

( )λ,xg+  and ( )λ,xg−  are linearly dependent and positive self-adjoint 
operator L  have a complex or negative eigenvalue, which is impossible. 
Then it follows from (2.6) that the function ( ) ( )λλλ −+−′ AiiiA  has no 
zeros in the entire complex plane. Replacing λ  with 2λ− , we find that the 
function ( ) ( )22 λλλ AiiA +′  also has no zeros in the entire complex plane.   
This completes the proof of the theorem. 
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BİRİNCİ NÖV EYRİ FUNKSİYALARININ BİR XASSƏSİ HAQQINDA  
 

H.M.MƏSMALIYEV  
 

XÜLASƏ  
 

( ) ( )22 λλλ AiiA +′  funksiyasının sıfırlarının səpilməsi məsələsinə baxılmışdır. Bu 
funksiya ilə artan əmsallı müəyyən Şredinger operatorunun səpilmə məsələsi arasında əlaqə 
müəyyən olunmuşdur. Bu əlaqədən istifadə edərək isbat olunmuşdur ki, ( ) ( )22 λλλ AiiA +′  
funksiyasının kompleks müstəvidə sıfırları yoxdur.  

 
Açar sözlər: Şredinger tənliyi, səpilmə məsələsi,   Eyri funksiyaları, məxsusi ədəd.  
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О  СВОЙСТВЕ ФУНКЦИЙ ЭЙРИ ПЕРВОГО РОДА 
 

Г.М.МАСМАЛИЕВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 
Рассмотрена задача рассеяния  нулей функции  ( ) ( )22 λλλ AiiA +′ . Установ-

лена  связь  этой функции с задачей рассеяния одного  оператора Шредингера с воз-
растающими коэффициентами. С помощью этого соотношения было  доказано, что 
функция  ( ) ( )22 λλλ AiiA +′  не имеет нулей в комплексной плоскости.  

 
Ключевые слова: Уравнение Шредингера, задача рассеяния, функции Эйри, 

собственное значение 
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Permanent volatility in the economy requires any commercial bank to conduct 

effective market risk management. Every year, the volume of banking operations associated 
with market risks increases appreciably, which causes further complication of financial 
instruments. Based on this premise, the importance and relevance of the task of managing 
market risks from the position of finding the optimal ratio between income, risk and bank 
liquidity becomes obvious. The above applies to small and medium-sized commercial 
banks, whose assets do not have the necessary expert and analytical resources to analyze 
trends and predict dynamics in the securities market, exchange operations and interest 
rates. Actually, this has become the main subject of this study, which discusses the methods 
of expert assessment of market risks using the example of a hypothetical commercial bank. 

 
Keywords: market risks, market risk components, expert assessment, market risk 

index 
 
Introduction: In the field of banking risk management, along with ra-

ting systems, methods of scoring analysis and econometrics, methods based 
on the application of expert knowledge are widely used. However, the choi-
ce of an appropriate method and software to support the banking decision-
making process still remains a rather difficult problem. Based on this pre-
mise, it becomes obvious the importance and relevance of studying various 
methods for assessing banking risks, conducting their comparative analysis 
and developing recommendations for their use in a commercial bank. 

The article considers an expert knowledge-based approach to solving 
the problem of multi-criteria assessment of market risks, which is an 
integral part of banking risk management under uncertainty. In this case, 
data obtained from the same group of highly qualified experts are used as 
initial information.  

Market risks of commercial banks: Commercial banks are systema-
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tically improving their own risk management systems that take into account 
all types of risks, among which the most significant are credit, market, ope-
rational, etc. In the decision-making process, a commercial bank prelimi-
narily conducts a comprehensive assessment of all alternative options, 
taking into account the risk. At the same time, it is almost impossible to 
completely level the risks. Therefore, the most important task of market risk 
management is to maintain an acceptable balance between risk, profitability 
and liquidity, which acts as the main factor in management decision-
making.  

According to the “Risk Management Rules in Banks” approved by the 
Board of the Central Bank of the Republic of Azerbaijan dated 06.09.2010 
No. 24 [1], market risk is understood as the risk of losses due to changes in 
the market of interest rates, exchange rates, prices of securities and goods. 
According to this document and the recommendations of the Basel 
Committee [2], market risk (MR) has the following subcategories: 
• interest rate risk is the risk of losses (casualties) due to adverse changes 

in interest rates (x1);  
• currency risk is the risk of losses (casualties) due to unfavorable changes 

in foreign exchange rates (x2);  
• capital risk is the risk arising from adverse changes in the appreciations 

of capital and securities. This risk affects capital as well as subsidiaries of 
capital used for hedging and speculation purposes (x3);  

• commodity risk is the risk arising from adverse changes in the value of 
goods on the market (x4). 

This list of MR factors is somewhat different from the list introduced 
in [3], where capital and commodity risks are combined under the common 
name “security risks”.  

Currency risk is the probability of costs from changes in exchange 
rates and foreign exchange policy. The main objectives of the analysis of 
currency risks are:  
• assessment of compliance with the current restrictions of the regulator on 

the value of the open currency position (including for individual 
currencies);  

• determining the degree of influence of changes in the exchange rate on 
the bank's profit;  

• assessment of the bank's policy on insurance of currency risks.  
When assessing interest rate risk, commercial banks are guided by 

forecasts, choosing different forecasting horizons. Thus, small banks 
manage interest rate risk, as a rule, for short-term intervals (up to 1 year); 
medium-sized banks – for the medium term (up to 2-3 years), and large 



70 

banks – for the long term (from 3 to 5 years). There are several explanations 
for this. First, the time structure of a commercial bank's assets and liabilities 
and the attention the bank pays to the issue of interest income volatility 
depend on the size of the bank itself. Secondly, small banks are not able to 
actively manage their balance sheet structure through the pricing tool. They 
are forced to take into account the price of banking products, which is 
established by large market participants.  

Problem Definition: Suppose that for a certain commercial bank “X” 
for the current date the analysis of income, expenses and results on 
operations subject to market risks has been carried out. As a result of this 
analysis, objective characteristics of market risk were established and 
summarized in Table 1.  

From the point of view of bank risk management within the risk 
management system, the quantitative characteristics of market risk given in 
Table 1 must be converted into a unified indicator R, which would aggregate 
the relative influence of the considered number of listed factors xi (i=1÷4) 
using an imaginary function R = R(x1, x2, x3, x4). Estimates obtained on the 
basis of an expert analysis of the data given in Table 1, banking operations 
subject to market risks, assets and liabilities of commercial bank “X” by 
types of currencies, as well as summary data on its open foreign exchange 
positions are used as initial information. 

Table 1 
Detailing of market risk on the example of a hypothetical bank “X” 

Factor The share of the indicator in the 
aggregate capital of the bank (%) 

Share of indicator in 
market risk (%) 

Market risk, total: 32.3 100 
- interest rate risk (x1) 19.6 60.68 
- currency risk (x2) 4.9 15.17 
- capital risk (x3) 3.6 11.15 
- commodity risk (x4) 4.2 13 

 
Determination of the weighted level of MR based on expert 

evaluations: The requirements for the competence of approaches to the 
formation and assessment of the MR level implies the study of its 
constituent components as influences. In other words, the estimation of MR 
is the multicriteria procedure that implies the application of the compo-
sitional aggregation rule for each of the factors xi (i = 1÷4).  

Suppose that to conduct a weighted examination relative to the 
assessment of the MR, a commercial bank (CB) “X” invited 15 specialized 
specialists. At the initial stage, each expert was asked to rank the variables xi 
according to the following principle: designate the most important with the 
number “1”, the next less important – with the number “2” and then in 



71 

descending order of importance. As a result of the independent questioning 
of these specialists, expert rank estimates of factors xi were established and 
summarized in Table 2.  

Before identifying the weights of the MR factors, it is necessary to 
determine the presence of consistency of expert opinions in the form of a 
degree demonstrating the acceptable multiple rank correlation of expert 
conclusions. For this, the so-called Kendall concordance coefficient is 
usually used [4], which is calculated by the following formula: 

2 3

12
( )

SW
m n n

⋅=
−

,                                               (1) 

where m is the number of experts; n is the number of MR variables; S is the 
deviation of expert opinions from the average rank of the MR variable, 
which is calculated by the formula [4]: 
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1 1
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 

∑ ∑ ,                                        (2) 

where rij ∈{1, 2, 3, 4} is the rank of i-th factor established by j-th expert. 
 

Table 2 
Ranking of MR variables in orders of experts’ preferences 

Expert number  

Estimated MR variables and their ranks (rij) 
Interest rate risk Currency risk Capital risk Commodity risk 

Designation and indexing of MR variables xi (i=1÷4) 
x1 x2 x3 x4 

01 1 2 3 4 
02 1 3 2 4 
03 1 2 3 4 
04 1 3 2 4 
05 1 3 4 2 
06 1 4 3 2 
07 1 3 2 4 
08 1 3 2 4 
09 1 2 3 4 
10 2 1 4 3 
11 1 3 2 4 
12 2 1 4 3 
13 1 2 4 3 
14 1 3 2 4 
15 1 2 3 4 
15

1 ijj
r

=∑  17 37 43 53 
 
In our case, i.e. with the value of S=691 calculated on the basis of (2) 

and the data from Table 2, in accordance with formula (1) the Kendall 
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concordance coefficient is the following number:  

2 3

12 691 0.6142
15 (4 4)

W ⋅= =
−

. 

For the totality of expert rank estimates, the value of the Kendall 
concordance coefficient exceeds the threshold value of 0.6 (W = 0.6142 > 
0.6), which indicates the fairly strong consistency of expert opinions relative 
to the degrees of influences xi (i = 1÷4) on the level of MR as a whole. 

Now, in fact, we can begin to identify the generalized weights of the 
MR variables. To do this, assume that at the preliminary stage of the 
independent survey, the experts were asked to set the values of the 
normalized estimates αij (i=1÷4; j=1÷15) for the generalized weights of the 
variables xi in accordance with the established ranks rij and the condition  

4

1
1,  1 15ij

i
jα

=

= = ÷∑ .                                           (3) 

Suppose that as a result of the survey of experts, the corresponding 
estimates were obtained and summarized in Table 3. 

Table 3 
Expert estimates of the generalized weights of the MR variables  

Expert number  

Estimated MR variables and normalized values of their weights (αij) 
Interest rate risk Currency risk Capital risk Commodity risk 

Designation and indexing of MR variables xi (i=1÷4) 
x1 x2 x3 x4 

01 0.350 0.250 0.245 0.155 
02 0.400 0.200 0.300 0.100 
03 0.360 0.240 0.225 0.175 
04 0.450 0.200 0.250 0.100 
05 0.500 0.150 0.100 0.250 
06 0.400 0.150 0.200 0.250 
07 0.500 0.100 0.350 0.050 
08 0.350 0.250 0.300 0.100 
09 0.450 0.300 0.200 0.050 
10 0.300 0.350 0.100 0.250 
11 0.350 0.200 0.300 0.150 
12 0.300 0.400 0.050 0.250 
13 0.400 0.300 0.100 0.200 
14 0.450 0.150 0.300 0.100 
15 0.350 0.250 0.225 0.175 
15

1 ijj
α

=∑  5.910 3.490 3.245 2.355 
 
Next, preliminary calculations are carried out for the subsequent 

identification of the weights of the MR variables based on the data 
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presented in Table 3. To do this, group estimates of variables xi (i = 1÷4) 
and numerical characteristics are determined that characterize the “degrees 
of competence” of experts.  

To calculate the average value αi for the i-th group of normalized 
estimates of the generalized weights of variables xi, the following iterative 
equation is used [5]:  

15

1
( 1) ( )i j ij

j
t w tα α

=

+ = ∑ ,                                           (4) 

where wj(t) is the indicator characterizing the degree of competence of the j-
th expert (j = 1÷15) at time t. According to [5], at each iteration step, these 
indicators are updated using the following formulas: 
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where η(t) is a normalizing factor that ensures the transition to the next 
iteration step and calculated by the formula 

4 15
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i j
t tη α α
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= ∑∑                                               (6) 

The process of finding group estimates of the normalized values of the 
generalized weights of variables xi (i = 1÷4) is completed under  

max{| ( 1) ( ) |}i ii
t tα α ε+ − ≤ ,                                       (7) 

where ε is the feasible accuracy of calculations, which is set by the user.  
Assume that the feasible calculation error is ε = 0.001. Then, 

assuming at the initial stage (t=0) the number w(0) = 1/15 to be the same 
degree of competence for all experts, in the 1st approximation the average 
values of the normalized estimates of the generalized weights of the 
variables xi (i = 1÷4) are established from the particular case of the (4): 

15 15

1 1

1(1) (0)
15i j ij ij

j j
wα α α

= =

= =∑ ∑  

in the form of the following numbers satisfying condition (3):  
α1(1) = 0.39400; α2(1) = 0.23267; α3(1) = 0.21633; α4(1) = 0.15700. 

It is easy to see that condition (7) for the 1st approximation of the 
group estimates of the generalized weights of the variables xi is not satisfied. 
The transition to the next iteration step is carried out using the following 
normalizing factor η(1): 
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4 15

1 1
(1) (1) 0.39400 5.910 0.23267 3.490 0.21633 3.245

0.15700 2.355 4.2123.

i ij
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+ ⋅ =

∑∑  

Then, for the 2nd iteration step, the experts’ competence indicators are 
calculated on the basis of (5) by the following equalities:  
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As a result, at the 2nd step the indicators of the competence of experts 
are the following corresponding numbers: w1(1) = 0,06491; w2(1) = 
0.06760; w3(1) = 0.06501; w4(1) = 0.06970; w5(1) = 0.06951; w6(1) = 
0.06529; w7(1) = 0.07213; w8(1) = 0.06568; w9(1) = 0.07080; w10(1) = 
0.06185; w11(1) = 0.06478; w12(1) =0.06204; w13(1)=0.06658; 
w14(1)=0.06951; w15(1) = 0.06462. 

Further, having updated indicators of expert competence, it is already 
possible to calculate the average estimates of the generalized weights for 
groups of variables xi (i=1÷4). According to (4) or more specifically: 

15
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(2) (1)i j ij

j
wα α

=

= ∑ , 

in the 2nd approximation, these are the following numbers:  
α1(2) = 0.39668; α2(2) = 0.23035; α3(2) = 0.21812; α4(2) = 0.15485,  

which, as it is not difficult to detect, also correspond to the main 
requirement (3). However, checking these values of the generalized weights 
of the MR variables for the fulfillment of condition (7) and making sure that 
it is not satisfied again: 

max{ (2) (1)} max{ 0.39668 0.39400 ; 0.23035 0.23267 ;

0.21812 0.21633 ; 0.15485 15700} 0.00268 ,

i ii
α α

ε

− = − −

− − = >
 

we proceed to the calculation of the normalizing factor η(2): 
4 15

1 1
(2) (1) 0.39668 5.910 0.23035 3.490 0.21812 3.245

0.15485 2.355 4.2208.

i ij
i j

η α α
= =
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+ ⋅ =

∑∑  

As a result, the updated expert competence indicators for the 3rd step 
of the iteration are the following corresponding numbers: w1(2) = 0.0649; 
w2(2) = 0.0677; w3(2) = 0.0650; w4(2) = 0.0698; w5(2) = 0.0695; w6(2) = 0.0653; 
w7(2) = 0.0724; w8(2) = 0.0657; w9(2) = 0.0708; w10(2) = 0.0616; w11(2) = 
0.0648; w12(2) = 0.0618; w13(2) = 0.0665; w14(2) = 0.0697; w15(2) = 0.0646.  
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The average estimates of the generalized weights for groups of 
variables xi (i=1÷4) in the 3rd approximation are established from the 
particular case of formula (4): 

15
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(3) (2)i j ij

j
wα α

=

= ∑ . 

These are the following numbers:  
α1(3) = 0.39676; α2(3) = 0.23023; α3(3) = 0.21826; α4(3) = 0.15475,  

which satisfy requirement (3). Moreover, the obtained values ensure the 
fulfillment of conditions (7), which is confirmed by the following:  

max{ (3) (2)} max{ 0.39676 0.39668 ; 0.23023 0.23035 ;

0.21826 0.21812 ; 0.15475 0.15485} 0.00014 .

i ii
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Thus, the values of group estimates in the 3rd approximation {α1(3); 
α2(3); α3(3); α4(3)} will be considered as generalized weights of variables xi 
(i=1÷4) that affect the total level of MR. 

The method of expert assessments involves discussing the influence of 
factors xi (i=1÷4) on the total level of MR for the particular CB “X”. Thus, 
each expert is invited to individually assess the risks by factors xi (i=1÷4) in 
terms of their impact on the level of MR based on the following five-point 
scoring system:  
• 5 – NON-EXISTENT RISK;  
• 4 – RISKY SITUATION IS UNLIKELY TO OCCUR;  
• 3 – NOTHING DEFINITE CAN BE SAID ABOUT THE POSSIBILITY OF RISK;  
• 2 – RISKY SITUATION IS LIKELY TO OCCUR;  
• 1 – A RISKY SITUATION WILL SURELY COME.  

Further, expert assessments of risk situations are analyzed for their 
consistency (or inconsistency) according to the rule: the maximum allowab-
le difference between two expert opinions on any type of risk relative to xi 
(i=1÷4) should not exceed 3. This rule allows to filter out unacceptable 
deviations in expert assessments of the probability of risk occurrence for the 
separate MR factor. 

The determination of the weighted MR index, theoretically ranging 
from 0 to 100, is carried out using the following formula:  
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where αi is the specific weight of the variable xi (i=1÷4) as a component of 
the MR; ei is the consolidated expert assessment of the probability of the 
risk situation occurring according to the i-th factor of the MR on a five-point 
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system. At the same time, the minimum index means the maximum risk, and 
vice versa, the maximum index means the minimum risk. 

Suppose that based on the analysis of the data presented in Table 1, 
banking operations subject to market risks, assets and liabilities of CB “X” 
by type of currency, as well as summary data on its open currency positions, 
relatively consistent expert assessments of risk situations by components 
MR according to the above-accepted five-point system. These expert 
estimates are summarized in Table 4, which also shows the aggregated MR 
index obtained using formula (8). 

Table 4 
Expert description of MR according to a five-point scoring system 

Expert 
number  

Weights of MR variables 

MR index  α1 α2 α3 α4 
0.39676 0.23023 0.21826 0.15475 

Expert assessments on a five-point system 
01 4 3 2 3 68.69 
02 5 4 3 2 83.62 
03 3 5 4 3 79.51 
04 4 4 4 4 86.45 
05 5 3 3 3 81.99 
06 3 4 2 3 65.10 
07 3 4 4 4 77.87 
08 4 5 3 3 83.36 
09 5 4 4 2 88.34 
10 3 5 2 4 73.42 
11 4 4 4 3 83.10 
12 5 3 3 2 78.64 
13 4 4 4 4 86.45 
14 4 4 3 3 78.39 
15 3 5 2 2 66.73 

Average score 3.93 4.07 3.13 3.00 78.78 
 

Conclusion: In the conditions of dynamic development of market 
relations, commercial banks ensure financial stability by expanding the ran-
ge of their banking operations. Many banks are diversifying their business 
by expanding the volume of speculative operations and going beyond the 
traditional intermediary activities, which provides them with additional 
income. All this undoubtedly leads to an increase in MR, which is 
accompanied by a significant complication of the financial instruments and 
their markets, as well as the search for new types of trading and investment 
operations with a large potential for profitability.  

At the current level of development of information technologies, the 
tools for regulating market risks are distinguished by their diversity. Many 
banks use international experience, but approaches to managing market risks 
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are constantly updated based on their own resources. 
The article proposes an alternative approach to the assessment of MR 

based on expert knowledge. For a hypothetical bank “X”, expert assess-
ments of risk situations for all four MR factors are considered and a method 
for identifying their generalized weights is adapted, taking into account their 
relative impact on the total level of MR. As a criterion for a weighted 
assessment of the MR, an index is used that aggregates five-point expert 
assessments relative to risk situations by MR components. In Table 4, using 
criterion (8), for the CB “X” under consideration an integrated MR index is 
established as the weighted value R = 78.78 based on a consolidated (ave-
raged) expert assessment on a five-point risk gradation scale.  
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EKSPERT BİLİKLƏRİNİN KOMPİLYASİYASI İLƏ BAZAR RİSKLƏRİNİN 

QİYMƏTLƏNDİRİLMƏSİ 
 

C.H.AĞACANOV 
 

XÜLASƏ 
 
İqtisadiyyatda müşahidə olunan daimi volatillik istənilən kommersiya bankından 

bazar risklərinin effektiv idarə edilməsini tələb edir. Hər il bazar riskləri ilə bağlı bank 
əməliyyatlarının həcmi nəzərəçarpacaq dərəcədə artır ki, bu da maliyyə alətlərinin daha da 
mürəkkəbləşməsinə səbəb olur. Bu müddəadan çıxış edərək, gəlir, risk və bank likvidliyi 
arasında optimal nisbətin tapılması mövqeyindən bazar risklərinin idarə edilməsi 
vəzifəsinin əhəmiyyəti və aktuallığı aydın olur. Yuxarıda göstərilənlər qiymətli kağızlar 
bazarında, valyuta əməliyyatlarında və faiz dərəcələrində tendensiyaları təhlil etmək və 
dinamikasını proqnozlaşdırmaq üçün aktivləri lazımi ekspert və analitik resurslara malik 
olmayan kiçik və orta kommersiya banklarına aiddir. Əslində, bu, hipotetik kommersiya 
bankı nümunəsindən istifadə edərək bazar risklərinin qiymətləndirilməsinin qeyri-səlis 
üsullarını müzakirə edən bu tədqiqatın əsas mövzusuna çevrilmişdir. 

 
Açar sözlər: bazar riskləri, bazar riski komponentləri, ekspert qiymətləndirməsi, 

bazar riski indeksi 
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ОЦЕНКА РЫНОЧНОГО РИСКА ПОСРЕДСТВОМ  
КОМПИЛЯЦИИ ЭКСПЕРТНЫХ ЗНАНИЙ 

 
Дж.Х.АГАДЖАНОВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Перманентная волатильность в экономике требует от любого коммерческого 

банка проведения эффективного управления рыночными рисками. С каждым годом 
объем банковских операций, связанных с рыночными рисками, заметно увеличивает-
ся, что вызывает дальнейшее усложнение финансовых инструментов. Исходя из этой 
предпосылки, становится очевидной важность и актуальность задачи управления 
рыночными рисками с позиции поиска оптимального соотношения между доходом, 
риском и ликвидностью банка. Сказанное выше относится к малым и средним ком-
мерческим банкам, активы которых не обладают необходимыми экспертными и ана-
литическими ресурсами для анализа тенденций и прогнозирования динамики рынка 
ценных бумаг, валютных операций и процентных ставок. Собственно, это и стало 
основной темой данного исследования, в котором рассматриваются методы эксперт-
ной оценки рыночных рисков на примере гипотетического коммерческого банка. 

 
Ключевые слова: рыночные риски, компоненты рыночного риска, экспертная 

оценка, индекс рыночного риска.  
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УДК 519.10 

 
АНАЛИЗ ГРАДИЕНТНОГО АЛГОРИТМА В ОДНОЙ  
СПЕЦИАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ОБСЛУЖИВАНИЯ СЕТИ 

 
С.Ф.АХУНДОВ 

Бакинский государственный университет 
akhundov.s@gmail.com 

 
Задача обслуживания сети является актуальной. Как обычно, задача обслу-

живания  решается при ограниченных ресурсах и требуется, чтобы были выполнены 
те запросы, которые наиболее ценны. Аналогичная задача возникает и при опреде-
лении информативности признаков в распознавании образов. Запросы составляют 
дискретное (элементы изолированы) множество. То есть получается задача дис-
кретной оптимизации. 

 
Ключевые слова: градиент, элемент, сеть, оптимизация, ресурсы. 
 

 Введение. Задача обслуживания сети является актуальной. Как 
обычно, задача обслуживания решается при ограниченных ресурсах и 
требуется, чтобы были выполнены те запросы, которые наиболее цен-
ны. Аналогичная задача возникает и при определении информативно-
сти признаков в распознавании образов (см., напр., [1, 2]). Запросы  со-
ставляют дискретное (элементы изолированы) множество. То есть по-
лучается  задача дискретной оптимизации. 
 Постановка задачи. 
Обычно задача обслуживания сети имеет вид: 

}),...,(:)(max{ 1 Dxxxxf n ∈= ,                                                (1)   
где   

},),...,(,:{,
2
1)( 1

1
1

1

2

1
++

=
+

==

∈∈=≤∈=−= ∑∑∑ RbRaaabxaZxDxxcxf n
n

n

i
ii

n
n

i
ii

n

i
ii α , 

)(xf  - неубывающая функция на множестве D , n
n R+∈= ),...,( 1 ααα . 

В задаче (1) предполагается, что 
),(,,02/ DxfesiDxxc iiii ∈∀∈∀≥−− αα  

Для этой задачи предлагается градиентный алгоритм и проводит-
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ся анализ  устойчивости и не устойчивости при возмущениях парамет-
ров задачи.  Сначала излагаем интерпретацию этой задачи. 

Поступает систему n  запросов с ценностью (приоритетности) 
соответственно ncc ,...,1 . Необходимо выполнить те  запросы, которые 
имеет суммарное наибольшее значение. Так как ресурсы (т.е. b ) огра-
ничены, то все запросы не выполняются. В таком случае за не выпол-
нение i -го запроса система штрафуется в размере iα . Возникает сле-
дующая практическая задача. При возмущениях параметров задачи не 
ухудшается ли, качество градиентного алгоритма, т.е. градиентный ал-
горитм  остается ли, устойчивым. Если градиентный алгоритм устой-
чив, то это означает, что потери систем не наблюдается. 

Алгоритм. 
Для решения задачи (1) применим следующий градиентный алго-

ритм.  
Шаг 1. Полагаем .0),0,...,0(),...,( 00

1
0 === txxx n . 

Шаг 2. Находим  
)},(:2/{maxarg)( Dxfesixcti t

i
t
iiii

∈+−= αα . 

Шаг 3. Если ∅=),( Dxfes t , то переходим к шагу 4. Иначе принимаем 
1),()(

1 +←=+ ttxx t
ti

t π  и переходим к шагу 2. 
Шаг 4. Конец. 

В результате работы этого алгоритма полученное решение обо-
значим через - gx . Решение gx  будем называть градиентным решени-
ем задачи (1). Для задачи (1) справедлива следующая оценка (с учетом 

)0)0( =f ) 

)(
)1)(1(1

11
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)()(
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
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При возмущении вектора ),...,( 1 nααα =  в пределах ),,0( δ  n
n R+∈= ),...,( 1 δδδ  

получаем следующие задачи 
                          }),...,(:)(max{ 1 Dxxxxf n ∈=δ ,                          (2)   

где   
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},,),...,(,:{,)(
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i
ii δαδ

)(xfδ  - неубывающая функция на множестве D , n
n R+∈= ),...,( 1 ααα . 

В задаче (2) предполагается, что 
),(,,02/)()( DxfesiDxxc iiiiii ∈∀∈∀≥+−+− δαδα . 

При возмущении вектора ),...,( 1 nccc =  в пределах 
n

n Rqqqq +∈= ),...,(),,0( 1  получаем следующие задачи 
                      }),...,(:)(max{ 1 Dxxxxf nq ∈= ,                              (3)   

где                     ,
2
1)()(

1
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1
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==

−+=
n

i
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i
iiiq xxqcxf α   

},,),...,(,:{ 1

1
1 ++

=
+ ∈∈=≤∈= ∑ RbRaaabxaZxD n

n

n

i
ii

n  

)(xfq  - неубывающая функция на множестве D . 
В задаче (1) предполагается, что 

),(,,02/)( DxfesiDxxqc iiiii ∈∀∈∀≥−−+ αα . 
Соответственно гарантированные оценки градиентного алго-

ритма для задач (1)-(3) обозначим через )(),(, qεδεε . Градиентный ал-
горитм называется устойчивым для задачи (1), если εδδε )()( K≤ , где 

1)( →δK  при 0→δ . Градиентный алгоритм называется не устойчи-
вым для задачи (1), если εε >)(q .  

Теорема 1. При малых возмущениях вектора ),...,( 1 nααα =  в 
задаче 1 градиентный алгоритм устойчив. 
 Доказательство.  Для задачи (1) имеем 

,
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11
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 Если покажем, что εδε ≤)( , то теорема будет доказана. Учитывая, что 
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имеем 
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Так как неравенства выполняются для ),0( Dfesi ∈∀ , то получаем 
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Поэтому из цепочки неравенств, находим 
)1))((1(1)1))((1(1 −−+≥−−+ hfchfc δ , 
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То есть  εδε ≤)( . 
Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. При малых возмущениях вектора ),...,( 1 nccc =  в за-
даче (1) градиентный алгоритм  не устойчив. 

Доказательство. Из теоремы 1 соответственно для задачи имеем 
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 Если покажем, что εε >)(q , то теорема 2 будет доказана. Учитывая, 
что 
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Так как  эти неравенства выполняются для nIi ∈∀ , то получаем 
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Поэтому из цепочки неравенств, находим 
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т.е.  εε >)(q . 
Теорема 2 доказана. 

 Примеры.  
 Пример 1. Пусть  

2
2

2
12121 23),()( xxxxxxfxf −−+== , 

}10,,222:),({ 2121 ∨=≤+== xxxxxxxD . 
Тогда с помощью  градиентного алгоритма покоординатного подъема 
имеем )0,1(=gx . Отметим, что для этой задачи оптимальное решение 
равно gxx == )0,1(* .  

Известно, что градиентный алгоритм не всегда гарантирует по-
лучение оптимального решения для задачи типа (1).  Для этого постро-
им пример. 

Пример 2. Пусть  
)}}0,2(),0,1(),1,0(),0,0{(:2/43)(max{ 2

2
2
121 =∈−−+= Dxxxxxxf  

Тогда  
1,2,4)(,3)(),0,2(),1,0(),2,1(),4,3( ** ======== rhxfxfxxc ggα  

Пример 3. Пусть 
)}}2,0(),0,1(),1,0(),0,0{(:2/34)(max{ 2

2
2
121 =∈−−+= Dxxxxxxf , 

)}}2,0(),0,1(),1,0(),0,0{(:2/2.12/1.234)(max{ 2
2

2
121 =∈−−+= Dxxxxxxfδ , 

т.е. 
)3,4(),1,2(),2.0,05.0( === cαδ  

Поэтому 
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То есть градиентный алгоритм для задачи из примера 1 устойчив. 
Пример 4. Пусть  
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Поэтому 
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То есть, градиентный алгоритм для задачи из примера 4  не устойчив 
при возмущениях вектора приоритетности.  

 
Заключение.  Задача обслуживания сети является актуальной. Как обычно, 

задача обслуживания  решается при ограниченных ресурсах и требуется, чтобы были 
выполнены те запросы, которые наиболее ценны. Аналогичная задача возникает и 
при определении информативности признаков в распознавании образов. Запросы  
составляют дискретное (элементы изолированы) множество. То есть получается  за-
дача дискретной оптимизации. В работе анализируется задача обслуживания сети. 
Построены примеры.  
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BİR XÜSUSİ ŞƏBƏKƏ XİDMƏT TAPŞIRIĞI ÜÇÜN  
QRADİYENT ALQORİTMİNİN TƏHLİLİ 

 
S.F.AXUNDOV 

 
XÜLASƏ 

 
Şəbəkəyə texniki qulluq tapşırığı aktual olaraq qalmaqdadır. Həmişə olduğu kimi, 

texniki xidmət tapşırığı məhdud resurslarla yerinə yetirilir və ən dəyərli olan sorğuların 
yerinə yetirilməsini tələb edir. Nümunələrin tanınmasında xüsusiyyətlərin informativliyini 
təyin edərkən oxşar problem yaranır. Sorğular diskret (elementlər təcrid olunur) dəsti təşkil 
edir. Yəni diskret optimallaşdırma problemi alırıq. 

 
Açar sözlər: qradient, element, şəbəkə, optimallaşdırma, resurslar. 

 
ANALYSIS OF A GRADIENT ALGORITHM IN  

ONE SPECIAL NETWORK MAINTENANCE TASK 
 

S.F.AKHUNDOV 
 

SUMMARY 
 

The task of network maintenance is urgent. As always, the maintenance task is 
performed with limited resources and requires that those requests that are most valuable be 
fulfilled. A similar problem arises when determining the informativeness of features in pat-
tern recognition. Requests constitute a discrete (elements are isolated) set. That is, we get a 
discrete optimization problem. 

 
Keywords: gradient, element, network, optimization, resources. 
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NANOÖLÇÜLÜ SİLİSİUM HİSSƏCİKLƏRİ ƏSASINDA POLİMER 

NANOKOMPOZİTLƏRİN ALINMASI VƏ QURULUŞU 
 

Ə.E.SURXAYLI, B.G.PAŞAYEV, M.Ə.CƏFƏROV, H.A.ŞİRİNOVA  
Bakı Dövlət Universiteti 

afsana.surxayli@bsu.edu.az, h.shirinova@bk.ru 
 

İşdə polistrol polimeri və silisium nanohissəcikləri əsasında polimer nanokompo-
zitlər hazırlanmışdır və alınmış nanokompozitlərin quruluşu mikroskopik və spektroskopik 
metodlarla tədqiq edilmişdir. Skanedici elektron mikroskopu təsvirlərinə əsasən məlum 
olmuşdur ki, silisium nanohissəciklərinin polimerdəki ölçüsü 50 nm tərtibindədir. Rentgen 
difraktoqrammalarına əsasən müəyyən olunmuşdur ki, qeyri-üzvi doldurucu hissəcikləri 
özləri polikristallik quruluşa malik olmalarına baxmayaraq, polimer fazada paylanaraq 
nanokompozit üçün struktur mərkəzləri rolunu oynayır. 

 
Açar sözlər: polimer nanokompozit, silisium nanohissəcikləri, termoplastik polimer 
 
Hal-hazırda özündə eyni vaxtda bir neçə fərqli istismar xassəsi da-

şıyan nanokompozit materialların alınması, xassələrinin tədqiqi və tətbiq 
potensialının qiymətləndirilməsi istiqamətində ciddi işlər aparılır [1]. Asan 
texnoloji üsullarla əldə edilən və geniş tətbiq imkanlarına malik olan nano-
kompozit materialların alınması və tədqiqi həm elmi baxımdan, həm də 
praktik baxımdan böyük əhəmiyyət kəsb edir [2].  

Belə maraqlı materiallardan biri də, polivinilxlorid (PVX) polimeri 
və silisium (Si) nanohissəcikləri əsasında alınmış polimer nanokompozitidir. 
PVX, sənayedə asan sintez olunan və istehsalatda geniş istifadə edilən pol-
yar, sintetik polimerdir [3]. Polivinilxlorid termoplastik polimerlər sinifinə 
daxildir və bu da həmin polimer əsasında olan nanokompozitin asanlıqla 
əldə olunmasına, sənayenin tələblərinə cavab verən formaya və ya şəkilə 
salınmasına, eyni zamanda bir neçə dəfə təkrar emal olunmasına imkan ve-
rir. Silisium nanohissəcikləri böyük səth enerjisinə və səthində olan deffekt-
lər hesabına olduqca maraqlı optik xüsusiyyətlərə malik olan dielektrik 
maddədir. Təqdim olunan işdə PVX-ya silisium nanohissəcikləri daxil et-
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məklə alınmış nanokompozitlərin quruluşu skanedici elektron mikroskopu 
və rentgen difraktoqramması vasitəsilə tədqiq olunmuşdur. İşdə PVX matris 
qismində, silisium nanohissəcikləri isə qeyri-üzvi doldurucu qismində seçil-
mişdir. 

PVX tozları otaq temperaturunda, üzvi həlledicisi olan tetrahidrofu-
randa (THF) həll edilmişdir. Daha sonra polimer məhluluna Si nanohissə-
cikləri əlavə edilmiş və maqnit qarışdırıcıda 1 saat ərzində bircins məhlul 
alınana qədər intensiv şəkildə qarışdırılmışdır. Alınmış polimer və nanohis-
səcik qarışığı Petri qabına süzülmüş və həlledicinin buxarlandırılması üçün 
24 saat saxlanılaraq nanokompozit külçələr əldə edilmişdir. Alınan kül-
çələrdən PVX-nın ərimə temperaturunda 10 MPa təzyiq altında isti preslə-
mədən sonra otaq temperaturlu suda soyudulmuşdur. Nümunələrin qalınlığı 
90-110 mkm intervalında, diametri isə 4 sm olmuşdur. 

Şəkil 1-də təmiz Si nanohissəciklərinin enerji paylanma spektrləri 
verilmişdir. Enerji paylanma spektrləri (EDS) skanedici elektron mikros-
kopu vasitəsilə aparılmışdır. Bu tədqiqat, istifadə olunmuş Si nanohis-
səciklərinin təmizlik dərəcəsini müəyyən etməyə imkan verir. Məlum ol-
muşdur ki, Si nanohissəcikləri yüksək təmizliyə malikdir. Qeyd edək ki, 
EDS spektri hər bir kimyəvi elementdən bir saniyədə gələn və detektə olu-
nan siqnalın impluslarının sayının gərginlikdən asılılığını ifadə edir. 
 

 
 

Şək. 1. Si nanohissəciklərinin enerji paylanması spektri 
 

SEM təsvirlərinə əsasən alınmış nanokompozitin morfologiyası ba-
rədə təsəvvür əldə etmək və nanokompozitin ölçülərini qiymətləndirmək 
mümkündür. İşdə Si nanohissəcikləri əsasında alınmış PVX+3%Si nano-
kompozit SEM vasitəsilə tədqiq olunmuşdur. Qeyd edək ki, təsvirlər İtali-
yanın Frasati əyalətində yerləşən Milli Nüvə Tədqiqatları İnstitutunun Next-
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LNF-İNFN işçi qrupu tərəfindən aparılmışdır. Şəkil 2-də PVX+Si sis-
teminin səthinin morfologiyası, şəkil 3-də isə PVX+Si sistemində silisium 
hissəciklərinin ölçüsünü əks etdirən təsvirlər verilmişdir. SEM təsvirlərinə 
əsasən müəyyən edilmişdir ki, Si nanohissəciklərinin polimerdəki ölçüsü 50 
nm tərtibindədir. 

 

          
 

Şək. 2. PVX+Si nanokompozitinin səthinin SEM vasitəsilə alınmış təsvirləri 
 

 
 

Şək. 3. PVX+Si nanokompozitində Si nanohissəciklərinin  
SEM vasitəsilə əldə olunmuş ölçüləri 

 
İşdə tədqiq olunan nanokompozit materiallar və Si nanohissəcikləri 

Rentgen quruluş analiz vasitəsilə tədqiq olunmuşdur. Tədqiq olunan nano-
kompozit materialların rentgenstruktur analiz qrafikləri “Rigaku Mini Flex 
600s powder” difraktometrində qeydə alınmışdır. Şəkil 4-də Təmiz Si na-
nohissəciklərinin difraktoqramması verilmişdir. Şəkildən göründüyü kimi Si 
nanohissəciklərinin rentgen difraktoqramması 2θ bucağının 28.40°, 47.20°, 
56.05°, 69.10° və 76.30° qiymətlərində müşahidə olunan [111], [220], 
[311], [400], [331], [422] Miller indeksləri ilə xarakterizə olunmaqdadır. 
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Ədəbiyyata əsasən məlum olmuşdur ki, baxılan Si nanohissəcikləri poli-
kristallik quruluşa malikdir [4]. 

 

 
Şək.4. Təmiz Si nanohissəciklərinin rentgen difraktoqramması 

 
Bununla yanaşı 2θ bucağının 28.40° qiymətində müşahidə olunan ən 

intensiv difraksiya mənzərəsinə əsasən Debay-Şerrer düsturu vasitəsilə 
kristallitlərin ölçüləri hesablanmışdır: 

𝐷 =
𝑘ο

ε𝑐𝑜𝑠τ  

Burada β - [111] Miller indeksinə uyğun maksimumun hündürlüyünün 
yarımenidir və təcrübi olaraq təyin edilmişdir. Hesablamadan məlum ol-
muşdur ki, Si nanohissəciklərinin orta ölçüsu təqribən 35-50 nm-dir. Bu 
nəticələr SEM təsvirlərdən alınmış nəticələr ilə uzlaşır.  
 

 
 

Şək. 5.  PVX və Si nanohissəcikləri əsasında alınmış polimer nanokompozitin  
rentgen difraktoqramması 1) Si hissəcikləri 2) təmiz PVX polimeri 3) PVX+Si 
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Təmiz Si nanohissəcikləri ilə yanaşı PVX+Si nanokompozitinin də 
rentgen difraktoqramması tədqiq edilmişdir (şəkil 5). PVX polimeri  əsasən 
amorf quruluşa malikdir. O kristallıq dərəcəsi 10% qədər olan sənaye po-
limerləri sinfinə aid edilir. Təmiz polimerin rentgen difraktoqramması onun 
amorf quruluşa malik olmasını təsdiqləyir. Nanokompozitin difraktoqram-
masında 2θ bucağının 15°-30° qiymətləri arasındakı oblast polivinilxlora 
aiddir [6]. Bu oblasda 2θ bucağının 17,5° qiymətində müşahidə olunan mak-
simum PVX-nin qismən kristallik fazasına aiddir. Şəkil 5-dən görünür ki, Si 
nanohissəciklərinin daxil edilməsi ilə PVX-nin bu difraksiya pikinin inten-
sivliyi kəskin olaraq artmaqdadır. Hodge tərəfindən müəyyən edilmişdir ki, 
kristallik fazanın polimerdəki payı ilə difraksiya mənzərəsinin intensivliyi 
arasında korrelyasiya mövcuddur [7]. Bu nəticə onu deməyə əsas verir ki, Si 
nanohissəciklərinin daxil edilməsi ilə polimerin kristallik fazasının payı 
artmış olur. Başqa sözlə, Si nanohissəcikləri özləri polikristallik quruluşa 
malik olsalar da, onlar polimerdə struktur mərkəzləri rolunu oynayır.  
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ПОЛУЧЕНИЕ И СТРУКТУРА ПОЛИМЕРНЫХ НАНОКОМПОЗИТОВ  
НА ОСНОВЕ НАНОРАЗМЕРНЫХ ЧАСТИЦ КРЕМНИЯ 

 
А.Э.СУРХАЙЛИ, Б.Г.ПАШАЕВ, М.А.ДЖАФАРОВ, Х.А.ШИРИНОВА  

 
РЕЗЮМЕ 

 
Были получены полимерные нанокомпозиты на основе полимера полисти-

рола и наночастиц кремнезема. Структуру полученных нанокомпозитов изучали 
спектроскопическими и микроскопическими методами. На основании изображений 
СЭМ было установлено, что размер наночастиц Si в полимере составляет около 50 
нм. На основании рентген-дифрактограммы нанокомпозита установлено, что, хотя 
сами частицы наполнителя имеют поликристаллическую структуру, частицы неорга-
нического наполнителя выступают в качестве центра структурообразование в поли-
мере. 

 
Ключевые слова: полимерный нанокомпозит, наночастицы кремнезема, 

термопластичный полимер 
 
 

PREPARATION AND STRUCTURE OF POLYMER NANOCOMPOSITES  
BASED ON NANO-SIZED SILICON PARTICLES 

 
A.E.SURKHAYLI, B.G.PASHAYEV, M.A.JAFAROV, H.A.SHIRINOVA  

 
SUMMARY 

 
Polymer nanocomposites based on polystyrene polymer and silica nanoparticles 

were prepared. The structure of obtained nanocomposites was studied by spectroscopic and 
microscopic methods. Based on the SEM images, it was found that the size of Si nano-
particles in the polymer is around 50 nm. Based on the X-ray diffractograms of the nano-
composite, it was found that although the filler particles themselves have a polycrystalline 
structure, the inorganic filler particles act as structural centers in the polymer. 

 
Keywords: polymer nanocomposite, silica nanoparticles, thermoplastic polymer 
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SİLİSİUM DİOKSİD NANOHİSSƏCİKLƏRİ ƏSASINDA ALINMIŞ 

POLİMER NANOKOMPOZİTİN XASSƏLƏRİNƏ 
KRİSTALLAŞMANIN TEMPERATUR-ZAMAN  

ŞƏRAİTİNİN TƏSİRİ 
 

M.HƏSƏNOVA, H.MƏMMƏDOV, M.CƏFƏROV, H.ŞİRİNOVA  
Bakı Dövlət Universiteti 

metanet.hasanova.93@gmail.com 
 
İşdə polipropilen polimerində dispers şəkildə paylanmış SiO2 nanohissəcikləri 

əsasında alınmış nanokompozitin quruluş xüsusiyyətləri və optik xassələrinə kristal-
laşmanın temperatur-zaman şəraitinin təsiri öyrənilmişdir. Nümunələrin isti preslənmə 
prosedurundan sonra β=20000C0/dəq, β=200C0/dəq və β=20C0/dəq sürətləri ilə so-
yudulması ilə fərqli kristallik quruluşlar əldə edilmişdir. Alınmış nümunələrin UB-gö-
rünən diapazonda udulma spektrləri araşdırılmışdır və qadağan olunmuş zonasının eni 
təyin edilmişdir. Eyni zamanda nümələrin struktur analizi İQ spektroskopiyası vasitə-
silə tədqiq edilmiş, SiO2 nanohissəciklərinin udulma zolaqlarında sürüşmənin səbəbi 
müəyyən edilmişdir. 

 
Açar sözlər: kristallaşmanın temperatur-zaman şəraiti, termoplastik polimer-

lər, məsaməli SiO2, UB spektroskopiya, İQ spektroskopiya 
 
Giriş: Son illərdə materialşünaslığın sürətli inkişafı polimer na-

nokompozit materiallara olan marağı artırmış və onların tətbiq sahə-
lərinin genişlənməsinə təsir etmişdir. Xüsusilə də dispers hissəciklərin 
polimer matrisada paylanması nəticəsində, polimerin və funksional əla-
vələrin unikal xassələrini özündə cəmləşdirən polimer nanokompozitlər 
adi kompozit materiallarla müqayisədə üstün xüsusiyyətlərinə görə in-
tensiv şəkildə tədqiq edilir.  

Üzvi və ya qeyri-üzvi nanohisscəiklərin polimer matrisə daxil 
edilməsi onlarda yeni optoelektrik, maqnit, katalitik və s. xüsusiyyətlərin 
formalaşmasına səbəb olur [1]. 

Polimerlər və müxtəlif kristallik fazalarda olan silisium dioksid 
əsasında alınan kompozit materiallar optikada, elektronikada, funksional 
materialların hazırlanmasında istifadəsinə görə seçilir [2].  
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Kvars tozu və ya silisium tozu adlanan SiO2-nin təbiətdə geniş 
şəkildə yayılmış texnoloji əhəmiyyətə malik bir material olduğu məlum-
dur. Bu material elektrodların hazırlanmasında xüsusi yerə malikdir. 
Yüksək ərimə temperaturu (≈1700ºC), kimyəvi dayanıqlığı onu əla istilik 
və elektrik izolyatoru edir. Buna görə də SiO2 elektron texnologiyasında, 
xüsusən də metal-oksid-yarımkeçirici (MOS) cihazlarında əsas dielektrik 
materialdır [3]. Yarımkeçirici xassəli, yüksək səthi aktivliyə malik SiO2 
nanohissəcikləri səthinin asan modifikasiya edilə bilməsi ilə yanaşı, həm 
də lüminessent xüsusiyyətlərinə görə diqqət mərkəzindədir. Səthindəki 
defektlər hesabına maraqlı optik xassələr nümayiş etdirən nanoölçülü, 
amorf SiO2, mavi şüalanma nümayiş etdirir [4-5]. Eyni zamanda silisium 
dioksid nanohissəcikləri güclü absorbent materiallar olub, yaxşı öy-
rənilmiş hidrofilik səthə və yüksək termal stabilliyə malikdir [6]. Məhz 
SiO2-nin güclü optik xassələrinin polimer faza ilə birləşməsi kompozitin 
xassələrinin yaxşılaşması ilə nəticələnə bilər ki, bu cür polimerlər ara-
sında polipropilen özünün aşağı sıxlığına, yüksək ərimə temperaturuna, 
mexaniki möhkəmliyinə və s. müxtəlif xassələrinə görə böyük potensiala 
malikdir [7].  

Polipropilen termoplastiklər ailəsinin nümayəndəsi olub yarım-
kristal polimerdir, kristallaşmasından asılı olaraq (165-170°С)-də əriyir. 
Onun molekulyar quruluşu amorf və kristal fazalardan təşkil olunmuş-
dur. İzotaktik polipropilen yüksək elastiklik moduluna, yüksək ərimə 
temperaturuna (165-170°С) və kimyəvi reagentlərin təsirinə daha çox 
davamlı olması ilə seçilir.  

Polimerlərin kristal quruluşundan asılı olaraq soyutma  sürətinin 
dəyişməsi ilə onların quruluşunda amorf və kristallik fazanın payını 
dəyişmək mümkündür. 

Təqdim olunan işdə müxtəlif kristallaşma şərtlərində alınmış 
polipropilen və SiO2 əsaslı polimer nanokompozitlərin quruluş-xassə 
müxtəlifliyi tədqiq edilmişdir.  

Material: Tədqiqat işində də Sky spring şirkətinə məxsus, olduq-
ca narın tozşəkilli, ağ rəngli yarımkeçrici xassəli metal-oksid tozu olan 
50 nm ölçülü SiO2 nanohissəcikləri istifadə edilib. İzotaktik polipropilen 
- IPP marka Sigma-Aldrich şirkətinə məxsus olub P-kodu 1001326963-
dür. Ağ rəngdə, qeyri-şəffaf, dənəvari quruluşa malik, 0,5-1,0 mkm ölçü-
sü olan narın polimer tozudur.  

İstifadə edilən həlledici - toloul daxil olmaqla bütün maddələr 
99.9% təmizlik dərəcəsinə malikdirlər. 

Metodika: Polipropilen 100 ml həlledicidə həll edildikdən sonra, 
sistemə müvafiq kütlə miqdarlarında SiO2 nanohissəcikləri əlavə edi-
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lərək intensiv olaraq maqnit qarışdırıcıda seçilmiş temperatur və sürətdə 
iki saat ərzində qarışdırılmışdır. Vakuum sobasından istifadə edərək həll-
edici sistemdən uzaqlaşdırılmışdır. İsti pressləmə metodu ilə nümunələr 
formalara salınmışdır. Bu məqsədlə nümunələr 165-180°C temperaturda, 
10 MPa təzyiq altında 4 dəqiqə müddətində presdə saxlanılmışdır. Daha 
sonra β=20000°C/dəq, β=200°C/dəq və β=20°C/dəq sürətlə soyudul-
maqla diametri 4 sm, qalınlığı 90-120 mk aralığında dəyişən təbəqələr 
alınmışdır [8]. 

Tədqiqat: PP+SiO2 nanokompozit nümunələrin quruluşuna kris-
tallaşmanın-temperatur-zaman (KTZ) şəraitinin təsirini araşdırmaq məq-
sədilə bu nümunələrin Specord 250 Plus spektrofotometrindən istifadə 
edərək ultrabənövşəyi-görünən oblastda spektrləri tədqiq edilmişdir. 
Şəkil 1-də KTZ şəraitindən asılı olaraq PP+SiO2 nanokompozit nümunə-
lərin UB-görünən oblastda spektrləri təqdim edilmişdir. 

 

 
 

Şək. 1. PP+SiO2 nanokompozitinin kristallaşmanın temperatur-zaman şəraitindən asılı 
olaraq UB spektri    1) β=20C0/dəq   2) β=200C0/dəq    3) β=20000C0/ dəq 

 
PP+SiO2 əsaslı polimer nanokompozitlərin kristallaşmanın tem-

peratur zaman rejimindən asılı olaraq udulma əmsalının düşən fotonun 
enerjisindən asılılıq əyriləri qurulmuş və xətti ekspolyasiya üsulu ilə qa-
dağan olunmuş zonasının eni Tauc metoduna əsasən hesablanmışdır. 
Məlum olmuşdur ki, soyuma sürətinin dəyişməsi ilə tədqiq edilən 
PP+SiO2 nanokompozitlərin qadağan olunmuş zonasının enində cüzi 
dəyişiklik baş verir (cədvəl 1). 
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Cədvəl 1 
Nümunə β (C0/dəq) eV 

PP
+S

iO
2 

20 4.26 
200 4.309 

20000 4.39 
 
Yavaş rejimdə alınmış nanokompozitdə qadağan olunmuş zona-

nın eninin daha böyük olması nanohissəciyin polimer matrisdə paylan-
ması və polimerin üst molekulyar quruluşu ilə bağlıdır [8].  

PP+SiO2 nanokompozit nümunələrin kristallaşmanın temperatur-
zaman şəraitindən asılı olaraq İQ spektrləri 400-4000 sm-1 dalğa uzun-
luğu intervalında Varian 640 FT-IR cihazı vasitəsilə tədqiq edilmişdir.  

Ədəbiyyatdan məlumdur ki, 2950 sm-1 CH qrupunun valent, 2870 
sm-1, 2836 sm-1 CH2 qrupunun valent, 1462 sm-1 CH3 qrupunun defor-
masiya, 1375 sm-1 CH3 qrupunun simmetrik, 1166 sm-1, 1102 sm-1 C-C 
zəncirinin valent, 997 sm-1 972 sm-1 CH3 qrupunu deformasiya rəqsləri, 
840 sm-1 CH3 qrupunun struktur rəqslərinə uyğun udulma xəttləri izotak-
tik polipropilenə məxsusdur [9]. 

Lakin PP+SiO2 nanokompozitlərinin İQ spektrlərində müxtəlif 
rejimlərində hazırlanmış nümunələrdə ilkin komponentlərin funksional 
qruplarının xarakterik zolaqları, həmçinin zolaqların intensivliyinin də-
yişməsi və bəzi zolaqların yerdəyişməsi müşahidə edilmişdir. Məlum 
olmuşdur ki, SiO2 hissəciklərinə xas olan 466 sm-1

, 808 sm-1, 973 sm-1, 
1099 sm-1 xarakteristik piklərin [9] hamısında soyuma sürətinin artması 
ilə mavi şürüşmə müşayiət olunur. SiO2-yə məxsus 466 sm-1 pikində 
müşahidə edilən şürüşmə şəkil 2-də göstərilmişdir. 

 
Şək. 2. PP+SiO2 nanokompozitinin kristallaşmanın temperatur-zaman şəraitindən  

asılı olaraq İQ spektri  
1) β=20C0/dəq 2) β=200C0/dəq 3) β=20000C0/ dəq 
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Soyuma sürətinin dəyişməsi ilə SiO2 nanohissəciklərinin İQ ob-
lastdakı spektral xəttlərindəki sürüşmə cədvəl 2-də qeyd edilmişdir. 

 
Cədvəl 2 

Xarakteristik 
udulma zolaqları 

Müxtəlif soyuma sürətləri ilə alınmış PP+SiO2 nanokompozitləri 
üçün İQ oblasda qeydə alınan sürüşmələr 

β=20C0/dəq β=200C0/dəq β=20000C0/dəq 
1098 cm-1 1099 cm-1 1103 cm-1 1105 cm-1 
971 cm-1 971 cm-1 971 cm-1 973 cm-1 
808 cm-1 808 cm-1 808 cm-1 808 cm-1 
457 cm-1 458 cm-1 458 cm-1 468 cm-1 

 
Ən kəskin sürüşmə 457 cm-1 dalğa ədədinə uyğun udulma zola-

ğında müşahidə edilmişdir. Məlumdur ki, bu udulma zolağı Si-O-Si ra-
bitəsinin deformasiya rəqsləri ilə bağlıdır [9]. Bu rəqslərdə böyük dalğa 
ədədi oblastına doğru sürüşmə rabitə bucağının dəyişməsi ilə əlaqədar-
dır. Belə hesab olunur ki, maye azot mühitinə daxil edilməklə soyudul-
muş nümunələrdə nanohissəcik və polimerin sərhədində böyük daxili 
gərginlik yaranır [10]. Buna səbəb çox böyük sürətlə soyudulma zamanı 
qeyri-tarazlıq prosesləri nəticəsində termoplastik polipropilen fazada ya-
ranan gərginlik nanohissəciklə sərhədə ötürülür, bu gərginlik hesabına 
amorf SiO2 şəbəkəsində deformasiya yaranır [11]. Tədqiqatlar göstərir 
ki, Si-O-Si rabitəsi mühitdə yaranan dartılma və sıxılma deformasiyaları 
hesabına infraqırmızı oblastda qırmızı və ya mavi-sürüşmə göstərə bilir 
[12]. Beləliklə, matris fazanın nanohissəciklə sərhəddə yaratdığı mexa-
niki gərginlik Si-O-Si rabitəsinin deformasiya rəqsələrinə cavab verən 
udulma zolağında daha yüksək enerji oblastına doğru sürüşməyə səbəb 
olur. 
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ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРНО-ВРЕМЕННОГО РЕЖИМА  

КРИСТАЛЛИЗАЦИИ НА СВОЙСТВА ПОЛИМЕРНОГО НАНОКОМПОЗИТА 
НА ОСНОВЕ НАНОЧАСТИЦ ДИОКСИДА КРЕМНИЯ 

 
М.ГАСАНОВА, Г.МАМЕДОВ, М.ДЖАФАРОВ, Х.ШИРИНОВА  

 
РЕЗЮМЕ 

 
В работе изучено влияние температурно-временного режима кристаллизации 

на структурные и оптические свойства нанокомпозита на основе наночастиц SiO2, 
диспергированных в полипропиленовом полимере. Различные структуры были полу-
чены охлаждением образцов со скоростями β=20000С0/мин, β=200С0/мин и 
β=20С0/мин после процедуры горячего прессования. Исследованы спектры поглоще-
ния полученных образцов в УФ-видимом диапазоне и определена ширина запрещен-
ной зоны. Также был изучен структурный анализ образцов методом ИК-спектро-
скопии и установлена причина сдвига полос поглощения наночастиц SiO2. 

 
Ключевые слова: Температурно-временной режим кристаллизации, термо-

пластичный полимер, пористый SiO2, ИК-спектроскопия, синее смещение 
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EFFECT OF CRYSTALLIZATION TEMPERATURE-TIME REGIME  
ON PROPERTIES OF POLYMER NANOCOMPOSITE BASED  

ON SILICON DIOXIDE NANOPARTICLES 
 

M.HASANOVA, H.MAMMADOV, M.JAFAROV, H.SHIRINOVA 
 

SUMMARY 
 
The work studied the influence of the temperature-time regime of crystallization 

on the structural and optical properties of a nanocomposite based on SiO2 nanoparticles 
dispersed in a polypropylene polymer. Various structures were obtained by cooling samples 
at rates β=20000С0/min, β=200С0/min and β=20С0/min after the hot pressing procedure. 
The absorption spectra of the obtained samples were studied in the UV-visible range and 
the band gap was determined. The structural analysis of the samples was studied by IR 
spectroscopy and the reason for the shift in the absorption bands of SiO2 nanoparticles was 
established. 

 
Keywords: Temperature-time regime of crystallization, thermoplastic polymer, 

porous SiO2, IR spectroscopy, blue shift 
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ADİ TÖRƏMƏLİ TƏNLİKLƏR SİSTEMLƏRİNDƏ PARAMETR 
UYĞUNSUZLUĞUNUN SİNXRONLAŞMAYA TƏSİRİ 

 
R.A.NURİYEV 

Azərbaycan Respublikası Elm və Təhsil Nazirliyi, Fizika İnstitutu, 
Bakı Dövlət Universiteti 
rus.nuriyev.74@mail.ru 

 
İşdə sistemlər arasında parametr müxtəlifliyinin sinxronlaşmanın mövcudluğu üçün 

zəruri olduğu bəzi hallar tədqiq olunub. Müəyyən edilib ki, sistemlər arasında bağlantı 
növünü və parametr uyğunsuzluğunu seçməklə selektiv sinxronlaşmaya nail olmaq olar. Bu 
halda sinxronlaşma rejimi üçün mövcudluq və stabillik şərtləri müəyyən edilib. Nəzəri 
nəticələr kompüter modelləşdirilməsində tam təsdiqini tapıb. 

 
Açar sözlər: sinxronlaşma, əks-əlaqə rabitəsi, Rösler sistemi, Lyapunov-Kra-

sovski funksionalı 
 
Parametr fərqliliyi nəticəsində sinxronlaşmanın keyfiyyətinin aşağı 

düşməsi parametr uyğunsuzluğunun sinxronlaşmaya yeganə təsiri deyil. Bir 
sıra hallarda sinxronlaşan sistemlər arasında parametr fərqliliyinin mövcud-
luğu sinxronlaşmanın həyata keçməsi üçün olduqca vacibdir. Nəzərə alsaq 
ki, real həyatda praktik olaraq sistemlər arasında parametr eyniliyini (iden-
tikliyini) texnoloji cəhətdən həyata keçirmək çox mürəkkəbdir, belə şəraitdə 
sinrxonlaşmanı tədqiq etmək mühüm əhəmiyyət kəsb edir [1-5]. 

İşdə parametr fərqliliyinin sinxronlaşmanın yaranmasına xüsusi 
diqqət yetirəcəyik. Göstərəcəyik ki, hansı şəraitdə parametr uyğunsuzluğu 
sinxronlaşmanı həyata keçirmək üçün zəruri faktora çevrilir. Adi törəməli üç 
tənlikdən ibarət Rösler sistemləri arasında sinxronlaşmaya bu sistemlər 
arasında parametr müxtəlifliyinin necə təsir etdiyini elmi ədəbiyyatdan nü-
munələr gətirməklə aydınlaşdıracağıq. Qeyd edək ki, Rösler sistemi kimyəvi 
reaksiyaların dinamikasının, elektrik dövrələrinin və s. modelləşdirilmə-
sində istifadə olunur [6, 7]. 

Fərz edək ki, iki adi törəməli tənliklər sistemləri arasında sinxronlaş-
maya baxılır. Birinci Rösler sistemı  
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kimi yazılır [8]. Burada zyx  , ,  - dinamik dəyişənlərdir; ω  - Rösler siste-
mində dinamik dəyişənlərin dəyişmə tezliyini xarakterizə edir; cfa  , ,  - sa-
bit kəmiyyətlərdir; ε  - sistemlər arasında əlaqə intensivliyini xarakterizə 
edir. Sistemlər arasında parametr uyğunsuzluğu 

∆−=∆+= 0201   , ωωωω                                        (3) 
ifadələrilə həyata keçirilir. (3) ifadələrinə əsasən 

2102 ωωω +=                                                 (4) 
olduğunu alarıq. Digər parametrlər identikdir. Müəyyən edildiyi kimi [8] 
əlaqə intensivliyinin müəyyən qiymətlərində Rösler sistemləri (1) və (2) 
gecikən sinxronlaşma rejimində sinxronlaşırlar. 

)()( 102 txtx ≈+τ ,   )()( 102 tyty ≈+τ ,   )()( 102 tztz ≈+τ                (5) 
Burada 

0

21
0 ω

θθτ −= ,       ),,(21 yxF ∆∝−θθ                               (6) 

olub, qeyri-identikliyi xarakterizə edən ∆  parametrinin və dinamik dəyi-
şənlərin mürəkkəb funksiyasıdır. Qeyd edək ki, 0)0( ==∆F  olur. Məsələ-
nin prinsipiallığı ondadır ki, əgər sistemlər identikdirsə, yəni 0=∆  olarsa, 

021 =−θθ  olur. Bu halda 00 =τ  olur və deməli, gecikən sinxronlaşma 
identik (tam) sinxronlaşmaya çevrilir: 

)()( 12 txtx ≈ ,   )()( 12 tyty ≈ ,   )()( 12 tztz ≈                          (7) 
Məlumdur ki, parametr fərqliliyi sanki identik sinxronlaşmanı ge-

cikən sinxronlaşmaya çevirir. Qeyd edək ki, nümunə ədəbiyyatdan götürü-
lüb və adi törəməli tənliklər vasitəsilə modelləşdirilən sistemlər arasında 
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parametr uyğunsuzluğunun sinxronlaşmaya təsiri barədə təsəvvür yaratmaq 
üçündür. 

Aparıcı 

)(
111 τα xfkx

dt
dx +−=                                           (8) 

və aparılan 

21 322 )( ττα xkyfky
dt
dy ++−=                                     (9) 

zamana görə gecikən funksional sistemlər arasında sinxronlaşmanı tədqiq 
edək. Burada x  və y  - dinamik dəyişənlərdir; 1α  və 2α  - aparıcı və aparı-
lan sistemlərin relaksasiyasını xarakterizə edir; 1τ  - aparıcı və aparılan sis-
temlərdə əks-əlaqə rabitəsi zamanıdır; 2τ  - aparıcı və aparılan sistemlər ara-
sında siqnalın yayılma zamanıdır; 1k  və 2k  - uyğun olaraq aparıcı və apa-
rılan sistemlərdə əks-əlaqə rabitəsinin intensivliyini xarakterizə edir; 3k  
aparıcı və aparılan sistemlər arasında əlaqə intensivliyini xarakterizə edir. 

Qeyd edək ki, sistemlər arasında əlaqə xəttidir və 2τ  gecikməsi ilə 
baş verir. Aparıcı və aparılan sistemlərin relaksasiya əmsallarının fərqli 
olduğunu qəbul edək: δαα −=1 , δαα +=2 . Burada δ  - parametri relak-
sasiya əmsallarının qeyri-identiklik dərəcəsini xarakterizə edir. Göstərmək 
mümkündür  ki, aparıcı və aparılan sistemlər 

2τxy =  gecikən sinxronlaşma 
rejimində sinxronlaşa bilər. Bu məqsədlə sinxronlaşma xətası adlanan 

yx −=∆
2τ  kəmiyyətin dinamikasına nəzər yetirmək olar. Aparıcı və apa-

rılan sistemlərin dinamikasından asanlıqla  

)()()2(
1212 2132 ττττδα yfkxfkxk

dt
d −+−+∆−=∆

+                  (10) 

olduğunu müəyyən etmək olar. Bu dinamikadan da bəllidir ki, 32 k=δ , 

21 kk =  şərtləri daxilində kiçik xəta dinamikası üçün  

)(
21112 τττα +′∆+∆−=∆ xfk

dt
d                                   (11) 

tənliyi alınır. Burada f ′  - dinamik dəyişənə görə törəməni nəzərdə tutur. 
Aydındır ki, 0=∆  bu tənliyin həllidir. 32 k=δ , 21 kk =  şərtləri 

2τxy =  reji-
mi üçün mövcudluq şərtləri adlanır. Zəruri stabillik şərtini isə Lyapunov-
Krasovski funksionalından istifadə etməklə müəyyən etmək olar [9, 10, 11]. 
Beləliklə, 

2τxy =  sinxronlaşma rejimi üçün stabillik şərti aşağıdakı kimi 
yazıla bilər: 
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)(
2112 ττα +′> xfk                                            (12) 

Beləliklə, müəyyən edildi ki, bəzi şərtlər daxilində aparıcı və 
aparılan sistemlər arasında 

2τxy =  gecikən sinxronlaşma rejimi mövcud ola 

bilər. Maraqlıdır ki, belə rejimin mövcudluğu üçün 0≠δ  və ya 21 αα ≠  
olmalıdır. Başqa sözlə aparıcı və aparılan sistemlər arasında sinxronlaşma-
nın mövcudluğu üçün parametr uyğunsuzluğu əsas şərtdir və bu bir zə-
rurətdir. Qeyd edək ki, 21 αα =  identik parametrlərə malik aparıcı və aparı-
lan sistemlər arasında 

12 ττ −
= xy  və ya 

21 ττ −
= xy  sinxronlaşma rejimi sayıl-

mır. Yenə də asanlıqla müəyyənləşdirmək olar ki, həm 21 αα = , həm də 

21 αα ≠  olarsa belə aparıcı sistemlər arasında tam (identik) və qabaqlayıcı 
sinxronlaşma mövcud deyil. Başqa sözlə yuxarıda göstərilən şəkildə veril-
mış aparıcı və aparılan sistemlər arasında yalnız gecikən sinxronlaşma 
mövcuddur və bunun üçün parametr uyğunsuzluğu 21 αα ≠  əsas şərtdir. 

Sabit əks-əlaqə rabitəsi zamanı sinxronlaşma halını araşdırdıq. 
Dəyişən əks-əlaqə rabitəsi sistemləri daha real olduğu üçün, belə sistemlər 
arasında sinxronlaşmanın tədqiq olunmasının böyük praktiki və fundamental 
əhəmiyyəti var. Qeyd edək ki, əks-əlaqə rabitəsi zamanın dəyışməsi həm 
təsadüfi, həm də bilərəkdən ola bilər. Son illərin nəticələri göstərir ki, dəyi-
şən əks-əlaqə rabitəsi sistemlərində xaos əsasında kommunikasiya sistemləri 
sabit əks-əlaqə rabitəsi zamanı sistemləri əsasında informasiya mübadiləsi 
sistemlərinə nisbətən daha təhlükəsiz ola bilər. Bunu nəzərə alaraq  dəyişən 
əks-əlaqə rabitəsi zamanı )(1 tτ  şəraitində aparıcı və aparılan sistemlər ara-
sında sinxronlaşmanı tədqiq edəcəyik. Sabit əks-əlaqə rabitəsi zamanı ha-
lında olduğu kimi 

2τxy =  sinxronlaşma rejimini araşdıraq. Asanlıqla müəy-

yən etmək olar ki, dəyişən əks-əlaqə rabitəsi zamanı )(1 tτ  üçün kiçik sin-
xronlaşma xətası 

))))(((( 21
'

)(12 1
ττα τ +−∆+∆−=∆ ttxfk

dt
d

t                         (13) 

dinamikası ilə idarə olunur. Qeyd edək ki, 
2τxy = sinxronlaşma rejimi üçün 

mövcudluq şərtləri ( 32 k=δ , 21 kk = ) həm sabit, həm də dəyişən əks-əlaqə 
rabitəsi zamanları üçün eynidir. 

2τxy =  sinxronlaşma rejiminin zəruri sta-
billik şərtlərinin müəyyən olunmasına gəlincə, yenə də Lyapunov-Krasovski 
funksional yanaşmasını tətbiq etmək olar. Başqa sözlə, bu yanaşmaya görə 
kəsilməz törəməyə malik məhdud )(tττ =  üçün 
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))(()()( tttstr
dt
d τ−∆−∆−=∆                                   (14) 

tənliyinin 0=∆  həlli 0>µ  və 

)(1))(2( 2 ts
dt
dtr >





 −− µτµ                                   (15) 

şərtləri daxilində asimptotik stabildir. Müəyyən etmək olar ki, )(2 ts  mak-
simal qiymətini r=µ  olanda alır. Beləliklə, 0=∆  həllinin stabillik şərti  

22 )(1)( s
dt

tdtr >




 − τ                                         (16) 

kimi yazıla bilər. Asanlıqla görmək olar ki, sabit əks-əlaqə rabitəsi zamanı 
üçün const=τ  şərti gözlənildiyi kimi sr >  bərabərsizliyinə gətirilir. Nə-
zərə alsaq ki, dəyişən əks-əlaqə rabitəsi zamanı 2α=r  halı üçün 

))))(((( 21
/

1 ττ +−−= ttxfks  olur, onda 
2τxy =  sinxronlaşma rejimi üçün 

stabillik şərti aşağıdakı kimi yazıla bilər: 
2

21
'

1
12

2 )))))((((()(1 τττα +−>




 − ttxfk

dt
td                        (17) 

Beləliklə, deyə bilərik ki, kifayət qədər geniş yayılmış sistemlər üçün 
parametr fərqliliyi sinxronlaşmaya nail olmaq üçün yeganə yoldur. Bu 
zaman sinxronlaşan sistemlər xətti və gecikən bağlantıya məruz qalır. Belə 
nəticəyə gəlmək olar ki, sistemlər arasında həm bağlantının növü, həm də 
parametr fərqliliyi sinxronlaşma rejimlərinin varlığı və növü məsələsində 
həlledici rol oynaya bilər. Bu nəticə sinxronlaşmanın informasiya müba-
diləsi üçün, o cümlədən canlı aləm üçün olduqca mühümdür. 
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ВЛИЯНИЕ НЕСООТВЕТСТВИЯ ПАРАМЕТРОВ В СИСТЕМАХ  

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
НА СИНХРОНИЗАЦИЮ 

 
Р.А.НУРИЕВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
В работе были изучены некоторые случаи, когда разнообразие параметров 

между системами необходимо для существования синхронизации. Установлено, что 
выборочная синхронизация может быть достигнута за счет выбора типа соединения и 
несовпадения параметров между системами. При этом определено условия доступно-
сти и устойчивости режима синхронизации. Теоретические результаты полностью 
подтверждены при компьютерном моделировании. 

Ключевые слова: синхронизация, обратная связь, cистема Рёслера, функцио-
налы Ляпунова-Красовского. 

 
INFLUENCE OF PARAMETERS MISCONFORMITY IN SYSTEMS  

OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS ON SYNCHRONIZATION 
 

R.A.NURIYEV 
 

SUMMARY 
 
The work examined some cases where a variety of parameters between systems is 

necessary for the existence of synchronization. It has been found that selective syn-
chronization can be achieved by selecting the type of connection and mismatching para-
meters between systems. At the same time, the conditions for the availability and stability 
of the synchronization mode are determined. The theoretical results are fully confirmed by 
computer simulation. 

 
Keywords: synchronization, feedback communication, Rossler system, Lyapunov-

Krasovskii functionals 
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p-Pb1-x Snx Te/n-PbTe HETEROSTRUKTURUNUN ALINMASI  
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İşdə 𝑃𝑏𝑇𝑒 və 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑇𝑒 nazik təbəqələrinin altlığın aşağı temperaturlarında 

alınma texnologiyası işlənmiş, alınmış təbəqələrin elektron difraksiya metodu ilə strukturu 
və təkmilliyi müəyyən edilmiş, molekulyar dəstələrin kondensasiyası üsulu ilə homo- və he-
terostrukturlar yaradılmış və onların fiziki xassələri kompleks şəkildə tədqiq edilmişdir. 
Müxtəlif altlıqlarda göyərdilən epitaksial təbəqələrin və strukturların elektro fiziki xassələ-
rinə təbəqənin göyərdilmə sürətinin, temperaturunun və səth polyarizasiyasının təsiri öyrə-
nilmişdir. 

 
Açar sözlər: Pb1-x Snx Te bərk məhlul kristalları, optoelektron  cihazlar, metal 

komponentli, epitaksial komponentli, epitaksial nazik təbəqələr, fotoqəbuledicilər. 
 
Giriş. Elektron cihazları texnologiyasında ən perspektivli material-

lardan biri də bərk məhlul əsasında hazırlanan və infraqırmızı oblastda 
işləyən fotoqəbuledicilərdir. Belə cihazlar əsasən metal komponentli Pb1-x 
SnxTe bərk məhlul kristallarından hazırlanır. Tərkib hissəsini və qadağan 
olunmuş zolağın enini və kristal qəfəs parametrlərini dəyişməklə, təbəqə-
sinin elektrik və fotoelektrik parametrlərini idarə etmək olar. Mövcud nazik 
epitaksial təbəqə texnologiyasının əsasının altlıq-nazik təbəqə və onun əsas 
parametrləri təşkil edir. Altlığın temperaturu kondensasiya zamanı kristal-
laşmaya ciddi təsir edir. Altlığın temperaturunun yüksək olması konden-
sasiya zamanı kristallaşmaya yaxşı təsir göstərir, amma, eyni zamanda, alt-
lıq və nazik təbəqənin atomlarının qarşılıqlı diffuziyasını da sürətləndirir ki, 
bu da bərk məhlulun tələb olunan stexiometriki tərkibinin alınmasını çətin-
ləşdirir və nəticədə hazırlanacaq cihazın deqradasiyasını sürətləndirir. [1,2] 

Məhz bu səbəbdən altlığın aşağı temperaturlarında qaz fazasından 
molekulyar dəstələrin kondensasiyası ilə nazik təbəqələrin alınması daha 
məqsədəuyğun sayılır və hazırda aktual problem olaraq  qalır. Digər əsas 
problemlərdən biri də altlıq materialının səth morfologiyasının (məsələn, 
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seqnetoelektrik altlığın səthindəki polyarlaşmanın) nazik təbəqənin fiziki 
xassələrinə təsirinin modelləşdirilməsidir. 

Altlıq və onun üzərindəki təbəqə eyni tərkibə malik olarsa, belə 
nazik təbəqələr homoepitaksial təbəqə adlandırılır. Əgər təbəqə ilə altlıq 
müxtəlif maddələrdirsə, heteroepitaksial təbəqə adlanır. Epitaksial mono-
kristal təbəqələr adətən dislokasiyalara qablaşma defektlərlə, struktur qoşa-
laşmalarına və substrukturlarına malik olurlar. Bu baxımdan müxtəlif 
materialların növbələşən epitaksial təbəqələrinin alınması müxtəlif struk-
turların, o cümlədən heterokeçidlərin alınması üçün əsas ola bilər. Qurğuşun 
halkogenidləri öz unikal xassələrinə görə cütlərin düzgün seçimi halında 
aparıcı rola malik olurlar [3,4]. 

Nəzəri hissə. Fiziki parametrləri idarə olunan nazik təbəqələrin 
alınması və tətbiqi ilk növbədə texnoloji rejimin seçilməsi ilə bağlıdır. Elm 
və texnikanın vakuum texnologiyası sahəsində əldə etdiyi uğurlar bu 
problemi həll etməyə, həndəsi və fiziki parametrləri dayanıqlı olaraq geniş 
intervalda dəyişə bilən nazik təbəqələrin yaradılmasını aktuallaşdırmışdır 
[5]. Nazik təbəqələrin təkamülünü idarə etməkdə bir sıra spesifik mikro-
strukturların alınması mümkündür. Bir sıra fiziki effektlər strukturla əla-
qədar olduğundan yalnız nazik təbəqələrdə tədqiq oluna bilərlər. Ona görə 
də epitaksial nazik təbəqələr bu baxımdan olduqca maraqlı və vacib ob-
yektlərdir. Epitaksial nazik təbəqə dedikdə adətən monokristal altlıqda 
onunla müəyyən kristalloqrafik əlaqədə göyərdilən monokristal təbəqə 
nəzərdə tutulur. Epitaksial monokristal təbəqələr adətən dislokasiyalara 
qablaşma defektlərlə, struktur qoşalaşmalarına və substrukturlarına malik 
olurlar. Bu baxımdan müxtəlif materialların növbələşən epitaksial təbəqələ-
rinin alınması müxtəlif strukturların, o cümlədən heterokeçidlərin alınması 
üçün əsas ola bilər. Qurğuşun halkogenidləri öz unikal xassələrinə görə 
cütlərin düzgün seçimi halında aparıcı rola malik ola bilər [6]. 

Heterokeçidin xüsusiyyətlərinin onu əmələ gətirən materiallar cü-
tünün xassələri əsasında dəqiq və dayanıqlı təyin oluna bilməsi üçün kon-
takta gətirilən yarımkeçiricilərin mexaniki, kristallokimyəvi, termik və ener-
ji xarakteristikaları uyğunluq təşkil etməlidir. Kontakta gətirilən müxtəlif 
kimyəvi tərkibə malik materialların əsas parametrləri qəfəs sabiti, qadağan 
olunmuş zonanın eni, termik genişlənmə əmsalları, elektrona hərislik 
enerjisi, dielektrik nüfuzluğu [7]. 

Heterocüt əmələ gətirən materiallarda uyğunlaşması vacib olan 
parametr qəfəs sabitləridir. Əgər kontakta gətirilən materialların qəfəs sabiti 
ciddi fərqlənərsə, sərhəddə defektlərin əmələ gəlməsi qaçılmaz olur ki, bu 
da kontakt oblastının fiziki xassələrinə ciddi təsir edir. Altlıq üzərində qəfəs 
sabitləri böyük fərqə malik materialın nazik təbəqəsinin göyərdilməsində 
müxtəlif növ dislokasiyaların əmələ gəlməsi enerji nöqteyi-nəzərindən epi-
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taksial göyərmədən daha əlverişlidir [7]. 
Həcmi yüklər oblastında və sərhəddə defektlərin mövcudluğu və on-

ların rekombinasiya mərkəzləri kimi çıxış etməsi heterostrukturun təd-
qiqində təcrübədən alınan nəticələrin Anderson tərəfindən təklif olunan [8] 
«ideal heterokeçid» modelindən ciddi fərqlənir. Heterokeçidin fiziki xassə-
lərini izah etmək üçün əsas xarakteristikası olan enerji zona diaqramı 
müəyyənləşdirilməlidir. Enerji zona diaqramı məlum olduqda heterokeçidə 
müxtəlif xarici amillərin elektrik, maqnit sahələrinin, temperaturun, şüa-
lanmanın və s. təsirini aydınlaşdırmaqla fiziki xassələrin idarə olunması 
müəyyənləşdirilə bilər. Heterokeçidlərin xassələrini araşdırmaq üçün həcmi 
yüklər oblastında potensialın dəyişməsinin iki növündən istifadə olunur. 
Kəskin heterokeçidlərdə sərhəddə potensialın dəyişməsi keçidin həcmi 
yüklər oblastının eni, yükdaşıyıcıların diffuziya məsafəsindən xeyli kiçik 
olur. Bu halda yükdaşıyıcıların həcmi yüklər oblastını keçərək cərəyan ya-
ratmasında rekombinasiya amili və ayrılma sərhədindəki səviyyələr mühüm 
rol oynaya bilmir. Heterocütlərdə aşqarların konsentrasiyasının dəyişməsi 
oblastının ölçüsü həcmi yüklər oblastının enindən çox kiçik olarsa belə 
keçidlər sərt heterokeçid adlanır. Aşqarların dəyişmə uzunluğu həcmi yüklər 
oblastının eni ilə eyni tərtibdədirsə, belə sərhədlər tədrici heterokeçid adlanır 
[9]. 

Təcrübi  hissə. Oksidlərin mövcudluğu TeSnPb xx−1  əsasında foto-
diodlarda səth cərəyanları itkisinə səbəb olur və 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑇𝑒 səthində yara-
nan oksid Şotki baryerinin formalaşmasına şərait yaradır [9]. Əgər qurğuşun 
alınan epitaksial təbəqələrin havada ekspozisiya etməsinə imkan vermədən 
onun səthinə çökdürülərsə, strukturun volt-amper xarakteristikası xətti 
qanuna tabe olur. Lakin əgər çökdürülmə alınan təbəqə bir müddət havada 
saxlanıldıqdan sonra həyata keçirilərsə, Şotki çəpəri yaranır. Bu nəticələr 
göstərir ki, 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑇𝑒 − 𝑃𝑏𝑇𝑒 sistemində ölçü üçün omik kontaktlar ya-
radılması səthin diqqətlə yoxlanılmasını tələb edir. Volt-amper xarakteristi-
kası heterokeçidlərin əsas parametrləri olan heterosərhəddə enerji zonala-
rının əyilməsinin qiymətini dəqiqləşdirmək üçün istifadə olunur. Bununla 
yanaşı volt-amper xarakteristikası həcmi yüklər oblastında elektrik keçirici-
liyinin mexanizmini aydınlaşdırmağa imkan verir. 

Birinci şəkildə alçaq temperaturlu nazik təbəqələr əsasındakı p-
Pb0.77Sn0.23Te n-PbTe heterostrukturlarının elektronoqramması (a) və 
səthinin elektron mikrofotoqrafiyası (b) göstərilmişdir. 

Texniki işlənmiş 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑇𝑒 nazik təbəqələri üzərində PbTe təbə-
qəsinin göyərdilməsi prosesində struktur təkmilliyi saxlanılır, PbTe təbəqələri 
yuxarıda qeyd edildiyi kimi kiçik ölçülü istiqamətlənmiş kristallardan təşkil 
olunur (şəkil 1). 
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Şək. 1. Alçaq temperaturlu nazik təbəqələr əsasındakı p-Pb0.77Sn0.23Te n-PbTe hetero-
strukturlarının elektronoqramması (a) və səthinin elektron mikrofotoqrafiyası (b) 

 
Bu üsulla alınmış p-Pb0.77Sn0.23Te n-PbTe heterostrukturunun volt-

amper xarakteristikaları şəkil 2 və, şəkil 3-də verilmişdir. 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Şək. 2. p-Pb0.77Sn0.23Te / n-PbTe   
heterokeçidlərinin 80 K temperaturda VAX-

ı .T1 = 40K ; T2 = 60K;  T3 = 77K 

Şək. 3. p-Pb0.77Sn0.23Te / n-PbTe    
heterokeçidlərinin VAX-ı . 

T1 = 40K ; T2 = 60K;  T3 = 77K 
 

Müəyyən olunmuşdur ki, aşağı temperaturlu slüda altlıq üzərində 
göyərdilən 4.01 =d mkm qalınlığı olan 𝑃𝑏0.77𝑆𝑛0.23𝑇𝑒 təbəqəsi üzərində 
buxarlanma ilə alınan 𝑑2 = 1.6𝑚𝑘𝑚 qalınlıqlı orientasiyalı PbTe nazik tə-
bəqələrindən təşkil olunan heterokeçidin volt-amper xarakteristikası yüksək 
düzləndirmə xüsusiyyətinə malikdir. Gərginliyin 0.1 V qiymətində düzlənmə 
əmsalı 𝑘 = 𝐼дцз

𝐼я𝑘
≅ 102 ÷ 103 tərtibində olub kifayət qədər böyükdür. Texniki 

işlənmiş 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑇𝑒 nazik təbəqələri üzərində PbTe təbəqəsinin göyərdil-
məsi prosesində struktur təkmilliyi saxlanılır, PbTe təbəqələri yuxarıda qeyd 
edildiyi kimi kiçik ölçülü istiqamətlənmiş kristallardan təşkil olunur. 
Heterokeçiddən düz istiqamətdə axan cərəyanın gərginlikdən asılılığının 
təhlili şəkil 3-də təsvir olunmuşdur. Şəkildən göründüyü kimi, gərginliyin 
(0÷70 mV) qiymətlərində axan cərəyanın gərginliyin artması ilə dəyişməsi 

 

b) 
0.2 mkm 

 

a) 

 

I, mkA 

U, V 
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eksponensial qanuna tabe olmaqla   
𝐼~𝐼0 𝑒𝑥𝑝(𝑒𝑈 𝛽𝑘𝑇⁄ ), 3=β   ifadəsi ilə təsvir olunur.  

 
Şək. 4. Altlığın temperaturu Ta=400S olduqda oriyentasiyası olmayan   

PbTenTeSnPbp −− /23.077.0  heterokeçidin müxtəlif temperaturlarda düzünə  
volt-amper xarakteristikası. d1=0.8 mkm, T1=77K, T2= 100K, T3=120K. 

 
Belə volt-amper xarakteristikası məlum olduğu kimi [10] hetero-

keçidin həcmi yüklər oblastında generasiya və rekombinasiya proseslərinin 
baş verməsinin nəticəsidir. Cərəyanın gərginlikdən belə asılılığı və 𝛽 -nin 
qiymətinin temperaturun artması ilə dəyişməsi irəli sürülən mühakimənin 
doğruluğunu nümayiş etdirir. Düzünə istiqamətdə tətbiq olunan gərginliyin 

07.0>U V qiymətlərində cərəyanın artma tempi xeyli zəifləsə də ekspo-
nensial asılılıq saxlanılır, lakin I  ∼𝑓(𝑈) əyrilərinin meyli temperaturdan 
asılı olaraq, demək olar ki, dəyişmir. Bu gərginlikləri heterokeçiddən axan 
cərəyanın generasiya-rekombinasiya cərəyanına nəzərən çox kiçik olması və 
onun zəif temperatur asılılığı cərəyanın axma mexanizminin dəyişməsini, 
cərəyanın əsasən tunel keçidləri ilə əlaqəli olmasını nümayiş etdirir. Tədqiq 
olunan p-𝑃𝑏0.77𝑆𝑛0.23𝑆𝑒 − 𝑛 − 𝑃𝑏𝑆𝑒 heterokeçidlər alçaq temperaturda 
alındıqda oriyentasiyaya malik olduqda axan cərəyanın gərginlikdən ası-
lılığı eksponensial xarakter daşıdığından həm generasiya-rekombinasiya, 
həm də tunel keçidləri ilə əlaqələndirilir. Heterocütlərin ayrılma sərhə-
dində olan səth halları ilə effektiv rekombinasiyanın baş verməsi son ola-
raq heterokeçidin tam volt-amper xarakteristikasında gah rekombinasiya, gah 
da tunel mexanizmi üstünlük təşkil edir. Əgər 𝑃𝑏0.77𝑆𝑛0.23𝑇𝑒 − 𝑃𝑏𝑇𝑒 hete-
rostrukturunda təbəqələr orientasiyaya malik olmazlarsa, VAX- ı yuxarıda 
təsvir olunan asılılıqlar ödənilmir və bu halda axan cərəyanın gərginlikdən 
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asılılığı 𝐼~𝐼0 𝑒𝑥𝑝(𝐴𝑈) ifadəsi ilə təsvir olunur.  
Nəticə. 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑇𝑒 bərk məhlul kristallarının nazik epitaksial təbəqə-

lərinin keyfiyyətini idarə etməklə bir sıra spesifik xassələrə malik mikro-
strukturların alınması mümkündür. Molekulyar dəstələri vakuumda konden-
sasiya etdirməklə slüda və LiNbO3 dielektrik altlıqları üzərində                   
p-Pb1-xSnxTe/n-PbTe anizotip heterostrukturların yaradılması həyata keçi-
rilmişdir. Göstərilmişdir ki, heterostrukturun alınma şəraitindən və altlığın 
temperaturunun dəyişməsi ilə heterokeçiddən cərəyanın axma mexanizmini 
dəyişdirmək mümkündür. 
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ПОЛУЧЕНИЕ ГЕТЕРОСТРУККТУРЫ НА ОСНОВЕ 
PbTe-Te/nSnPb-p xx1−  И ЕГО ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА  

 
С.Р.САРМАСОВ, Р.Ш.РАГИМОВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
В работе разработана технология получения тонких пленок PbTe  и 

TeSnPb xx−1  при низких температурах подложки. Определена структура и степень 
совершенства полученных пленок методом электронной дифракции. Созданы гомо- и 
гетероструктуры методом конденсации молекулярных пучков и комплексно исследо-
ваны и их физические свойства. Изучены влияния скорости выращивания, темпера-
туры и поверхностной поляризации на электрофизические свойства эпитаксиальных 
пленок и структур. 

         
Ключевые слова: кристаллы твердых растворов Pb1-xSnxTe, оптоэлектронные 

приборы, эпитаксиальные твердые растворы, фотоприемники.  
 

PREPARATION AND ELECTROPHYSICAL PROPERTIES 
OF HETEROSTRUCTURE p-Pb1-x Snx Te/n-PbTe 

 
S.N.SARMASOV, R.Sh.RAHIMOV  

 
 

SUMMARY 
        

The technology of thin films production at low substrate temperatures has been 
developed. The structure and degree of perfection of the obtained films were determined by 
electron diffraction. Homo- and heterostructures were created by the method of conden-
sation of molecular beams and their physical properties were comprehensively investigated. 
The influence of growth rate, temperature and surface polarization on the electrophysical 
properties of epitaxial films and structures has been studied. 

 
Keywords: solid solution crystals of Pb1-xSnxTe, optoelectronic devices, epitaxial 

solid solutions, photodetectors. 
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NADİR TORPAQ ELEMENT ATOMLARININ TlInSe2 BƏRK 

MƏHLUL KRİSTALININ ELEKTRİK KEÇİRİCİLİYİNƏ TƏSİRİ 
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Müasir materialşünaslığın qarşısında duran vacib sahələrindən biri praktik əhəmiy-

yətli, dayanıqlı xassələrə malik yeni yarımkeçirici birləşmələrin alınması, tədqiqi, onların 
fiziki xassələrinin məqsədyönlü istiqamətdə idarə olunmasıdır. Belə materiallardan biri də  
bu baxımdan son zamanlar bərk məhlulların fotoelektrik və istilik xassələri ilə bağlı mü-
şahidə olunmayan effektlərin, onların əsasında alınmış bərk məhlul kristallarında  yaran-
ması ilə bağlıdır. Bu baxımdan TlInS2 (Se2Te2) üçqat birləşmələri  əsasında  bərk məhlul-
ların alınması və onların  fiziki xassələrinin tədqiqi xüsusi əhəmiyyət kəsb edir. Bu birləş-
mələr tetraqonal sinqoniyada kristallaşırlar və onlarda iki struktur vahidi mövcuddur. 
Kimyəvi cəhətcə əsas struktur vahidi tetraedr hesab olunur. 

 
Açar sözlər: bərk məhlul kristalı, Lantanoid atomları, defektli kristal, struktur 

defektləri, ionlaşdırıcı şüalar,  detektor. 
 
АIIIBIIIC2

V1 tipli yarımkeçirici birləşmələr sinfinə daxil olan  TlInSe2 
bərk məhlul  kristalı  kvant elektronikası və optoelektronika sahəsində prak-
tiki əhəmiyyət kəsb edən birləşmələrdən biridir. Bu tip birləşmələrdə kim-
yəvi əlaqələr və elektron quruluşu cüt olmayan valent elektronları hesabına  
yaranır. АIIIBIIIC2

V1 tipli birləşmələr laylı və zəncirvarı quruluşlu qəfəsdə 
kristallaşırlar [3, 5].  

Tərkibində  nadir torpaq elementi (lantanoidlər) olan  belə birləşmə və 
bərk məhlullar kifayət qədər yüksək ərimə temperaturu, böyük mexaniki 
gərginliyə  malik olub,  hətta yüksək  temperaturlarda  belə  öz  yarımkeçiri-
ci xassələrini saxlayan yüksək termoeffektliyə malik birləşmələrdir.  Bu tip  
kristallar spektrin infraqırmızı oblastında işləyən  optoelektron cihazların və 
müxtəlif təyinatlı detektorların hazırlanmasında perspektivli materiallar sa-
yılır. Amma bu materialların daha geniş praktiki tətbiqinə mane olan mü-
hüm amillərdən biri praktikada istifadə zamanı, cihazların parametrlərinin 
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deqradasiyasına səbəb olan  müxtəlif təbiətli struktur defektlərinin və aşqar-
ların konsentrasiyalarının yüksək olmasıdır [5].   

Defektli quruluşa malik bu tip bərk məhlul kristalları görünən, ultra-
bənövşəyi, infraqırmızı, rentgen şüalarına həssas olan yaddaş, çevrilmə və s. 
xüsusiyyətlərə  malik anizotrop kristallardır. TlInSe2  kristalında kimyəvi və 
fiziki xassələrin anizotropluğuna səbəb həmin kristalda “c” kristalloqrafik 
oxuna nəzərən müxtəlif istiqamətlərdə defektlərin paylanma konsentrasi-
yasının (1016-1017 sm-3) kəskin fərqlənməsidir [4]. 

  İşdə TlInSe2 bərk məhlul kristalı, həmçinin müxtəlif atom faizli Dy 
nadir torpaq element atomları (lantanoid element atomları) daxil edilmiş 
TlIn1-xDyxSe2 (x: 0,01, 0,03, 0,05 at. %) bərk məhlul kristalları alınmış, on-
ların elektrik keçiriciliyinin mexanizmi geniş temperatur intervalında (80-
600 K) tədqiq olunmuşdur. Şəkil 1-də TlInSe2 bərk məhlul kristalının kristal 
qəfəsi (a), atomların bazis müstəvisində proyeksiyaları (b) və atomların qə-
fəsdə yerləşmələri (c) göstərilib. TlInSe2 birləşməsi tetraqonal sinqoniyada 
kristallaşır. Uyğun olaraq, elementar qəfəsin parametrləri a=8,04A0, c=6,84 
A0, z=4 olub, klassik TlSe-nin struktur quruluşuna uyğundur. Qəfəsdə Tl 
atomu 8 selen atomu ilə, In atomu isə 4 selen atomu ilə əhatə olunub [1].   

 
Şək. 1. TlInSe2 bərk məhlul kristalının kristal qəfəsi (a), atomların bazis müstəvisində 

proyeksiyaları  (b)  və atomların yerləşmələri (c)  
  

TlIn1-xDyxSe2 - bərk məhlul sistemində ilkin komponentlərin bərabər 
1:1 nisbətlərində yeni dördqat birləşmələr əmələ gəlir. Rentgenoqrafik təh-
lildən müəyyən olunmuşdur ki, TlIn1-xDyxSe2 bərk məhlul birləşmələri ilkin 
TlInSe2 üçqat birləşmələrinin analoqudur. Amma yeni birləşmənin  qəfəs 
parametrləri TlInSe2-nin qəfəs parametrlərindən kəskin fərqlənir. Tərkibdə 
TlDySe2 birləşməsinin nisbi miqdarının artması ilə Veqard qanununa uyğun 
olaraq, qəfəs parametrləri həllolma oblastlarında additivlik qanunu üzrə 
artır. TlInSe2 - TlDySe2 sistemində bu oblast 0-9 mol.% intervalını əhatə 
edir. Aparılan rentgenoqrafik təhlildən müəyyən olunmuşdur ki, TlInSe2 bir-
ləşməsindən TlIn1-xDyxSe2 bərk məhlullarına keçdikcə tərkibdə disprozium 
atomunun nisbi miqdarının artması ilə elementar qəfəs parametrləri müəy-
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yən həddə qədər xətti böyüyür. Bu da indium atomunun ion radiusunun dis-
prozium atomlarının ion radiusuna nisbətən daha kiçik olması ilə əlaqədar-
dır. Disproziumun ion radiusu RDy ≈ 0,93Å, indiumun ion radiusu RIn ≈ 0,91 
Å  tərtibindədir [2].   

Bütün bu faktlar bir daha sübut edir ki, 0÷11 mol %  TlInSe2 inter-
valında otaq temperaturunda TlInSe2–TlDySe2,  sistemlərində TlIn1-xDyxSe2, 
tərkibli bərk məhlul oblastı mövcuddur. Şəkil 2-də TlInSe2-TlDySe2 sistemi 
üçün alınan hal diaqramı göstərilmişdir. 

 
Şək. 2. TlInSe2-TlDySe2 sisteminin hal diaqramı. 

 
Şəkil 3-də TlIn1-xDyxSe2 bərk məhlullarının elektrik keçiriciliyinin 

temperatur asılılıqları ),/10(lg 13 −= KTfσ  koordinatlarında, şəkil 4-də isə 
TlIn1-xDyxSe2 kristalı üçün Holl əmsalının ),/10(lg 1323 −= KTfRT  koordi-
natlarında temperatur asılılıqları göstərilmişdir.  

 

 
Şək. 3. TlIn1-xDyxSe2 bərk məhlul kristalının elektrik keçiriciliyinin ),/10(lg 13 −= KTfσ  

koordinatlarında temperatur asılılıqları (x: 0,01; 0,03; 0,05) 
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Şək. 4. TlIn1-xDyxSe2 kristalı üçün Holl əmsalının  ),/10(lg 1323 −= KTfRT  

koordinatlarında temperatur asılılıqları (x: 0,01; 0,03; 0,05). 
 

Asılılıqlardan göründüyü kimi, tədqiq olunan müxtəlif tərkibli TlIn1-

xDyxSe2 kristalı üçün nisbətən aşağı temperaturlarda (80-450 K) aşqar keçi-
ricilik, ~450 K-dən yuxarı temperaturlarda isə məxsusi keçiricilik müşahidə 
olunur. Keçiriciliyin temperatur asılılığının meyllərinə görə uyğun tərkib 
üçün qadağan olunmuş zonanın eni (aktivləşmə enerjisi) müəyyən olunmuş 
və tərkibdən asılı olaraq, TlIn1-xDyxSe2 üçün Δε ≈ 2,10; 1,95; 1,80 eV uyğun 
qiymətlər alınmışdır (x: 0,01; 0.03 0.05 uyğun qiymətləri üçün). İstər elek-
trik keçiriciliyinin, istərsə də Holl əmsalının temperatur asılılıq meyllərinə 
görə təyin olunan qadağan olunmuş zonanın eninin qiyməti təcrübə xətası 
daxilində bir-birilə uyğunluq təşkil edir. Nisbətən aşağı temperaturlarda (80-
450 K temperatur intervalında) keçiricilik zəif meyllərlə artır. Belə asılılıq 
nümunədə yaranan aşqar keçiriciliklə əlaqədar olub, kvazimetallik xarakter 
daşıyır. Müəyyən temperaturdan başlayaraq, elektrik keçiriciliyinin nisbətən 
azalması müşahidə olunur və bu azalma tərkibdə lantanoid atomlarının 
artması ilə daha kəskin hiss olunur. Temperaturun sonrakı artımında elektrik 
keçiriciliyinin eksponensial artımı ilə məxsusi keçiricilik oblastı müşahidə 
olunur. Temperaturun kifayət qədər yuxarı qiymətlərində yükdaşıyıcıların 
istilik enerjiləri onların qadağan olunmuş zonanı keçmələrinə daha yaxşı 
imkan yaradır. Holl əmsalının temperatur asılılığından aşkar olunmuşdur ki, 
müşahidə olunan bu asılılıq elektrik keçiriciliyinin temperatur asılılığı 
ədəbiyyat məlumatları ilə yaxşı uyğunluq təşkil edir. Otaq temperaturunda 
nisbətən yuxarı temperatur intervalında 





=

T
fRT 1lg 2

3  asılılığının meyl 

bucağına görə hesablanmış qadağan olunmuş zonaların eninin qiyməti, 
keçiriciliyin temperatur asılılığına görə hesablanmış qiymətlə bir-birilə 
təcrübi xəta daxilində uyğunluq təşkil edir.  

Müəyyən olunmuşdur ki, elektrik keçiriciliyi və Holl əmsalının 
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temperatur asılılıqları tədqiq olunan bərk məhlul kristalları üçün bir-birilə 
yaxşı uzlaşır. Holl əmsalının temperatur asılılığından görünür ki, ~ 450 K 
temperaturdan yuxarı temperaturlarda temperaturun artımı ilə yükdaşıyı-
cıların konsentrasiyasının kəskin artımı və bu zaman Holl əmsalının kəskin 
azalması baş verir. Şəkil 4-dən göründüyü kimi tədqiq olunan bərk məhlul 
kristallarında yükdaşıyıcıların Holl yürüklüyünün temperatur asılılığı nis-
bətən yuxarı temperaturlarda (T>300 K) 2/3~ −Tµ  mütənasib olub, yükda-
şıyıcıların akustik fononlardan səpilməsinə uyğundur. Bütün nümunələrdə 
Holl yürüklüyünün temperatur asılılıqları aşağı temperaturlarda mürəkkəb 
xarakterə malikdir. Otaq temperaturundan yuxarı temperaturlarda (T>300 
K) akustik fononlardan səpilmə üstünlük təşkil edir.  

Holl yürüklüyü və dreyf yürüklüyü bir-birindən cüzi fərqlənsə də 
onlar eyni fiziki mahiyyət daşıyır. Keçiricilikdə yalnız bir növ yükdaşı-
yıcılar iştirak etdikdə Holl əmsalı və elektrik keçiriciliyinin qiymətinə görə, 
dreyf yürüklüyünün qiymətini hesablamaq  mümkündür.  Holl əmsalının 
temperatur asılılıq qrafiklərindən aydın olur ki, müşahidə olunan  asılılıq 
elektrik keçiriciliyinin temperatur asılılığı ilə yaxşı uyğunluq təşkil edir. 
Temperaturun 300-500 K intervalında sərbəst yükdaşıyıcıların konsentra-
siyası praktik olaraq, dəyişməz qalır və yüksək temperatur intervalında 






=

T
fRT 1lg 2

3  asılılığının meylinə görə qadağan olunmuş zonaların eninin 

hesablanmış qiyməti ilə təcrübi xəta tərtibində bir-birinə uyğundur.  
Holl yürüklüyünün temperatur asılılığına əsasən, demək olar ki, yük-

daşıyıcılar əsasən akustik fononlardan səpilirlər. Tədqiqat aparılan tempe-
ratur intervalında yürüklüyün temperatur asılılığı ~µ T3/2 qanunu ilə 
dəyişir, bu isə yükdaşıyıcıların uzun dalğalı akustik fononlardan səpilməsini 
bir daha təsdiq edir.  Temperaturun 100-450 K intervalında  keçiricilikdə ya-
ranan elektron keçidləri, qadağan olunmuş zonada yerləşən aşqar səviy-
yələrdən baş verir. Müəyyən temperaturdan sonra bu səviyyədən yaranan 
keçidlər “tükənir”. Yenidən keçidlərin baş verməsi üçün daha böyük ener-
jinin alınması üçün nisbətən yuxarı temperatur tələb olunur. Cədvəl 1-də 
müxtəlif tərkibli nümunələr üçün təcrübədən alınan nəticələr göstərilmişdir.                                                           

                                                                                                                       
Cədvəl 1 

 
Tərkiblər 
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eVg ,ε∆  
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ВЛИЯНИЕ АТОМОВ РЕДКОЗЕМЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ НА  

ЭЛЕКТРОПРОВОДИМОСТЬ КРИСТАЛЛА ТВЕРДОГО РАСТВОРА TlInSe2 
 

Ю.Г.НУРУЛЛАЕВ, Э.С.ГАРАЕВ, Н.С.САРДАРОВА 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Одним из важных направлений современного материаловедения является при-
обретение и исследование новых полупроводниковых соединений с практичными, 
стабильными свойствами и целенаправленное управление их физическими свойства-
ми. Один из таких материалов связан с появлением ранее не наблюдавшихся эффек-
тов, связанных с фотоэлектрическими и тепловыми свойствами твердых растворов в 
кристаллах твердых растворов, полученных на их основе. В связи с этим особое зна-
чение приобретает получение твердых растворов на основе тройных соединений 
TlInS2 (Se2Te2) и изучение их физических свойств. Эти соединения кристаллизуются 
в тетрагональных сингониях и имеют две структурные единицы. В химическом от-
ношении основной структурной единицей является тетраэдр.  

 
Ключевые слова: кристалл твердого раствора, атомы лантаноидов, дефект-

ный кристалл, структурные дефекты, ионизирующие лучи, детектор. 
 

INFLUENCE OF RARE EARTH ATOMS ON ELECTRICAL   
CONDUCTIVITY OF TlInSe2 SOLID SOLUTION CRYSTAL 

 
Yu.G.NURULLAYEV, E.S.GARAYEV, N.S.SARDAROVA 

 

SUMMARY 
 

One of the important areas of modern materials science is the acquisition and re-
search of new semiconductor compounds with practical, stable properties and targeted 
control of their physical properties. One of these materials is associated with the appearance 
of previously unobserved effects associated with the photoelectric and thermal properties of 
solid solutions in crystals of solid solutions obtained on their basis. In this regard, the pre-
paration of solid solutions based on ternary compounds TlInS2 (Se2Te2) and the study of 
their physical properties is of particular importance. These compounds crystallize in tetra-
gonal systems and have two structural units. Chemically, the basic structural unit is the 
tetrahedron.  

 
Keywords: solid solution crystal, lanthanide atoms, defective crystal, structural 

defects, ionizing rays, detector. 
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4. Hər bir məqalənin sonunda verilmiş ədəbiyyat siyahısı Azərbaycan Respublikası-

nın Prezidenti yanında Ali Attestasiya Komissiyasının «Dissertasiyaların tərtibi qaydaları» 
barədə qüvvədə olan Təlimatının «İstifadə edilmiş ədəbiyyat» bölməsinin əlavə 4.1 tələbləri 
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Müəllifi göstərilməyən və ya dörddən çox müəllifi olan kitablar (kollektiv monoqra-
fiyalar və ya dərsliklər) kitabın adı ilə verilir. Məs.: Kriminalistika: Ali məktəblər üçün dərs-
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elmi-praktik konfransının materialları. - Bakı: Nurlan, - 2003. - s.3-10.  

Dissertasiyaya istinad belə olmalıdır. Məs.: Süleymanov S.Y. Xlorofill-zülal kom-
pleksləri, xlorplastların tilakoid membranında onların struktur-molekulyar təşkili və forma-
laşmasının tənzimlənməsi: Biol. elm. dok. dis. - Bakı, 2003. - 222 s.  

Dissertasiyanın avtoreferatına da eyni qaydalarla istinad edilir, yalnız «avtore-
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Qəzet materiallarına istinad belə olmalıdır. Məs.: Məmmədov M.A. Faciə jan-
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