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В данной работе  получены результаты о решении существования и единст-

венности для операторно-дифференциального уравнения четвертого порядка одного 
класса граничной задачи в конечной области.  

 
Ключевые слова: гильбертово пространство, нормальный оператор, оператор-

но-дифференциальные уравнения, граничные задачи. 
  

Пусть H  сепарабельное гильбертово пространство, а A - нормаль-
ный  обратный оператор в H , спектр,  которого содержится в угловом 
секторе 

{ } 4/0,arg: πεελλζ <≤≤=S  
Тогда оператор 𝐴 можно представить в виде ;CVA =  где 𝐶- самосопря-
женный положительный оператор в H , а V  унитарный оператор в H . 
Область определения оператора ( )0≥γγC  становится гильбертовом  про-
странством γН  относительно скалярного произведения ( ) ( )yСхCух γγ

γ ,, = . 

При .,0 0 НН ==γ  Пусть ( )( )НL :,02 π  еcть гильбертово пространство 
всех вектор-функций ( ),tf определенных в ( )π,0  почти всюду, со значе-
ниями в Н, причем 

( )( ) ( ) +∞<





= ∫Η

2/1

0

2

:,02

π

π dttff
L

 

Далее вводим следующие гильбертовые пространства [1] 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }НLuCHLuuНW :,0,:,0::,0 2

4
2

44
2 πππ ∈∈=  

и 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,000,:,0::,0 4
2

0
4

2 =′′==′′=∈= ππππ uuuuHWuuНW  
 
с нормой 

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
.

2/1
2

:,0

4

:,0

24
:,0 22

4
2






 +=

HLu
НLНW

Cuu
πππ  

Рассмотрим в H краевую задачу 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑

=
− ∈=++=

4

0
4

44 ,0,/
j

j
ju ttftuAtAtutudtdP π                  (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,000 =′′==′′= ππ uuuu                                                    (2) 
Определение. Если при любом ( )( )HLf :,02 π∈  существует вектор-
функция ( ) ( )π,04

2Wtu ∈ , которая удовлетворяет уравнению (1) почти 

всюду в ( )π,0  и краевым условиям (2) в смысле сходимости 
( ) ( ) ( ) ( ) 0lim,0lim,0lim,0lim

02/702/502/70
=′′==′′=

−→−→+→+→
tutututu

tttt ππ
 

и оценку ( )( ) ( )( )НLНW
ftu

:,0:,0 2
4

2
cos

ππ ≤ , то задача (1), (2) называется регу-

лярно разрешимой. 
 В данной работе мы найдём условия на коэффициенты уравнения 
(1), которые обеспечивают регулярную разрешимость задачи (1), (2). 
Следует отметить, что подобные задачи для некоторых уравнений иссле-
довались в работах [2-6]. 

В пространстве ( )( )HW :,0
0

4
2 π  определим оператор 

( ) ( ) ( ) ( )( ).:,0,/
0

4
2

44
00 HWutuAtuudtdPuP π∈+==  

Имеет место 
   Теорема 1. Оператор 0P  изоморфно отображает пространство 

( )( )HW :,0
0

4
2 π  на пространство ( )( ).:,02 HL π  

   Доказательство. Пусть ,00 =uP  т.е. ( )( )HWu :,0
0

4
2 π∈  и 

( ) ( ) ( ) 04 =+∆ tuAtu . Так как система ( )
∞

=







=
1

sin2

k
k ktt

π
ψ  есть ортонор-

мированный базис в ( )π,02L , то ( ) ( )∑
∞

=

=
1

,
k

kk tutu ψ  , где Huk ∈ . Очевидно, 

что ( ) ( ) ( ) ( ) 000 =′′==′′= ππ uuuu . Тогда получаем, что ( ) ,044 =+ kuAKE , 

так как ( ) εσ SA ⊂  то ( )4AK σϕ ∉  поэтому  оператор ( ) 144 −+Ε AK  суще-
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ствует и ограничен. Тогда, 0=ku  и, следовательно ( ) 0=tu . Теперь пока-
жем, что ( )( )HLPJ m :,020 π= , т.е. уравнение fuP =0  имеет решение при 
любом ( )( )HLf :,02 π∈ . Действительно, из уравнения 

( ) ( ) ( )tftuAuuP =+= 44
0  

получаем, что 

( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

++
11

4

1

4 ,
k

kk
k

kk
k

k tftuAtK ψψψ  

где  

( ) ( ) ( ) ( ) .,....2,1,,
0 0
∫ ∫ ===
π π

ψψ kdtttuudtttff kkkk  

Отсюда имеем, что 
( ) ,...2,1,4 ==+ kfuAEK kk

u  
или  

( ) ,...2,1,14 =+= − kfAEKu k
u

k  
Таким образом, справедливо соотношение 

( ) ( ) ( ).144

1
tfAEKtu kk

k
ψ−∞

=

+= ∑  

Покажем, что 

( ) ( )( ).:,0
4

2

0
HWtu π∈  

 По неравенству Парсеваля имеем 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) .
2

1

1444
2

1

1444

2

1

4
2

1

42

:);0

42

):;0

42

):,0 22
4

2

∑∑

∑∑
∞

=

−∞

=

−

∞

=

∞

=

+++=

=+=+=

k
k

k
k

k
k

k
kLHLHW

fAEKCfAEKK

uCuKuCuu
πππ

 

С другой стороны, при любом  k имеем 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) .cos2
0

sup

cos2
0

sup
sincos

0
sup

0
sup

sup

2/144884

2/14488414444

144414441444

−

<

−

<

−

<

−

<

−

∈

−

++
>

≤

≤++
>

=++
>

=

=
>

=+=+

ϕε

ϕϕϕϕϕ

λ

εϕ

εϕεϕ

ϕ

εϕ
σλ

rKrKK
r

rKrKK
r

eirrKK
r

erKK
r

KKAEKK ui

A

 

При 8/0 πε ≤≤  выражение 0cos >ϕε .Поэтому 
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( ) ( ) .1\sup 2/1884

0

1444 ≤+≤+ −

>

− rKKAEKK
r

 

Пусть 4/8/ πεπ << . Тогда 0cos <ϕε . Поэтому по неравенству Коши 
получаем 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) .
2cos2

12cos2sup4cos1sup

4cossup

12/1884

0

2/12/1884

0

2/188884

0

1444

ε
εε

ε

≤+=++=

=+++≤+

−−

>

−−

>

−

>

−

rKKrKK

rKrKKAEKK

rr

r

 
Следовательно, 

             

( ) ( )ε
πεπ

ε

πε
4

1444

2/8/,
2cos2

1
8/0,1

sup CAEKK
k

=






<≤

<≤
≤+ −        (3) 

Аналогично получаем: 

   

( )

( ) ( )ε
πεπ

ε

πε
ϕϕ

εϕ

0
44444

0

1444

2/8/,
2cos2

1
8/0,1

cos2sup CrkrKr

AEKC

r
=







<≤

<≤
≤++

=+

<
>

−

    (4) 

Учитывая неравенство (3) и (4) получаем, что 

( ) ( ) ( )( ) ( ) .2

):;0
2
4

2
0

2

):,0 2
4

2 HLHW
fCCu ππ εε +≤  

Таким образом ( )( )HWu :,04
2 π∈ . Покажем, что ( )( )HWu :,0

0
4

2 π∈ . Обо-

значим, через ( ) ∑
=

=
N

k
ktkN utu

1
ψ  

Очевидно, что ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).0,000:,0 ////
0

.4
2 ====∈ πππ NNNNN uuuuHWtu  

 
Так как 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )( )

,,0
24

1

24

1:,0

2

1

4

:,0

2

1

4

:,01
:,0

2

2

2
4

2

4
2

∞→→+=+

+==−

∑∑∑

∑∑
∞

+=

∞

+=

∞

+=

∞

+=

∞

+=

NuCuKtuC

tuKtututu

k
NK

k
NKНLNK

kk

НLNK
kk

НWNK
kkНWN

π

ππ
π

ψ

ψψ

 

то из теоремы о следах следует,  что 
( ) ( ) ( ) ( ) ,00

2/7
tutuconstuu NN −≤−  

т.е. 
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( ) ( ) ( ) .,00
2/7

∞→→−≤ Ntutuconstu N  

Следовательно, ( ) .00 =u Аналогично доказывается, что ( ) ( ) ( ) 0,0,00 =′′==′′ ππ uuu

. Следовательно, ( ) ( )( )HWtu :,02

0
π∈ .Таким образом, уравнение fuP =0  

имеет решение при любом ( )HRLf :2 +∈ . Так как 

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
,2

:,0

2

:,0

244
:,0

2
0 4

222 HWНLНL
uuAuuP

πππ
≤+=  

то из теоремы Банаха об обратном операторе следует, что 

( )( ) ( )HRLHWP ::,0: 22

0

0

4

+→π  есть изоморфизм. 
Теперь докажем теорему о промежуточных производных. 

Теорема 2. При любом ( )( )HWu :,0
0

4
2 π∈  имеют место неравенст-

ва   

  
( )

( )( )
( ) ( )( ) 4,0,

:,00:,0

4

22

=≤− juPcuA
НLjНL

ij
ππ

ε                                (5) 

где 
 

( ) ( )
( )








=




 −






=<≤

<≤

== −

3,2,1,4
42cos

1,4/8/,
2cos2

1

8/0,1

4
44/

40
jjjc

cc jj

j εε
επεπ

ε

πε

εε

 
Доказательство. При 0=j  и 4=j  неравенство (5) вытекает из (3) 

и (4). Пусть .3,2,1=j  Так как оператор ( ) ( )HRLHRWP ::: 220
4

++ →  есть 

изоморфизм, то для любого ( )( )HWu :,0
0

4
2 π∈  существует ( )( )HLf :,02 π∈  

такой, что fuP =0 . Следовательно, .1
0 fPu −= Тогда  ( ) kkfAEKu kk ,...2,1,144 =+= −  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

,
:,01

1444

:,01

1444
:,0

24

2

2

2

НLk
kk

jj

НLk
kk

jj
НL

jj

tfAEKKA

tfAEKKAuA

π

π

π

ψ

ψ

∑

∑
∞

=

−−

∞

=

−−−

+

=+=

 

где 

( )




=
кнечётныхприсоskt

кчётныхприkt
tk ,

,sin2
π

ψ  
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( )
( )( )

( ) ( ) ( ).sup 2

,0

24444
21444

1:,0

24

22 ππ L
jj

k
k

jj

kНL

jj fAEKKAfAEKKAuA ⋅+≤+≤ −−−−
∞

=

− ∑  

 
С другой стороны,  из спектрального разложения 𝐴 следует, что 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ≤−−+=

=++=

=+=+

−
−

>

−−

>

−−

∈

−−

2/1
44244

0

2/14488

0

14441444

4cos12sup

4cos2sup

sup

ε

ε

λλ
σλ

KrKrKr

KrKrKr

KKAEKKA

jjr

r

jjr

r

jj

A

jj

 

( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) .
4

4
4

2cos2cos2cossup

2sin1sup

2sinsup

2sin4sup

4
44/

11
,4

11444

0

2/1
21444

0

2/1
22442444

0

2/1
24424

0

jj

j
jj

r

jj

r

jj

r

jjr

r

jjdKrKr

KrKr

KrKrKr

KrKrKr

−

−−−−

>

−−−

>

−
−

>

−
−

>






 −






⋅=⋅=⋅+≤

≤−+≤

≤+−+≤

≤−+≤

εεε

ε

ε

εϕ

 
Следовательно, при 3,2,1=j   

( )
( )( )

.2cos ,4
1

:,0

4

2
j

НL

jj dUA ⋅≤ −− ε
π

 

Теорема доказана. 
 
Имеет место следующая основная  

Теорема 3. Пусть A  нормальный обратимый оператор, спектр 
которого содержится в угловом секторе 

{ }.2/0,arg: πεελλε <≤≤=S  

Операторы ( )4,0== − jAAB j
jj  ограничены в H  и имеет место  нера-

венство 

( ) ,14

4

0
<= −

=
∑ j
j

j Bcq ε  

где числа ( ) ( )4,0=jc j ε  определены из теоремы 2. Тогда задача (1),(2) 
регулярно разрешима. 

Доказательство. Напишем задачу (1), (2) в виде операторного 

уравнения   ,10 fuPuP =+ где ( ) ( )HWuHLf :);0(,:);0(
4

2

0

2 ππ ∈∈ . По тео-
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реме 1,  1
0
−P  существует и ограничен. Обозначим через vuP =0 . Тогда 

получаем уравнение  
fvPPv =+ −1

01 . Так как для любого ( )HLv :);0(2 π∈  имеем 

( )( )
( )

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ).:,0

4

0
4

4

0
:,004

4

0
:,0

4
4:,01

1
01

22

22

HLj
j

j
j

HLjj

j
HL

jj
jHL

vcBuPcB

uABuPvPP

ππ

ππ

εε ∑∑

∑

=
−

=
−

=

−
−

−

=≤

≤⋅≤=
 

Таким образом,  ( ) 1
4

0
4

1
01 <=≤ ∑

=
−

−

j
jj cBqPP ε . Тогда оператор 1

01
−+ PPE  

обратим в ( )HL :);0(2 π  и ( ) .11
01 fPPEv −−+=  Отсюда имеем fPPEPu 11

01
1

0 )( −−− +=   
и ( )( ) ( )( ).:,0:,0 2

4
2 HLHW

fconstu ππ ≤  

Теорема доказана. 
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  HİLBERT FƏZASINDA BİR SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 
 

S.S.MİRZƏYEV, S.M.BAĞIROVA  
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə dörd tərtib operator-diferensial tənlik üçün bir sinif sərhəd məsələsinin 
sonlu oblastda həllinin varlığı və yeganəliyi haqqında nəticələr alınmışdır.  

 
Açar sözlər: Hilbert fəzası, normal operator, operator-diferensial tənliklər, sərhəd 

məsələsi 
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ON A BOUNDARY-VALUE PROBLEM IN A HILBERT SPACE 
 

S.S.MIRZAYEV, S.M.BAGHIROVA 
 

SUMMARY 
 

In this paper we obtain results on the existence and uniqueness solution for a fourth-
order operator-differential equation of a class of a boundary value problem in a finite domain. 

 
Key words: the Hilbert space, normal operator, operator-differential equations, 

boundary value problems. 
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УДК 515.165 

 
О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ГРУППОИДОВ  

И АЛГЕБРОИДОВ ЛИ 
  

В.А.ГАСЫМОВ, С.А.АБДУЛЛАЕВ  
Бакинский Государственный Университет 

kavagif@mail.ru, sebuhi_abdullaye@mail.ru  
 

Алгеброидов и группоидов Ли можно рассмотреть как группы Ли и алгебры Ли со 
множеством объектов. Алгеброиды Ли представляют собой структуру, отражающую 
различные аспекты гладких многообразий. Они отражают общие свойства различных 
операций дифференцирования на гладких многообразиях. В частности, алгебра Ли всех 
дифференцирований, действующая на пространстве всех гладких функций некоторого 
многообразия, или, что то же самое, алгебра всех гладких векторных полей на многооб-
разии, является простейшим примеров транзитивного алгеброида Ли. Обобщение клас-
сификации каплингов на случай алгеброидов Ли является весьма актуальной задачей в 
изучении группоидов и алгеброидов Ли. Для классификации транзитивных алгеброидов 
Ли требуется проверять, для каких каплингов Ξ  класс когомологий тривиален. Реше-
ние этой задачи тесно связано с  изучением группы автоморфизмов. 

 
Ключевые слова: алгеброид, группоид, алгебра Ли, группа Ли, автоморфизм, ка-

плинг, анкор, векторное расслоение. 
 
С 70-х годов прошлого столетия в топологии усиленно развивается 

некоммутативная геометрия. Существует огромный круг задач и методов 
их решения, которые базировались на идее переформулировании тополо-
гических свойств пространств и отображений в терминах соответствую-
щих алгебр непрерывных функций. Эта идея восходит к теореме Гель-
фанда-Наймарка о взаимно однозначном соответствии между категорией 
компактных топологических пространств и категорией коммутативных 
C*-алгебр. Идея рассматривать, наряду с коммутативными C*-алгебрами, 
также и некоммутативные алгебры как функции на "некоммутативном" 
пространстве позволила соединить воедино многообразие разнообразных 
представлений и методов из топологии, дифференциальной геометрии, 
функционального анализа, теория представлений, и т.д. 

Существует аналогия между связью алгеброидов Ли с группоида-
ми Ли, со связами, алгебры Ли с группами Ли.  В данной работе изучается 
подгруппа группы автоморфизмов специального вида. Ранее было пока-
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зано тривиальность препятствий Макензи для алгебры Ли  Zgg /  [1]. Во-
прос о вычислении препятствия для каплинга было рассмотрено для про-
стейших случаях конечномерных алгебр Ли. В работах одного из соавто-
ров было показано, что если препятствие Макензи тривиально для рас-
слоений для алгебр 1g  и 2g , то препятствие Макензи будет тривиально и 
для прямой суммы алгебр 21 gg ⊕   [2]. 

Вначале приведем определение транзитивного алгеброида Ли и 
препятствия Маккензи [3]. 

Определение 1. Алгеброидом Ли A  на гладком многообразии M  
называется векторное расслоение MAp →:  вместе со структурной ал-

геброй Ли },{ ••  на пространстве );( MA∞Γ  гладких сечений и отобра-
жением расслоений MAa →: , которое называется анкором, такое что 

(1) индуцированное отображение );();(: MTMMAa ∞Γ→∞Γ  
является гомоморфизмом алгебр Ли, 

(2) для любых сечений );(, MA∞Γ∈τσ  и гладкой функции  

)(MCf ∞∈  выполняется тождество Лейбница по отношению 
к операции умножения сечения на функцию  

τστστσ ))((],[],[ faff += . 
Алгеброид Ли A  называется транзитивным, если анкор послойно 

сюръективен. Для транзитивного алгеброида Ли выполняется точная по-
следовательность Атья 

00 →→→→ TMaAjL . 
Определение 2. Препятствие Маккензи –это трехмерный класс ко-

гомологий, тривиальность которого обеспечивает существование и по-
строение транзитивного алгеброида Ли на многообразии , если задан на-
бор данных: 

1) Локально тривиальное расслоение L  с типичным слоем [4], 
изоморфным  

конечномерной алгебре Ли g , и структурной группой всех автоморфиз-
мов  )(gAut  алгебры g , обозначаемое через LAB. 

2) Каплинг между касательным расслоением TM  и расслоением 
LAB  в виде гомоморфизма  

))(()(:)( LoutDTM ∞Γ→∞ΓΞ∞Γ  

пространств сечений как бесконечномерных алгебр Ли. 
 Пусть g  конечномерная алгебра Ли. Рассмотрим группу авто-

морфизмов )(gAut . Эта группа является подгруппой в группе всех обра-
тимых матриц ),( RgGL∈Φ , которые удовлетворяют тождеству 
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)](),([]),([ vuvu ΦΦ=Φ   для всех gvu ∈, . 
Таким образом, группа автоморфизмов )(gAut  является группой Ли. 

Касательное пространство группы )(gAut  - это алгебра Ли дери-
ваций )(gDer  всех дериваций алгебры Ли g . Оно состоит из тех линей-
ных операторов gg →:ϕ  которые удовлетворяют тождеству 

)](,[]),([]),([ vuvuvu ϕϕϕ += ,  для всех gvu ∈, . 
Среди всех дериваций выделяем подалгебру Ли внутренних дериваций 

)()( gDergad ⊂ , задаваемое правилом:  
gguad →:)( ,    ][))(( ,vuvuad = ,  для всех gvu ∈, . 

Будем рассматривать группу δ)(gAut  снабженную  топологией 
более сильной, чем классическая матричная топология, которая получает-
ся добавлением прообразов всех множеств при отображении  

)(/)()()( gggg IntAutpAutInt →⊂ , 
где )()( gAutgInt ⊂  является подгруппой всех внутренних автоморфиз-
мов.  Заметим, что топология в факторгруппе )(/)( gg IntAut  считается 
дискретной. Подгруппа внутренних автоморфизмов )(gInt  образуется как 
подгруппа, соответствующая подалгебре )()( gDergad ⊂ .  

Таким образом, для расслоения L   со слоем алгебра Ли g  со 

структурной группой δ)(gAut  строится канонический каплинг, т.е. такая 

линейная связанность )()(: LLX
∞Γ→∞Γ∇ , которая удовлетворяет 

правилу Лейбница по отношению к двум операциям: 
операции послойного коммутатора 

и 
операции умножения на гладкие функции, 

которая удовлетворяет условию  

)],(,[))(,( YXuuYXR Ω=∇ , 

)(, TLYX ∞Γ∈ , для некоторого подходящего выбора дифференциальной 

формы,  )(),( LYX ∞Γ∈Ω . 
 Препятствие Маккензи для данного каплинга есть трехмерный 
класс когомологий, который представлен замкнутой дифференциальной 
формой  

)(),,)(( ZLZYXd ∞Γ∈Ω∇  
со значениями в сечениях плоского расслоения ZL . 

Для классификации транзитивных алгеброидов Ли с фиксирован-
ной присоединенной конечномерной алгеброй Ли g  требуется проверять, 
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для каких каплингов Ξ  класс когомологий тривиален. Для решения этой 
задачи необходимо также изучение группы автоморфизмов δ)(gAut  вме-
сте с новой топологией. В данной статье мы рассмотрим частный случай 
этой задачи. 

 
О подгруппе группы автоморфизмов специального вида 
Пусть дано ),2( RmGL - общая линейная группа действительных 

матриц порядка m2 . Рассмотрим блочную матрицу ),2( RmGLA∈  сле-
дующего вида:  







=

KL
NM

A , где матрицы - блоки имеют порядок m . Пусть H  множе-

ство блочных матриц порядка m2  типа 





=

KL
NM

A  удовлетворяющих 

следующему условию: 
m

tt aENLMK =− .                                                       (*) 
Здесь a - некоторое действительное число отличное от нуля и mE  - еди-
ничная матрица порядка m . Наша цель доказать, что H  является под-
группой общей линейной группы. 

Для единичной матрицы mE2  имеем: 





=

m

m
m E

E
E

0
0

2  и  

mmmm
t EEEE ⋅== 1 , 

то есть выполняется условие (*), в данном случае 1=a . Таким образом, 
H∈mE2 . Итак,  множество H  не пуст и содержит единичный элемент. 

Для доказательство нашего утверждения, необходимо установить, что на-
ряду с каждой парой элементов из множества H , оно содержит их произ-
ведение и обратное каждого элемента из множества H .  

Рассмотрим отображение, ),(: RH mGL→∆  определяемое по 
формуле: 

m
tt aENLMKA =−=∆ )( .                                                               (**) 

Сначала покажем, что множество H  замкнуто относительно умножения. 
Для этого, достаточно показать, что отображение ),(: RH mGL→∆   со-
храняет произведение:  

)()()( BABA ∆⋅∆=⋅∆ . 
Теперь рассмотрим первый частный случай, когда матрицы A  и B  

из множества H  имеют следующий вид: 





=

K
M

A
0

0
, 





=

S
P

B
0

0
. Бо-
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лее точно, пусть множество dH  состоит из блочно-диагональных матриц, 
удовлетворяющих условию (*).Тогда по определению 

m
t aEMKA ==∆ )(  и m

t bEPSB ==∆ )(  
для некоторых 0≠a  и 0≠b . Вычислим значение оператора ∆  в произ-
ведении матриц BA ⋅ . Так как 







=





⋅





=⋅

KS
MP

S
P

K
M

BA
0

0
0

0
0

0
, то 

)()()())(()( BAabEPSaSPaESMKPKSMPBA m
t

m
tttt ∆⋅∆======⋅∆ . 

Итак, для подмножество HHd ⊂ , матриц блочно-диагонального вида 







K

M
0

0
 произведение матриц из множество dH  также принадлежит 

множеству dH . Теперь покажем, что наряду с каждым элементом  из 
множества dH , оно содержит и обратное этого элемента. Пусть 

∈





=

K
M

A
0

0
dH . 

Матрица 





−

−

1

1

0
0

K
M

 является обратным к матрице 





=

K
M

A
0

0
, и лег-

ко видеть, что оно также удовлетворяет условию (*), то есть принадлежит 
множеству dH . Итак,  справедливость нашей  гипотезы установлено для 
множество dH . Итак доказано следующая  

 
Теорема 1. Подмножество HHd ⊂  является подгруппой группы 

),2( RmGL . 
 
Теперь рассмотрим второй частный случай, когда матрицы A  и B  

из множества H  имеют следующий вид: 





=

K
NM

A
0

, 





=

S
QP

B
0

. Бо-

лее точно, пусть множество tH  состоит из блочно-треугольных матриц 

вида 





=

K
NM

A
0

, 

удовлетворяющих условию (*). Тогда по определению 
m

t aEMKA ==∆ )( ,  
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для некоторого 0≠a . Пусть для матрицы 





=

S
QP

B
0

 выполняется ус-

ловие (*), то есть m
t bEPSB ==∆ )( .  Вычислим значение оператора ∆  в 

произведении матриц BA ⋅ . Так как 






 +
=





⋅





=⋅

KS
NSMQMP

S
QP

K
NM

BA
000

, то 

)()()())(()( BAabEPSaSPaESMKPKSMPBA m
t

m
tttt ∆⋅∆======⋅∆ . 

Итак, для подмножество HHt ⊂ , матриц блочно-треугольного вида  
произведение матриц из множество tH  также принадлежит множеству 

tH . Теперь покажем, что наряду с каждым элементом  из множества tH  
оно содержит и обратное этого элемента, или точнее обратное каждого 

элемента из tH  удовлетворяет условию (*).  Пусть 





=

K
NM

A
0

, тогда 

обратное матрица  

1−A  имеет следующий вид 





=

−

−
−

1

1
1

0 K
YM

A , где 01 =+ −NKMY .  С 

другой стороны, так как 



























•••
•

•
•

•••

===∆

a

a
a

aEMKA m
t

00
0

.
000
00

)( , то 

maKM =⋅ detdet . Следовательно, maMK −− ⋅= detdet 1 . Итак, для числа 
1−= ab  имеем  

m
t bEKMA ==∆ −−− 111 )( . 

Итак, доказано следующая  
Теорема 2. Подмножество HHt ⊂  является подгруппой группы 

),2( RmGL . 
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Lİ QRUPPOİDİ VƏ CƏBROİDLƏRİN  BƏZİ XASSƏLƏRİ  
 

V.Ə.QASIMOV, S.E.ABDULLAYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə Li cəbroidlərinin kohomologiyalarının hesablanması və kaplinqlərə olan 
maneələrin tapılması üçün zəruri olaraq yaranan avtomorfizmlər qrupunun xüsusi növ alt 
qrupları öyrənilir. Burada bəzi matrislər sinfinin müəyyən cəbri strukturlar doğurduğu isbat 
edilir. 

 
Açar sözlər: cəbroid, qruppoid, Li cəbri, Li qrupu, avtomorfizim, kaplinq, vektor 

təbəqələnmə. 
 

ON SOME PROPERTIES OF LIE GROUPOIDS AND LIE ALGEBROIDS 
 

V.A.GASIMOV, S.E.ABDULLAYEV 
 

SUMMARY 
 
 The article examines the subgroup of specific types of automorphisms as necessary to 

calculate the cohomology of couplings and to find obstacles to the coupling. It is proved here 
that some of the matrix classes have certain algebraic structures. 

 
Keywords: algebroid, groupoid, Lie algebra, Lie group, automorphism, coupling, an-

chor, vector bundle. 
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ  ОПТИМАЛЬНОСТИ В ОДНОЙ 
ДИСКРЕТНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
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*Бакинский Государственный Университет 
**Институт Систем Управления НАН Азербайджана 

kamilbmansimov@gmail.com 
 

Исследуется одна задача оптимального управления, представляющий собой раз-
ностный аналог задачи оптимального управления динамикой популяции. Установлены 
необходимые условия оптимальности первого порядка. 

 
Ключевые слова: динамика популяций, необходимое условие оптимальности, 

дискретный принцип максимума. 
 

В работах [1-3] изучены некоторые задачи оптимального управле-
ния динамикой популяции. Установлены ряд необходимых условий опти-
мальности типа вариационного принципа максимума, принципа максиму-
ма Понтрягина, линеаризованного условия максимума. 

В предлагаемой работе изучается дискретный аналог задачи опти-
мального управления из [1-3]. Установлен аналог дискретного условия 
максимума, рассмотрен случаи выпуклого и открытого областей управле-
ния. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс описывае-

мый системой нелинейных разностных уравнений, представляющий со-
бой аналог интегро-дифференциального уравнения из [1-3] 

( ) ( ) ( ) ( )( )xtuxtyxtzxtfxtz ,,,,,,,,1 =+ , 
;1,...,1, 100 −+= tttt   100 ,...,1, xxxx += ,                         (2.1) 

( ) ( ),,0 xaxtz =    100 ,...,1, xxxx += ,                               (2.2)  

( ) ( ) ( )( )∑
=

=
1

0

,,,,,,,
x

xs
stustzsxtgxty ,   ;,...,1, 100 tttt +=   100 ,...,1, xxxx += .(2.3) 

Здесь ( )uyzxtf ,,,,  ( )( )uzsxtg ,,,,  – заданная n -мерная вектор-
функция непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 
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производными по ( )yz,  ( )z , 1010 ,,, xxtt  – заданные числа, причем разно-
сти 01 tt − , 01 xx −  есть натуральные числа, ( )xa  – заданная n -мерная дис-
кретная вектор-функция, ( )xtu ,  – r -мерный дискретный вектор управ-
ляющих воздействий со значениями из заданного непустого и ограничен-
ного множества rRU ⊂ , т.е. 

( ) ,, rRUxtu ⊂∈     ;,...,1, 100 tttt +=  100 ,...,1, xxxx += .           (2.4) 
Такие управляющие функции назовем допустимыми управле-

ниями. 
Задача заключается в минимизации функционала 

( ) ( )( )∑
=

=
1

0

,, 1

x

xx
xtzxuS ϕ                                         (2.5) 

при ограничениях (2.1)-(2.4). 
Здесь ( )zx,ϕ  – заданная непрерывна дифференцируемая по z  и 

дискретная по x  скалярная функция. 
Допустимое управление ( )xtu ,  доставляющий минимум функцио-

налу (2.5), при ограничениях (2.1)-(2.4), назовем оптимальным управле-
нием, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtu ,,,,,  – оптимальным 
процессом. 

Необходимые условия оптимальности. Допустим, что 
( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtu ,,,,,  – фиксированный допустимый процесс, а множества 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){
( ) },...,,1,;...,,1,,,

,,,,,,,,:,,,,,,

100100 xxxxttttUxtv

xtvxtyxtzxtfUxtyxtzxtf

+=+=∈

== αα
   (3.1) 

                       
( )( ) ( ) ( )( ){

( ) }100100 ...,,1,;...,,1,,,

,,,,,,,:,,,,,

xxxxttttUstv

stvstzsxtgUstzsxtg

+=+=∈

== ββ
 

выпуклы при всех x,t . 
Пусть [ ]1,0∈ε  – произвольное число, а ( ) ,, Uxtv ∈  

,1...,,1, 100 −+= tttt  100 ...,,1, xxxx +=  произвольное допустимое управле-
ние такое, что ( ) ( )( )εε ;,,;, xtyxtz  есть решение задачи 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ],x,tu,;x,ty,;x,tz,x,tfx,tv,;x,ty,;x,tz,x,tf
x,tu,;x,ty,;x,tz,x,tf

;x,tu,;x,ty,;x,tz,x,tf;x,tz

εεεεε
εε

εεεε

−+
+≡

≡=+1
(3.2) 

                                     ( ) ( ),;,0 xaxtz =ε   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]].,,;,,,,,,;,,,,

,,;,,,,;,,;,,,,;,
1

0

1

0

stustzsxtgstvstzsxtg

stustzsxtgstustzsxtgxty
x

xx

x

xx

εεε

εεεε

−+

+≡= ∑∑
== (3.3) 
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Существование такого допустимого управления ( )ε;, xtu  следует 
из предположения выпуклости множества (3.1). 

Положим 

              ( ) ( )
0

;,,
=∂

∂=
εε

εα xtzxt ;           ( ) ( )
0

;,,
=∂

∂=
εε

εβ xtyxt . 

Из (3.2), (3.3) в силу условий гладкости наложенные на 
( )uyzxtf ,,,, , ( )uzsxtg ,,,,  следует, что ( ) ( )( )xtxt ,,, βα  является решением 

задачи 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ),x,tu,x,ty,x,tz,x,tf

x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tf
x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,t

x,tv

y

z

∆+

++
+=+

β
αα 1

               (3.4) 

                                                 ( ) 0,0 =xtα , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

∆+=
1

0

,,,,,,,,,,,,,, ,

x

xs
stvz stustzsxtgststustzsxtgxt αβ . (3.5) 

Здесь, и в дальнейшем по определению 

      ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ),x,tu,x,ty,x,tz,x,tf

x,tv,x,ty,x,tz,x,tfx,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,tv

−

−≡∆
 

            ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ).s,tu,s,tz,s,x,tg

s,tv,s,tz,s,x,tgs,tu,s,tz,s,x,tgs,tv

−

−≡∆
 

Пусть ( )xtp ,  и ( )xtq ,  пока неизвестные вектор-функции. Умножая 
обе части соотношения (3.4) ((3.5)) слева скалярно на ( )xtp ,  ( )( )xtq , , а 
затем суммируя обе части полученного соотношения по t  от 0t  до 11 −t , 
по x  от 0x  до 1x  получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[∑ ∑∑ ∑
−

= =

−

= =

+′=+′
11 1

0

1

0

1

0

1

0

1
t

tt

x

xx
z

t

tt

x

xx
x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,tpx,tx,tp αα          

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )],x,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,tp

x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,tp

x,tv

y

∆′+

+′+ β
                 (3.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[

( ) ( ) ( )( )].,,,,,,

,,,,,,,,,,

,

11 1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

stustzsxtg

ststustzsxtgxtqxtxtq

stv

t

tt

x

xx

x

xs
z

t

tt

x

xx

∆+

+′=′ ∑ ∑ ∑∑ ∑
−

= = =

−

= =

αβ
(3.7) 

Ясно, что 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]=∆+′∑ ∑ ∑
−

= = =

11

0

1

0

1

0

t

tt

x

xx

x

xs
s,tvz s,tu,s,tz,s,x,tgs,ts,tu,s,tz,s,x,tgx,tq α        
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( ) ( ) ( )( ) ( )[

( ) ( ) ( )( )].x,tu,x,tz,x,s,tg

x,tx,tu,x,tz,x,s,tgs,tq

x,tv

t

tt

x

xs

x

xx
z

∆+

+′= ∑ ∑ ∑
−

= = =

11

0

1

0

1

0

α
           (3.8) 

Далее ясно, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ).x,tx,tp

x,tx,tpx,tx,tpx,tx,tp

t

tt

x

xx

x

xx

t

tt

x

xx

∑ ∑

∑∑ ∑
−

= =

=

−

= =

−′+

+−′−−′=+′

1

0011

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

111

α

ααα
 (3.9) 

Используя формулу Тейлора специальное приращение функциона-
ла качества (2.5) соответствующее допустимым управлениям ( )ε,, xtu , 

( )xtu ,  может быть представлено в виде 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )εοαϕεεε +
∂

′∂=−=∆ ∑
=

1

0

,,,,,, 1
1

x

xx
xt

z
xtzxxtuSxtuSuS .  (3.10) 

Введя функцию Гамильтона-Понтрягина 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )∑
=

′+

+′=
1

0

,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,
x

xx
xtuxtzxstgstq

xtyxtzxtfxtpxtqxtpxtyxtzxtH
 

и используя тождества (3.6)-(3.9) специальное приращение (3.10) крите-
рия качества (2.5) записывается в виде 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )[

( ) ( ) ( )( ) ( )]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).x,tq,x,tp,x,tu,x,ty,x,tz,x,tH

x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tH

x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tH

x,tx,tqx,tx,tpx,tx,tp

x,t
z

x,tz,xuS

t

tt

x

xx
x,tv

y

t

tt

x

xx
z

t

tt

x

xx

x

xx

x

xx

εοε

β

αε

βααε

αϕεε

+∆−

−′+

+′−

−







′+−′+−′+

+
∂

′∂=∆

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑∑

∑

−

= =

−

= =

−

= ==

=

1

1

1

11

1
1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

11

    (3.11) 

Если предполагать, что ( )xtp , , ( )xtq ,  удовлетворяют соотношени-
ям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtuxtyxtzxtHxtp z ,,,,,,,,,,,,1 =− ,         (3.12) 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtuxtyxtzxtHxtq y ,,,,,,,,,,,, = , 

( ) ( )( )xtzxxtp z ,,,1 11 ϕ−=− ,                                 (3.13) 
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то формула приращения (3.11) примет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).,,,,,,,,,,,
1

,

1

0

1

0

εοεε +∆−=∆ ∑ ∑
−

= =

t

tt

x

xx
xtv xtqxtpxtuxtyxtzxtHuS  (3.14) 

Из разложения (3.14), в силу произвольности ε  следует 
Теорема 3.1. Если множества (3.1) выпуклы, то для оптимальности 

допустимого управления ( )xtu ,  необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,,,,,,
1

,

1

0

1

0

≤∆∑ ∑
−

= =

t

tt

x

xx
xtv xtqxtpxtuxtyxtzxtH        (3.15) 

выполнялось для всех ( ) ,, Uxtv ∈  ;1...,,1, 100 −+= tttt  100 ...,,1, xxxx += . 
Теорема 3.1 представляет собой аналог дискретного условия мак-

симума [4-7] для рассматриваемой задачи. 
Предположим, что в задаче (2.1)-(2.5) множество U  выпуклое, а 

( )uyzxtf ,,,, , ( )uzxtg ,,,  имеют непрерывные производные такие по u . 
Пусть [ ]1,0∈µ  – произвольное число, а ( ) ,, Uxtv ∈  ;1...,,1, 100 −+= tttt  

100 ...,,1, xxxx +=  произвольное допустимое управление. 
Через ( ) ( )( )µµ ;,,;, xtyxtz  обозначим решение задачи 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ),,,,,;,,;,,,

;,,;,,;,,,;,1
xtuxtvxtuxtyxtzxtf

xtuxtyxtzxtfxtz
−+≡

≡=+
µµµ

µµµµ
            (3.16) 

                                ( ) ( ),;,0 xaxtz =µ   

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ).s,tus,tvs,tu,;s,tz,s,x,tg

;s,tu,;s,tz,s,x,tg;x,ty

x

xs

x

xx

∑

∑

=

=

−+≅

≡=

1

0

1

0

µµ

µµµ
                  (3.17) 

Положим 

( ) ( )
0

;,,
=∂

∂=
µµ

µγ xtzxt ;           ( ) ( )
0

;,,
=∂

∂=
µµ

µν xtyxt .          (3.18) 

Из (3.16), (3.17) получаем, что 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,x,tux,tvx,tu,x,ty,x,tz,x,tf

x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tf
x,tx,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,t

u

y

z

−+

++
+=+

ν
γγ 1

               (3.19) 

                                                 ( ) 0,0 =xtγ , 

( ) ( ) ( )( ) ( )[

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ].s,tus,tvs,tu,s,tz,s,x,tg

s,ts,tu,s,tz,s,x,tgx,t

u

x

xs
z

−+

+= ∑
=

1

0

αν
                    (3.20) 
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Используя (3.19), (3.20) по аналогии с (3.14) доказывается, что 
( ) ( )( ) ( )( ) =−=∆ x,tuS;x,tuSuS µµ                            (3.21) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ).x,tux,tvx,tq,x,tp,x,tu,x,ty,x,tz,x,tH
t

tt

x

xx
u µοµ +−′−= ∑ ∑

−

= =

11

0

1

0

 

Из разложения (3.21) следует 
Теорема 3.2. Если множество U  выпукло, а ( )uyzxtf ,,,, , ( )uzsxtg ,,,,  

имеют непрерывные производные также по u , то для оптимальности до-
пустимого управления ( )xtu ,  необходимо, чтобы неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,,,,,,,,
11

0

1

0

≤−′∑ ∑
−

= =

t

tt

x

xx
u xtuxtvxtqxtpxtuxtyxtzxtH     (3.22) 

выполнялось для всех ( ) ,, Uxtv ∈  ;1...,,1, 100 −+= tttt  100 ...,,1, xxxx += . 
Неравенство (3.22) есть аналог линеаризованного условия макси-

мума в рассматриваемой задаче. 
Теперь предположим, что множество U  является открытой, а век-

тор-функции ( )uyzxtf ,,,, , ( )uzsxtg ,,,,  непрерывны по совокупности пе-
ременных вместе с частными производными по ( )uyz ,,  и ( )uz,  соответ-
ственно. 

Через ( ) rRx,tu ∈δ , 100 1 t...,,t,tt += ; 100 ...,,1, xxxx +=  обозначим 
произвольную r -мерную ограниченную вектор-функцию. 

Пусть ε  достаточно малое по абсолютной величине число. 
Через ( ) ( )( )εε ;x,ty,;x,tz , обозначим решение задачи 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ),,,,;,,,

;,,;,,,;,1

xtuxtuxtzxtf

xtuxtzxtfxtz

δεε
εεε

+≡

≡=+
                           (3.23) 

                               ( ) ( ),xa;x,tz =ε0   

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )∑

∑

=

=

+≡

≡=

1

0

1

0

,,,;,,,,

;,,,,;,

x

xs

x

xs

stustustzsxtg

stzsxtgxty

δεε

εε
                             (3.24) 

и положим 

          ( ) ( )
0

;,,
=∂

∂=
νν

νδ xtzxtz ;           ( ) ( )
0

;,,
=∂

∂=
νν

νδ xtyxty . 

Из (3.23), (3.24) получаем, что ( ) ( )( )xtyxtz ,,, δδ  является решением 
задачи 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )×+=+ x,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,tux,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,tz yz δδ 1  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),x,tux,tu,x,ty,x,tz,x,tfx,ty u δδ ++×                  (3.25) 
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                      ( ) 0,0 =xtzδ ,   100 ...,,1, xxxx += , 
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ].s,tus,tu,s,tz,s,x,tgs,tzs,tu,s,tz,s,x,tg

x,ty
x

xs
uz∑

=

+=

=
1

0

δδ

δ
   (3.26) 

Используя (3.25), (3.26) аналогично получения разложения (3.17) 
получим, что 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).,,,,,,,,,,,,

,;,
11

0

1

0

εοδε

ν

+′−=

=−

∑ ∑
−

= =

t

tt

x

xx
u xtuxtqxtpxtuxtyxtzxtH

xtuSxtuS
 

Из этого разложения следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∑
−

= =

′−=
1

1
1

0

1

0

,,,,,,,,,,,,;
t

tt

x

xx
u xtuxtqxtpxtuxtyxtzxtHuuS δδδ . (3.27) 

Известно, что вдоль оптимального процесса первая вариация 
функционала качества равно нулю. Поэтому из (3.27) следует, что вдоль 
оптимального процесса ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtu ,,,,,  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,,,,,,,,,,,,
11

0

1

0

=′∑ ∑
−

= =

t

tt

x

xx
u xtuxtqxtpxtuxtyxtzxtH δ . 

Отсюда в силу произвольности ( )xtu ,δ , 1...,,1, 100 −+= tttt ; 

100 ...,,1, xxxx +=  получаем, что 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,,,,,, =ξθξθξθξθξθξθ qpuyzHu .           (3.28) 

Сформулируем полученный результат. 
Теорема 3.3. Если множество U  открытое, то для оптимальности 

допустимого управления ( )xtu ,  необходимо, чтобы условие (3.28) выпол-
нялось для всех 1...,,1, 100 −+= tttθ ; 100 ...,,1, xxx +=ξ . 

Соотношение (3.28) есть аналог уравнения Эйлера [4, 8] для рас-
сматриваемой задачи. 
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BİR DİSKRET OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ OPTİMALLIQ ÜÇÜN 
ZƏRURİ ŞƏRTLƏR 

 
A.İ.AĞAMALIYEVA, K.B.MƏNSİMOV 

 
XÜLASƏ 

 
Populyasiyanın dinamikasının optimal idarə olunması məsələsinin fərq analoqu olan 

optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün birinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır. 
 
Açar sözlər: populyasiyanın dinamikası, optimallıq üçün zəruri şərt, diskret 

maksimum şərti. 
 
 
 

NECESSARY OPTIMALITY CONDITIONS IN ONE DISCRETE  
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In this paper we consider a mixed problem for nonlinear wave equations with transmis-

sion acoustic conditions. We prove the theorem on local existence and uniqueness of solutions 
for this problem by using the Faedo-Galerkin approximations combined with a contraction 
mapping theorem. Regularity result is also obtained.  

           
Key words. Nonlinear wave equation, transmission acoustic condition, local solution, 

regularity result, a contraction mapping theorem. 
          

Let Ω  be a bounded domain in ( )1≥nRn  with smooth boundary 1Γ , 
Ω⊂Ω2  is a subdomain with smooth boundary 2Γ  and 21 \ ΩΩ=Ω  is a sub-

domain with boundary =ΓΓΓ∪Γ=Γ 2121 ,  Ø. The nonlinear transmission 
acoustic problem considered here is 

  uuuuuu p
t

q
ttt

111 −− =+∆−  in    ( )∞×Ω ,01 ,                                 (1)  

υυυυυυ 112 −− =+∆− p
t

q
ttt in    ( )∞×Ω ,02 ,                              (2)  

tttt uKDM −=++ δδδ        on ( )∞×Γ ,02 ,                                           (3) 
0=u       on    ( )∞×Γ ,01 ,                                                                          (4) 

υ=u , 
ν
υ

ν
δ

∂
∂−

∂
∂= u

t        on ( )∞×Γ ,02 ,                                               (5)   

( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, = , 1Ω∈x ,                                          (6)   
( ) ( )xx 00, υυ = , ( ) ( )xxt 10, υυ = , 2Ω∈x ,                                                (7) 

( ) ( )xx 00, δδ = , ( ) 1
000, δ

ν
υ

ν
δ ≡

∂
∂−

∂
∂= uxt , 2Γ∈x ,                              (8) 

where ν  is the unit outward normal vector to Γ ; 
RRRuuRKDM →Γ→Ω→Ω→Γ 202101102 :,:,,:,,:,, δυυ  are 

given functions, 2,1,1,1 =>> iqp i are constants.  
Transmission problems and acoustic boundary conditions were studied, 
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for example, in [1-8].    
In this paper we prove the theorem on local existence and uniqueness of 

solutions for the problem (1)-(8) by using the Faedo-Galerkin approximations, 
the compactness method and the fixed point theorem. We also prove the 
regularity result for this problem. 

The inner products in ( )iL Ω2 , 2,1=i  and ( )2
2 ΓL  are denoted 

respectively, by 
( ) ( ) ( ) ,, dxxxuu

i
i ∫

Ω
= υυ 2,1=i  , 

( ) ( ) ( ) ., 2
2

2
Γ= ∫

Γ
Γ dxx θδθδ  

       ( )iH Ω1 , 2,1=i  are the usual real Sobolev spaces of first order. We define a 
closed subspace of the space ( )1

1 ΩH  as ( ) ( ) ( ){ }101
1

1
1 on e. a.0:

1
Γ=Ω∈=ΩΓ uHuH γ , 

where, ( ) ( )Γ→Ω 2/1
1

1
0 : HHγ  is the trace map of order zero and ( )Γ2/1H  is the 

Sobolev space of order 
2
1  defined over Γ , as introduced by Lions and 

Magenes [9]. Observe that the norm in ( )1
1

1
ΩΓH : 

( )

2/1

1

2

1
1

1
1






= ∑ ∫

= Ω
ΩΓ

n

i
xH

dxuu
i

and 

the norm of the real Sobolev Space ( )1
1 ΩH  are equivalent.  

          The map ( ) ( ) ( )2
2/1

211 ,,: Γ→Ω∆∪Ω∆ −HHHγ  is the Neumann trace 

map on ( ) ( )21 ,, Ω∆∪Ω∆ HH  and ( ) ( ){ } ,)(:, 21
iii LuHuH Ω∈∆Ω∈=Ω∆  

2,1=i  are equipped with the norms ( )( ) 2/122

, 1 iH
uuu

ii
∆+=

ΩΩ∆
, 2,1=i .         

Theorem 1. Assume that  
( ) 0,0,0,,, 2 ≥>≥Γ∈ KDMCKDM  for 2Γ∈∀x ,           (9) 

1>p   if 2,1=n , 
2

1
−

≤<
n

np   if 3≥n ,                             (10)  

 1>iq   if 2,1=n , 
2
21

−
+≤<

n
nqi   if 3≥n                                (11) 

and ( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
1

1
1

000 1
,, Γ×Ω×Ω∈ Γ LHHu δυ , ( ) ( ) ( ) ( )2

2
2

2
1

2
111 ,, Γ×Ω×Ω∈ LLLu δυ ,  

21100 onand Γ== υυ uu . Then, there exists 0>T  such that the problem (1)-
(8) has a unique solution ( )δυ,,u  which satisfies 
     ( )( )1

1
1

;,0 Ω∈ Γ
∞ HTLu , ( )( ) [ )( )TLLTLu q

t ,0;,0 1
1

1
2 1 ×Ω∩Ω∈ +∞ , 

     ( )( )2
1;,0 Ω∈ ∞ HTLυ , ( )( ) [ )( )TLLTL q

t ,0;,0 2
1

2
2 2 ×Ω∩Ω∈ +∞υ , 

     ( )( )2
2;,0 Γ∈ ∞ LTLδ , ( )( )2

22 ;,0 Γ∈ LTLtδ .                               
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             Moreover, at least one of the following statements holds  

      1) +∞=


 ++∇+∇++
ΓΓ−→

222

2

2

1

2

2

2

10 22

lim δδυυ KMuu tttTt
; 

2) +∞=T . 
Proof of Theorem 1. We consider the following problem: 

1
11 FUUUU t

q
ttt =+∆− −   in    ( )T,01 ×Ω ,                                (12) 

2
12 FVVVV t

q
ttt =+∆− −   in    ( )T,02 ×Ω ,                               (13)  

tttt UKDM −=++ δδδ     on   ( )T,02 ×Γ ,                                 (14) 
0=U       on    ( )T,01 ×Γ ,                                                          (15) 

VU = , 
νν

δ
∂
∂−

∂
∂= VU

t        on ( )T,02 ×Γ ,                                 (16)  

( ) ( )xuxU 00, = , ( ) ( )xuxUt 10, = , 1Ω∈x ,                                      (17)  
( ) ( )xxV 00, υ= , ( ) ( )xxVt 10, υ= , 2Ω∈x ,                                       (18) 
( ) ( )xx 00, δδ = , ( ) ( )xxt 10, δδ = , 2Γ∈x ;                                     (19) 

here 0>T ; 1F  and 2F  are fixed forcing terms on ( )T,01 ×Ω  and ( )T,02 ×Ω , 
respectively. 

Lemma 1. Suppose that (9), (11) hold and let  
( )( )1

21
1 ;,0 Ω∈ LTHF , ( )( )2

21
2 ;,0 Ω∈ LTHF ,    (20) 

( ) ( )1
2

1
1

0 1
ΩΩ∈ Γ HHu  , ( ) ( )1

2
1

1
1

1

1
ΩΩ∈ Γ

qLHu  ,   (21) 

( )2
2

0 Ω∈ Hυ , ( ) ( )2
2

2
1

1
2 ΩΩ∈ qLH υ ,       (22) 

( )2
2

10 , Γ∈ Lδδ .         (23) 
Then, for any 0>T  there exists a unique solution ( )δ,,VU  to the 

problem (12)-(19) such that 
( )( )1

1
1

;,0, Ω∈ Γ
∞ HTLUU t , ( )( )1

2;,0 Ω∈ ∞ LTLUtt ,                                  (24) 

( )( )2
1;,0, Ω∈ ∞ HTLVV t , ( )( )2

2;,0 Ω∈ ∞ LTLVtt ,                                    (25) 
( ) ( )1,Ω∆∈ HtU , ( ) ( )2,Ω∆∈ HtV  a. e. on ( )T,0 ,                                (26) 

( )( )2
2;,0, Γ∈ ∞ LTLtδδ , ( )( )2

22 ;,0 Γ∈ LTLttδ .                                        (27) 
Proof of Lemma 1. Let ( ){ }jjj e,,ΨΦ  ( )Nj ∈ be orthonormal basis 

in ( ) ( ) ( ) ( ){ }22
2

2
1

1
1 on,,,

1
Γ=Γ×Ω×Ω∈= Γ υδυ uLHHuW . Since 1Γ and 2Γ  

are sufficiently smooth, we have that ( ) ( )11
1

1
Ω∩Ω∈Φ ∞

Γ LHj  and 

( ) ( )22
1 Ω∩Ω∈Ψ ∞LHj  for all Nj ∈ . For each Nm ∈  we consider 

[ ] RTU mm →×Ω ,0: 1 , [ ] RTV mm →×Ω ,0: 2 , [ ] RTmm →×Γ ,0: 2δ , defined by 
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( ) ( ) ( )∑
=

Φ=
m

j
jjmm xttxU

1
, α , ( ) ( ) ( )∑

=

Ψ=
m

j
jjmm xttxV

1
, β , ( ) ( ) ( )∑

=
=

m

j
jjmm xettx

1
, ηδ ,  

which are solutions to the approximate problem : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
111

1
011

,,,,, 1

2

jjtm
q

tmj
m

jmjttm FUUUUU Φ=Φ+




 Φ

∂
∂−Φ∇∇+Φ −

Γ

γ
ν

, (28)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
222

1
022

,,,,, 2

2

jjtm
q

tmj
m

jmjttm FVVVVV Ψ=Ψ+




 Ψ

∂
∂+Ψ∇∇+Ψ −

Γ

γ
ν

,  (29) 

( ) ( )( )
22

,, 0 ΓΓ
−=++ jtmjmtmttm eUeKDM γδδδ ,                                        (30) 

2,, Γ∈
∂
∂−

∂
∂== xVUVU mm

tmmm νν
δ ,                                               (31) 

( ) ( ) ( ) ,,0,
1

100 j

m

j
jmm uxUxU ΦΦ== ∑

=
( ) ( ) ( ) j

m

j
jmm uxUxU

t
ΦΦ== ∑

=1
111 ,0, ,            

( ) ( ) ( ) j

m

j
jmm xVxV ΨΨ== ∑

=1
200 ,0, υ , ( ) ( ) ( ) j

m

j
jmm xVxV

t
ΨΨ== ∑

=1
211 ,0, υ ,            

( ) ( ) ( ) j
m

j
jmm eexx ∑

=
Γ==

1
00

2
,0, δδδ , ( ) ( ) ( )( ) j

m

j
jmmm eeuVUx

t ∑
=

Γ
−=−=

1
001001

2
,0, υγγδ .                                                                     

The local existence of such solutions ( )mmm VU δ,, , Nm ∈  is obvious. From 
(28)-(30) we have          

( ) ( ) ( ) ( ) ( )111

1
011 ,,,,, 1

2

Φ=Φ+




 Φ

∂
∂−Φ∇∇+Φ −

Γ

FUUUUU tm
q

tm
m

mttm γ
ν

,      (32)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )222

1
022 ,,,,, 2

2

Ψ=Ψ+




 Ψ

∂
∂+Ψ∇∇+Ψ −

Γ

FVVVVV tm
q

tm
m

mttm γ
ν

,      (33)  

( ) ( )( )
22

,, 0 ΓΓ −=++ eUeKDM tmmtmttm γδδδ ,                                                  (34)   

for { },...,...,, 21 mSpan ΦΦΦ∈Φ∀ , { },...,...,, 21 mSpan ΨΨΨ∈Ψ∀ , { },...,...,, 21 meeeSpane ∈∀ . 
        Estimate 1.  Taking tmU2=Φ  in (32), tmV2=Ψ  in (33), tme δ2=  in (34), 
integrating from 0 to t  ( )mTt ≤  and using (9), (20)-(23), (31) and Gronwall’s 
inequality, we deduce that 

,1,1, 1
0 2

1

1

1

0

2

22
2

2
2

2
1

2
1

21

2

22

CdsVUd

VVUU

t q
tm

q
tm

t

tm

mtmmtmmtm

≤








+


++

+++∇++∇+

∫∫
++

Γ

ΓΓ

τδ

δδ
                                                                                                

where 1C  is a positive constant, which does not depend on m . This is Estimate 1. 

      Estimate 2. First of all, we estimate ( ) 2

1
0ttmU , ( ) 2

2
0ttmV  and 
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( ) 2

2
0

Γttmδ . Taking  ttmU=Φ  in (32), ttmV=Ψ   in (33), ttme δ=   in (34) and 

putting 0=t , by (9), (11), (20)-(23) we can obtain                                                    

( ) ( ) ( ) 2
22

2

2

1 2
000 CVU ttmttmttm ≤++

Γ
δ ,                                 (35)                                                      

where 2C  is a positive constant, which does not depend on m .  
Differentiating (32), (33), (34) and taking ttmU2=Φ , ttmV2=Ψ , 

ttme δ2= , using (31) and Young inequality, we get         

( ) ( )

.

1
8

1
8

2

2
2

2
1

2
22

2
11

2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

1

2222
2

2
2

2
1

2
1

2

2

1

1

222

ttmttmtt

tm

q

tmtm

q

tm

ttmtmttmtmttmtmttmdt
d

VUFF

dxVV
tq

qdxUU
tq

q

DKMVVUU

+++≤

≤




















∂
∂

+
+





















∂
∂

+
+

++


 ++∇++∇+

∫∫
Ω

−

Ω

−

ΓΓΓ
δδδ

 

Integrating this over ( )t,0  and using (20)-(23), (35), by Gronwall’s 
inequality we can obtain                                                                                                

( ) ( ) ,
1

8
1

8

2

3
0

2

2
1

2
2

2

0

2

2
1

2
1

1

0

2222

2

2

2

2

1

2

1

2

2

1

1

222

CdsdxVV
tq

qdsdxUU
tq

q

dsDKMVVUU

t

tm

q

tm

t

tm

q

tm

t

ttmtmttmtmttmtmttm

≤











∂
∂

+
+











∂
∂

+
+

++++∇++∇+

∫ ∫∫ ∫

∫

Ω

−

Ω

−

ΓΓΓ
δδδ

 

where 3C  is a positive constant, which does not depend on m . This is Estimate 2. 
Using the estimates 1, 2 and compactness argument, we can pass to the 

limit in (32)-(34) and (31) as ∞→m . The initial conditions (17)-(19) can be 
proved in a standard way and this completes the proof of the existence of 
solutions. The uniqueness of solution to the problem (12)-(19) is obtained by 
energy method. Lemma 1 is proved. 

For ( )( ) ( )( )1
21

1
1 ;,0;,0

1
ΩΩ∈ Γ LTCHTCu  , ( )( ) ( )( )2

21
2

1 ;,0;,0 ΩΩ∈ LTCHTC υ  given 
we consider the following problem: 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )



















Γ∈==
Ω∈==
Ω∈==

Γ
∂
∂−

∂
∂==

×Γ=×Γ−=++
×Ω=+∆−

×Ω=+∆−
−−

−−

.,0,,0,
,,0,,0,
,,0,,0,

,on,

,,0on0,,0on
,,0in

,,0in

210

210

110

2

12

2
11

1
11

2

1

xxxxx
xxxVxxV
xxuxUxuxU

VUVU

TUTUKDM
TVVVV

TuuUUUU

t

t

t

t

tttt

p
t

q
ttt

p
t

q
ttt

δδδδ
υυ

νν
δ

δδδ
υυ

            (36)                           
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Lemma 2. Suppose that (9)-(11) hold and let ( )1
1

0 1
Ω∈ ΓHu , 

( )1
2

1
1 Ω∈ qLu , ( )2

1
0 Ω∈ Hυ , ( )2

2
1

2 Ω∈ qLυ , ( )2
2

0 Γ∈ Lδ , ( )2
2

1 Γ∈ Lδ . Then, 
there exist 0>T  and a unique solution ( )δ,,VU  to the problem (36)  such that 

( )( )1
1

1
;,0 Ω∈ ΓHTCU , ( )( )1

2;,0 Ω∈ LTCUt , ( )( )2
1;,0 Ω∈ HTCV , ( )( )2

2;,0 Ω∈ LTCVt , 

( )( )2
2;,0 Γ∈ ∞ LTLδ , ( )( )2

22 ;,0 Γ∈ LTLtδ .                                 
Proof of Lemma 2. By the same methods as in [10], we approximate  

( )( ) ( )( )1
21

1
1 ;,0;,0

1
ΩΩ∈ Γ LTCHTCu  , ( )( ) ( )( )2

21
2

1 ;,0;,0 ΩΩ∈ LTCHTC υ  

by sequences { }
N

u
∈µµ  in ( )( )10;,0 Ω∞CTC , { }

N∈µµυ  in ( )( )20;,0 Ω∞CTC  by 

standard convolution argument as in [11]. Next we approximate the initial data 
( )1

1
0 1

Ω∈ ΓHu  by a sequence { }
N

u
∈µµ

0  in ( ) ( )1
2

1
1

1
ΩΩΓ HH  , the initial data 

( )2
1

0 Ω∈ Hυ  by a sequence { }
N∈µµυ 0  in ( )2

2 ΩH , the initial data ( )1
2

1
1 Ω∈ qLu  

by a sequence { }
N

u
∈µµ

1  in ( )1Ω∞C , , the initial data ( )2
2

1
2 Ω∈ qLυ  by a sequence 

{ }
N∈µµυ1  in ( )2Ω∞C , ( )2

2
0 Γ∈ Lδ  by a sequence { }

N∈µµδ 0  in ( )2Γ∞C  and 

( )2
2

1 Γ∈ Lδ  by a sequence { }
N∈µµδ 1  in ( )2Γ∞C . Then we consider the set of 

following problems 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )






















Γ∈==

Ω∈==

Ω∈==

Γ
∂
∂

−
∂

∂
==

×Γ=×Γ−=++

×Ω=+∆−

×Ω=+∆−
−−

−−

.,0,,0,

,,0,,0,

,,0,,0,

,on,

,,0on0,,0on

,,0in

,,0in

2
10

2
10

1
10

2

12

2

11

1

11

2

1

xxxxx

xxxVxxV

xxuxUxuxU

VU
VU

TUTUKDM

TVVVV

TuuUUUU

t

t

t

t

tttt

p

t

q

ttt

p

t

q

ttt

µµµµ

µµµµ

µµµµ

µµ
µµµ

µµµµµ

µµµµµµ

µµµµµµ

δδδδ

υυ

νν
δ

δδδ

υυ

         (37)                           

It is clear, that ( )( )1
211

;,0 Ω∈
−

LTHuu
p

µµ , ( )( )2
211

;,0 Ω∈
−

LTH
p

µµ υυ . 
Consequently, Lemma 1 quarantees the existence of a sequence of unique 
solutions ( )µµµ δ,,VU  to the problem (37) satisfying (24)-(27). Our goal now is 
to show that the solution ( )µµµ δ,,VU  converges to the solution ( )δ,,VU  of 
(36); it is sufficies to show that ( )µµµ δ,,VU  is a Cauchy sequence in the space 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){

( )( ) ( )( )}2
2

2
2

2
21

2
1

1
21

1
1

;,0,;,0

,;,0;,0,;,0;,0:,,
1

Γ∈Γ∈

ΩΩ∈ΩΩ∈=
∞∞

Γ

LTLLTL

LTCHTCVLTCHTCUVUY

t

T

δδ

δ 
 

 with the norm  

( ) ( ) dsVVUUVU
t

tttt
Tt

YT ∫ ΓΓΓ
≤≤

+++∇++∇+=
0

2222

2

2

2

2

1

2

1
0

2

222
2max,, δδδδ . 

 We set   

τµτµτµτµτµ δδδυυυ −=−=−=−=−= ~,~,~,~,~ VVVUUUuuu . It is easy to 

see that  ( )δ~,~,~ VU  satisfies        

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )















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 Multiplying the first equation by tU~2 , the second equation by tV~2  and 

the third equation by tδ~2 , integrating over ( )T,01 ×Ω , ( )T,02 ×Ω  and 
( )T,02 ×Γ , respectively and using (38), we get 
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 Using Hölder’s inequality (with 1
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n
) we estimate the right 

hand side of (39): 
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by a similar way: 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .~~~

2

1111

2
2/2

2
1

2
1

2

tL

p

L

p

Lt
pp

VpdxV nnnpnp Ω

−

Ω

−

Ω
Ω

−−
−−− +≤−∫ υυυυυυυ τµττµµ   (41) 

34 



By the Sobolev embedding ( ) ( )( )1
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where C  is a positive constant depending on 1Ω , 2Ω  and p  only. Then by (9) 
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Using (42) in (39) we obtain 
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 and 1K  is a positive constant depending only on 1Ω , 2Ω , p ,T . The Gronwall 
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 Since { }0
µu  is a converging sequence in ( )1

1
1

ΩΓH , { }0
µυ  is a converging 

sequence in ( )2
1 ΩH , { }1

µu  is a converging sequence in ( )1
2 ΩL , { }1

µυ  is a 

converging sequence in ( )2
2 ΩL , { }0

µδ  is a converging sequence in ( )2
2 ΓL , { }1

µδ  

is a converging sequence in ( )2
2 ΓL , we conclude that ( )µµµ δ,,VU  is a Cauchy 
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sequence in  TY . Thus ( )µµµ δ,,VU  converges to a limit ( ) TYVU ∈δ,, . Now by 
the same procedure used by Georgiev and Todorova in [10] we prove that this 
limit is a solution of the problem (36). Lemma 2 is proved. 

For 0>T , we define the convex closed subset of TY : 
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. 
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TYTTR ≤∈= δδ ,,:,, . 

Then, Lemma 3.2 implies that for any ( ) TXu ∈δυ,, , we define 
( ) ( )δυδ ,,,, uVU Φ=  as the unique solution of problem (36) corresponding to 
( )δυ,,u . 

We would like to show that Φ  is a contractive map satisfying 
( )( ) ( )TRTR XBXB ⊂Φ . Indeed, let ( ) ( )TR XBu ∈δυ,,  and ( ) ( )δυδ ,,,, uVU Φ= . 

Then for all ( )Tt ,0∈ , by Hölder’s inequality and the fact that 
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This leads to  
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CK =  is independent of R . Using Young’s inequality in (43), we get 
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hence, we obtain: 
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             By choosing R  large enough so that 
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1 RKTR p ≤ , (44) is satisfied, hence 
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Next, we verify that Φ  is a contraction mapping. To this end, we set 
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Multiplying the first equation by tU~ , the second equation by tV~  the 

third equation by tδ~  in (45) and integrating over ( ) 1,0 Ω×t , ( ) 2,0 Ω×t , and 
( ) 2,0 Γ×t , respectively, we obtain 
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equality (46) yields 
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Thus we have ( ) ( )
TT Y

p
Y

uTRKVU δυδ ~,~,~~,~,~ 1
2

−≤ which shows that  Φ  is 

a contraction by choosing T small enough in order to have 11
2 <−pTRK . By the 

contraction mapping theorem we obtain the existence of a unique solution 
( )δ,,VU  satisfying ( ) ( )δδ ,,,, VUVU Φ= . Theorem 1 is proved. 
 

Theorem 2. Suppose that (9)-(11) hold. Let 

    ( ) ( )1
2

1
1

0 1
ΩΩ∈ Γ HHu  , ( ) ( )1
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1
1 1

1
ΩΩ∈ Γ
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2
1

1 2 ΩΩ∈ qLH υ , 21100 onand Γ== υυ uu , ( )2
2

0 Γ∈ Lδ .   
         Then, there exists 0>T  such that the problem (1)-(8) has a unique 
solution ( )δυ,,u  which satisfies 
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2;,0 Ω∈ ∞ LTLutt ,                    (47) 

( )( )2
1;,0, Ω∈ ∞ HTLtυυ , ( )( )2

2;,0 Ω∈ ∞ LTLttυ ,                   (48) 
  ( ) ( )1,Ω∆∈ Htu , ( ) ( )2,Ω∆∈ Htυ   a. e. in ( )T,0 ,                         (49) 
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               uuuuuu p
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111 −− =+∆−   a. e. in   ( )T,01 ×Ω ,                                                        

              υυυυυυ 112 −− =+∆− p
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q
ttt   a. e. in   ( )T,02 ×Ω ,                                                             

                 tttt uKDM −=++ δδδ , υ=u   a. e. on ( )T,02 ×Γ ,                                                  
            ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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2/1

2
2/1 001 ,, ΓΓ×Γ =− − ϕγδϕγυγ tttu tHH  

                 for ( ) ( )21 ,, Ω∆Ω∆∈∀ HH ϕ   a. e. in ( )T,0 ,                                              
                    ( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, =   a. e. in 1Ω ,                                                                           
              ( ) ( )xx 00, υυ = , ( ) ( )xxt 10, υυ =   a. e. in 2Ω , ( ) ( )xx 00, δδ =   a. e. 
on 2Γ .                                                                                                                                                                                                 

 Proof of Theorem 2. Let  ( ){ }jjj e,,ΨΦ  ( )Nj ∈ be orthonormal 

38 
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        The local existence of solutions  ( )mmmu δυ ,, , Nm ∈  is obvious. From 
(51)-(53) we have            
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             Let us estimate the last two terms of (58). Using the Hölder inequality 
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      By the Young inequality, we have 
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Using this in (59) we get 
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        Similarly, we have 
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Using (60), (61) in (58) yields 
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          Therefore by Gronwall’s inequality, (10) and the restrictions on the 
initial data we obtain 
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where TC  depends on 
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2121 ΓΓ

∇∇ δδυυ uu  and T . 

This is Estimate 1. 
  Estimate 2. Taking  ( )0ttmu=Φ  in (55), ( )0ttmυ=Ψ   in (56) and 
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( )0ttme δ=   in (57), by (9)-(11) and the restrictions on the initial data we can 
obtain 

                       ( ) ( ) ( ) 2
22

2
2
1 2

000 Cu ttmttmttm ≤++
Γ

δυ , 

where  02 >C  does not depend on m . This is Estimate 2. 
Estimate 3. Differentiating (55), (56), (57) and taking ttmu2=Φ , 
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         Let us estimate the right hand side of (62). From (10) we have 
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Then from the embedding ( ) ( )1
2

1
1 *

Ω⊂Ω LH  and Estimate 1, there exists a 
constant 03 >C  such that 
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         Using this in (63) we obtain: ( )dxuuCdxuuu tmttmttmtm
p

m ∫∫
ΩΩ

− ∇+≤
11

22
4

12  and 

similarly: ( )dxCdx tmttmttmtm
p

m ∫∫
ΩΩ

− ∇+≤
22

22
5

12 υυυυυ , because by 

42 



Phriedrich’s inequality and the condition  (54) we can obtain that the 
Poincaré’s inequality holds in ( )2

1 ΩH (throughout this paper iCC ,  are as 
generic positive constants whose values may change from line to line).  
         Thus, using the restrictions on the initial data, Estimate 2 and Gronwall’s 
inequality, we can obtain from (62) Estimate 3, which asserts that there exist 

09 >C  independent on m , such that 
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    This is Estimate 3. Estimates 1-3 assure that we can pass to the limit in (55)-
(57) and (54) as ∞→m  and obtain a solution ( )δυ,,u  which satisfies (47), 
(48), (50). As in the proof of Theorem 1, we can also see that (49) holds. 
Uniqueness of a solution is proved as in Theorem 1. Theorem 2 is proved.                                                                                                         
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QOŞMA AKUSTİK ŞƏRTLİ QEYRİ-XƏTTİ DALĞA TƏNLİKLƏRİ ÜÇÜN  
LOKAL HƏLLƏRİN VARLIĞI 

 
S.E.İSAYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Bu işdə qeyri-xətti dalğa tənlikləri üçün qoyulmuş qoşma akustik şərtli qarışıq məsələyə 

baxılıb. Faedo-Qalyorkin üsulu və tərpənməz nöqtə haqqında teoremin köməyilə həmin məsələ 
üçün lokal həllərin varlığı və yeganəliyi haqqında teorem isbat olunub. Hamarlıq haqqında 
nəticə də əldə olunub. 

   
Açar sözlər: qeyri-xətti dalğa tənliyi, qoşma akustik şərt, lokal həllər, hamarlıq 

haqqında nəticə, tərpənməz nöqtə haqqında teorem. 
 
 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ЛОКАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ  
ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ С АКУСТИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ  

СОПРЯЖЕНИЯ  
 

С.Э.ИСАЕВА              
                                 

РЕЗЮМЕ 
 

В данной статье рассматривается смешанная задача для нелинейных волновых 
уравнений с акустическими условиями сопряжения. Доказана теорема о существовании 
и единственности локальных  решений для этой задачи, используя аппроксимации Фа-
эдо-Галеркина и теорему о неподвижной точке. Получен также результат о регулярно-
сти. 

             
Ключевые слова. нелинейное волновое уравнение, акустические условия сопря-

жения, локальные  решения, результат о регулярности, теорема о неподвижной точке. 
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УДК 514.763 
 
НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

РАССЛОЕНИЯ АФФИНОРНЫХ РЕПЕРОВ 
 

Г.ФАТТАЕВ  
Бакинский Государственный Университет 

h-fattayev@mail.ru 
 

В работе вводится понятие расслоения аффинорных реперов, строятся  полный 
и горизонтальный лифты векторных полей из базового многообразия в расслоение аф-
финорных реперов, также определяется  метрика  Сасаки в рассматриваемом рас-
слоении. 

  
Ключевые слова: аффинорный репер, полный лифт, аффинная связность, гори-

зонтальный лифт, коммутатор, тензор кривизны, метрика Сасаки. 
 
Различные проблемы теории лифтов тензорных полей и аффинных 

связностей в расслоениях линейных реперов и линейных кореперов над 
заданным гладким многообразием рассмотрены в работах К.П.Мока, 
Л.А.Кордеро, М.Леона и др. авторов (см., например, [1], [2], [3]). При по-
строении лифтов тензорных полей и аффинных связностей Моком при-
менены основные идеи и методы,  характерные для работы К. Яно и Ш. 
Кобаяши [4]. В работе [3] для решения аналогичной задачи в случае рас-
слоения линейных кореперов использованы некоторые результаты К. Яно 
и Е. Петерсона [5]. Основной целью настоящей работы является опреде-
ление расслоения аффинорных реперов и изучение некоторых дифферен-
циально-геометрических структур в этом расслоении. 

В §1 определяется расслоение аффинорных реперов над диффе-
ренцируемом многообразии. В §2  решается вопрос о полном лифте век-
торных полей в расслоении аффинорных реперов, изучаются также ос-
новные свойства полного лифта векторных полей. В §3 приводятся фор-
мулы для горизонтального лифта векторных полей в расслоении аффи-
норных реперов, также изучаются свойства горизонтального лифта и 
связь между полным и горизонтальным лифтами векторных полей. В §4 
определяется метрика Сасаки в расслоении аффинорных реперов рима-
нова многообразия. 
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Многообразия, тензорные поля и аффинные  связности, рассмат-
риваемые в работе, считаются дифференцируемыми и из класса ∞C . Ин-
дексы ,...,, CBA  принимают значения от 1 до 4nn + , индексы 

,...,,,...,,, γβαkji  от 1 до n , а индексы ,...,, στγδαβ kji  от 1+n  до 4nn + . 

Систему координат на многообразии M  запишем в виде ),( ixU  , где  U  

координатная окрестность и ix  локальные координаты. Частное диффе-

ренцирование ix∂
∂  будем обозначать через i∂ , множество всех гладких 

векторных полей на M  через )(Mℵ , а коммутатор двух векторных полей 
WV ,  через [ ]WV , . 

 
§1. Расслоение аффинорных реперов 
Пусть M  n - мерное дифференцируемое многообразие из класса 

∞C  и пусть )(1
1 xT - пространство аффиноров (т.е., тензоров типа (1,1)) в 

точке .Mx ∈  Аффинорным репером xA  называется базис 

),...,,...,,...,( 1
11

1
n
n

n
n XXXX  линейного пространства )(1

1 xT . Множество всех 
аффинорных реперов во всех точках многообразия будем обозначать че-
рез )(1

1 ML . Естественная проекция MML →)(: 1
1π определяется в виде 

xAx → . Множество )(1
1 ML  наделяется структурой 4nn + -мерного диф-

ференцируемого многообразия из класса ∞C следующим образом. 
 Пусть ),( ixU - система координат на многообразии M . Тогда 

)()( 11
1 UUL −= π  содержит все аффинорные реперы во всех точках окрест-

ности U . Аффинор α
βX  аффинорного репера )(1

1 ULAx ∈  может быть од-
нозначно разложен в виде  

x
i

xj
j
i dxXX )()( ⊗∂= α

β
α
β . 

Отсюда следует, что { }),(),(1
1

j
i

i XxUL α
β  система координат на множестве 

)(1
1 UL . Эта система координат называется индуцированной системой ко-

ординат. Пусть ),( ixU  и ),( ixU ′′ - две системы координат на диф-
ференцируемом многообразии M , которые связаны преобразованием 

                  ),...,( 1 nii xxxx ′′ =                                             (1) 

на UU ′ . Тогда индуцированные системы координат { }),(),(1
1

j
i

i XxUL α
β  и 
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преобразования ),...,( 1 nii xxxx ′′= . 

Из сказанного следует, что )(1
1 ML   4nn + -мерное дифференци-

руемое многообразие из класса ∞C . Дифференцируемое многообразие 
)(1

1 ML  называется расслоением аффинорных реперов дифференцируемо-
го многообразия .M  Преобразование (2) имеет матрицу Якоби в виде 
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§2. Полный лифт векторных полей в расслоение аффинорных 
реперов 
Пусть V - векторное поле, определенное на дифференцируемом 

многообразии M  и iV компоненты этого поля в координатной окрест-
ности U , т.е., i

iVV ∂= .. 
Имеет место 

 Теорема 1.  Объект 
                                ),(),( m

i
j
m

j
m

m
i

iiCiCC VXVXVVVV ∂−∂== α
β

α
β

αβ         (4) 
преобразуется по векторному закону на расслоении аффинорных реперов 

)(1
1 ML . 

 Доказательство. Необходимо установить, что при преобразовании 
(2) справедливо равенство 

,ICI
I

IC VAV ′′ =                                                (5) 

здесь I

I
I
I

x
xA

∂
∂=

′
′  -элементы матрицы Якоби (3).  

Случай, когда .iI ′=′  В этом случае легко проверить, что правая часть (4) 
сводится к 
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следовательно, справедливо равенство (5). 
Случай когда αβiI ′=′ . В этом случае левая часть (5) сводится к 
       

== ′′ αβiCIC VV −∂ ′
′

′
′

j
m

m
i VX α

β =∂ ′
′

′
′

m
i

j
m VX α

β +∂ ′
′

′
′

jj
jm

m
i VAX )(α

β  

−∂+ ′
′

′
′

j
j

j
m

m
i AVX )(α

β −∂ ′
′

′
′

mm
mi

j
m VAX )(α

β =∂ ′
′′

′
m

i
m
m

j
m VAX α

β ∑
=

4

1k
ka , 

где 
,)(1

jj
jm

m
i VAXa ′

′
′

′ ∂= α
β             ,)(3

mm
mi

j
m VAXa ′

′
′
′ ∂−= α

β  

                   ,)(2
j
j

j
m

m
i AVXa ′

′
′

′ ∂= α
β            .4

m
i

m
m

j
m VAXa ′

′′
′ ∂−= α

β             

С другой стороны, правая часть (5) может быть записана в виде 

=+=
′′′ γσαβ

γσ

αβ iCi
i

iCi
i

ICI
I VAVAVA +∂ ′

′ il
i

j
ji

j
l VAAX )(α

β  

−∂+ ′
′ j

m
m
i

i
i

j
j VXAA γ

σ
σ
β

α
γ δδ ,

4

1
∑
=

′
′ =∂

r
r

m
i

j
m

i
i

j
j bVXAA γ

σ
σ
β

α
γ δδ  

где  
,)(1

il
i

j
ji

j
l VAAXb ′

′∂= α
β               ,3

j
m

m
i

i
i

j
j VXAAb ∂= ′
′ α

β  

,)(2
il

ii
j
j

j
l VAAXb ′

′ ∂= α
β              m

i
j
m

i
i

j
j VXAAb ∂−= ′
′ α

β4 . 
После некоторых вычислений получаем следующие соотношения: 

3652142341 ,0,,, baaabababa ==+=== .                      (6) 
Следовательно, в силу соотношений (6),  справедливо равенство (5), т.е., 

VC  является векторным полем на расслоении аффинорных реперов 
)(1

1 ML . Теорема доказана. 

Векторное поле VC называется полным лифтом  V  из многооб-
разия  M  в расслоение аффинорных реперов )(1

1 ML . 
Теорема 2.  Для любых двух векторных полей )(, MWV ℵ∈  

[ ] [ ]WVWV CCC ,, = . 
 Доказательство. Покажем, что справедливо равенство  

[ ] [ ]ICCIC WVWV ,, =                                          (7) 
В случае, когда, iI =  нетрудно проверить, что правая часть (7) сводится к 

[ ] =
ICC WV , [ ] =

iCC WV , −∂ iC
L

LC WV =∂ iC
L

LC VW  

+∂= iC
l

lC WV −∂ iC
l

lC WV
γσ

γσ −∂ iC
l

lC VW =∂ iC
l

lC VW
γσ

γσ  
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−∂= iC
l

lC WV =∂ iC
l

lC VW [ ] =iWV , [ ] ,, iC WV  
т.е., справедливо равенство (7). Случай, когда αβiI =  . В этом случае ле-
вая часть (7) сводится к 

[ ] =IC WV , [ ] =αβiC WV , −∂−∂∂ )( j
l

lj
l

l
m

m
i VWWVX α

β  

                    )( m
l

lm
l

l
i

j
m VWWVX ∂−∂∂− α

β , 
которое является суммой следующих слагаемых: 

,1
j

l
l

m
m
i WVXc ∂∂= α

β          ,5
m

l
l

i
j
m WVXc ∂∂−= α

β  

                       ,2
j

lm
lm

i WVXc ∂∂= α
β         ,6

m
li

lj
m WVXc ∂∂−= α

β   

                       ,3
j

l
l

m
m
i VWXc ∂∂−= α

β       ,7
m

l
l

i
j
m VWXc ∂∂= α

β  

                       ,4
j

lm
lm

i VWXc ∂∂−= α
β       .8

m
li

lj
m VWXc ∂∂= α

β   
С другой стороны, правую часть (7) можно записать в виде 

[ ] =
ICC WV , [ ] =αβiCC WV , −∂ αβiC

L
LC WV =∂ αβiC

L
LC VW  

+∂= αβiC
l

lC WV −∂ αβ
γσ

γσ iC
l

lC WV −∂ αβiC
l

lC VW =∂ αβ
γσ

γσ iC
l

lC VW  

+∂−∂∂= )( m
i

j
m

j
m

m
il

l WXWXV α
β

α
β −∂ s

r
r
l VX γ

σ(  

−∂∂− j
m

m
s

l
i

r
l

s
r WVX δδδδ α

γ
σ
β

γ
σ ) −∂ s

r
r
l VX γ

σ(  

−∂∂− m
i

j
s

l
m

r
l

s
r WVX δδδδ α

γ
σ
β

γ
σ ) −∂−∂∂ )( m

i
j
m

j
m

m
il

l VXVXW α
β

α
β  

−∂− s
r

r
l WX γ

σ( +∂∂ j
m

m
s

l
i

r
l

s
r VWX δδδδ α

γ
σ
β

γ
σ ) −∂ s

r
r
l WX γ

σ(  

                m
i

j
s

l
m

r
l

s
r VWX ∂∂− δδδδ α

γ
σ
β

γ
σ ) . 

Последнее выражение представляет собой сумму следующих слагаемых:                     
                    ,1

m
i

j
ml

l XWVd α
β∂∂=               ,7

m
i

j
ml

l XVWd α
β∂∂−=  

                    ,2
j
m

m
il

l XWVd α
β∂∂−=             ,8

j
m

m
il

l XVWd α
β∂∂=  

                    ,3
j

m
m

r
r
i WVXd ∂∂= α

β              ,9
j

m
m

r
r
i VWXd ∂∂−= α

β  

                    ,4
j

m
r

i
m
r WVXd ∂∂−= α

β            ,10
j

m
r

i
m
r VWXd ∂∂= α

β  

                    ,5
m

i
j

r
r
m WVXd ∂∂−= α

β            ,11
m

i
j

r
r
m VWXd ∂∂= α

β   

                    ,6
m

i
r

m
j
r WVXd ∂∂= α

β               m
i

r
m

j
r VWXd ∂∂−= α

β12 . 
После некоторых вычислений получаем следующие соотношения:   
             31 dc = ,        12 dc = ,        93 dc = ,      74 dc = ,              125 dc = , 
             26 dc = ,       67 dc = ,        88 dc = ,      0114 =+ dd ,   0105 =+ dd . 
Следовательно, в силу этих соотношений справедливо равенство (7). Тео-
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рема доказана. 
 Известно, что множество )(Mℵ  определяет алгебру Ли относи-
тельно операции коммутатора (см. [6, c.15]). Учитывая этот факт и теоре-
му 3, получаем: 
 Следствие 1. Операция полного лифта векторных полей является 
гомоморфизмом алгебр Ли векторных полей )(Mℵ и ))(( 1

1 MLℵ .  
 

§3.  Горизонтальный лифт векторных полей в расслоение  
аффинорных реперов 
Пусть )( k

ijΓ=∇  аффинная связность и V  векторное поле на диф-
ференцируемом многообразии M . Пусть векторное поле V  имеет ком-
поненты iV  в координатной окрестности U , т.е., i

iVV ∂= . 
Имеет место 
 Теорема 3.  Объект  

),(),( kj
km

m
i

km
ki

j
m

iiHiHH VXVXVVVV Γ−Γ== α
β

α
β

αβ                 (8) 
преобразуется по векторному закону на расслоении аффинорных реперов 

)(1
1 ML . 

 Доказательство. Необходимо установить, что при преобразовании 
(2) имеет место равенство  

.IHI
I

IH VAV ′′ =                                                (9) 
Случай, когда .iI ′=′ В этом случае легко проверить, что правая часть (9) 
сводится к 

iHiii
i

iHi
i

iHi
i

IHi
I VVVAVAVAVA ′′′′′′ ===+= γσ

γσ
, 

т.е., справедливо равенство (9).  
Случай когда αβiI ′=′  . В этом случае левая часть (9) сводится к 

== ′′ αβiHIH VV −Γ ′′
′′

′
′

km
ik

j
m VX α

β =Γ ′′
′′

′
′

kj
mk

m
i VX α

β +Γ ′
′′

′′
′

km
ki

i
i

k
k

m
m

j
m VAAAX α

β  

−∂+ ′
′′

′′
′

km
ik

m
m

j
m VAAX α

β −Γ ′
′′

′′
′

kj
km

m
m

k
k

j
j

m
i VAAAX α

β =∂ ′
′′

′′
′

kj
mk

j
j

m
i VAAX α

β  

      ∑
=

=
4

1k
ke , 

где 
km

ki
i
i

k
k

m
m

j
m VAAAXe ′

′′
′′

′ Γ= α
β1 ,            kj

km
m
m

k
k

j
j

m
i VAAAXe ′

′′
′′

′ Γ= α
β3 , 

            km
ik

m
m

j
m VAAXe ′

′′
′′

′ ∂= α
β2 ,                kj

mk
j
j

m
i VAAXe ′

′′
′′

′ ∂= α
β4  .           

С другой стороны, правую часть (9) можно записать в виде                  
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=+=
′′′ γσαβ

γσ

αβ iHi
i

iHi
i

IHI
I VAVAVA +∂ ′

′ il
i

j
ji

j
l VAAX )(α

β  

        −Γ+ ′
′ km

ki
j
m

i
i

j
j VXAA γ

σ
σ
β

α
γ δδ ,

4

1
∑
=

′
′ =Γ

r
r

kj
km

mj
i

i
i

j
j fVXAA σ

σ
β

α
γ δδ  

где  
,)(1

il
i

j
ji

j
l VAAXf ′

′∂= α
β               ,3

km
ki

j
m

i
i

j
j VXAAf Γ= ′
′ α

β  

                  ,)(2
il

ii
j
j

j
l VAAXf ′

′ ∂= α
β               kj

km
m
i

i
i

j
j VXAAf Γ−= ′
′ α

β4 . 
После некоторых вычислений получаем следующие соотношения: 

14432231 ,,, fefefefe ==== .                           (10) 
Следовательно, в силу соотношений (10),  справедливо равенство (9). А 
это в свою очередь означает, что VH  является векторным полем на расс-
лоении аффинорных реперов )(1

1 ML . Это завершает доказательство тео-
ремы 

Следующая теорема показывает связь между полным и горизон-
тальным лифтами векторного поля в расслоении аффинорных реперов 

)(1
1 ML . 

Теорема 4. Для векторного поля )(MV ℵ∈ , заданного на диф-
ференцируемом многообразии M , имеет место соотношение 

                                    ,VVV HC =−  

здесь ),0( αβiVV = , где m
i

j
m

j
m

m
i

i VXVXV ∇−∇= ˆˆ α
β

α
β

αβ   и ∇̂ -аффинная 

связность с коэффициентами k
ji

k
ij Γ=Γ̂ . 

 Доказательство. Равенства (4) и (8)  показывают, что векторные 
поля VC  и VH  отличаются одними лишь сериями компонент αβiCV  и 

αβiHV . Пусть VVV HC =− . Тогда  
( ) ( ) ( )αβαβ iiiI VVVV ,0, == . 

Отсюда следует, что 
−∂−∂= m

i
j
m

j
m

m
i

i VXVXV α
β

α
β

αβ +Γ km
ki

j
m VX α

β =Γ kj
km

m
i VX α

β  

−Γ+∂= )( kj
km

j
m

m
i VVX α

β =Γ+∂ )( km
ki

m
i

j
m VVX α

β  

−Γ+∂= )ˆ( kj
mk

j
m

m
i VVX α

β =Γ+∂ )ˆ( km
ik

m
i

j
m VVX α

β  

                       −∇= j
m

m
i VX ˆα

β ,ˆ m
i

j
m VX ∇α

β  

здесь −∇̂ аффинная связность с коэффициентами i
jk

i
kj Γ=Γ̂ . Теорема до-

казана. 
Теорема 5.  Для произвольных векторных полей )(, MWV ℵ∈  спра-
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ведливо соотношение 
[ ] [ ] ),(,, WVRWVWV HHH += , 

где XWVR =),( -вертикальное векторное поле на расслоении )(1
1 ML , 

причем 
=αβiX )( j

lpm
m
i

m
lpi

j
m

pl RXRXWV α
β

α
β −= , 

−i
kjlR компоненты тензора кривизны аффинной связности ∇ . 

 Доказательство. Примем следующее обозначение: 

[ ] i
m

mi
m

mi
def

i VWWVWVZ ∂−∂== ,  
Пользуясь теоремой 3, построим горизонтальный лифт векторного поля 

)( iZZ =  в расслоение аффинорных реперов )(1
1 ML . Относительно серий 

компонентов векторного поля ZH  возможны следующие случаи: 
1) ,iI =  при этом 

[ ] [ ] .,, iiHiH WVWVZ ==  
С другой стороны,  

[ ] −∂= iH
L

LHiHH WVWV , =∂ iH
L

LH VW −∂ i
l

l WV  

                    =∂− i
l

l VW [ ] ., iHiH WVZ =  
2) αβiI = , в этом случае учитывая (8), получим: 

[ ] =Γ−Γ== kj
km

m
i

km
ki

j
m

iHiH ZXZXWVZ α
β

α
β

αβαβ ,  

                        )( j
km

m
i

m
ki

j
m

k XXZ Γ−Γ= α
β

α
β , 

С другой стороны,  

[ ] −∂= αβαβ iH
L

LHiHH WVWV , =∂ αβiH
L

LH VW +∂ αβiH
l

lH WV  

−∂+ αβ
γσ

γσ iH
l

lH WV −∂ αβiH
l

lH VW =∂ αβ
γσ

γσ iH
l

lH VW  

(l
lV ∂= )kj

km
m
i

km
ki

j
m WXWX Γ−Γ α

β
α
β + −Γ ks

kl
r
s VX γ

σ(  

−Γ−ΓΓ− ks
kl

r
s

pm
pi

l
m

j
r

kr
ks

s
l VXWVX γ

σ
α
γ

σ
β

γ
σ δδδδ ()

−ΓΓ− pj
pm

l
i

m
r

kr
ks

s
l WVX δδδδ α

γ
σ
β

γ
σ ) (l

lW ∂ −Γ−Γ )kj
km

m
i

km
ki

j
m VXVX α

β
α
β  

−Γ− ks
kl

r
s WX γ

σ( −Γ+ΓΓ ks
kl

r
s

pm
pi

l
m

j
r

kr
ks

s
l WXVWX γ

σ
α
γ

σ
β

γ
σ δδδδ ()  

=ΓΓ− pj
pm

l
i

m
r

kr
ks

s
l VWX δδδδ α

γ
σ
β

γ
σ ) −Γ∂−∂ m

ki
j
m

k
l

lk
l

l XVWWV α
β)((  

+Γ− )j
km

m
iX α

β −Γ∂ j
m

km
kil

l XWV α
β −Γ∂ kj

kml
m
i

l WXV α
β  

+Γ∂− j
m

km
kil

l XVW α
β +Γ∂ kj

kml
m
i

l VXW α
β −ΓΓ pkm

pi
s
km

j
s WVX α

β  
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−ΓΓ− pkm
pi

j
ks

s
m WVX α

β +ΓΓ pkj
pm

s
ki

m
s WVX α

β −ΓΓ pkj
pm

m
ks

s
i WVX α

β  

+ΓΓ− kpm
pi

s
km

j
s WVX α

β +ΓΓ pkm
pi

j
ks

s
m VWX α

β −ΓΓ pkj
pm

s
ki

m
s VWX α

β  

=ΓΓ− pkj
pm

m
ks

s
i VWX α

β −Γm
ki

j
m

k XZ α
β( +Γ )j

km
m
iX α

β  

−Γ∂+ m
pil

j
m

pl XWV α
β( +Γ∂ m

lip
j
mX α

β −ΓΓ s
pi

m
ls

j
mX α

β −ΓΓ )s
li

m
ps

j
mX α

β  

−Γ∂− j
pml

m
i

pl XWV α
β( +Γ∂ j

lmp
m
iX α

β −ΓΓ j
is

s
pm

m
iX α

β =ΓΓ )j
ps

s
lm

m
iX α

β  

             [ ] )(, j
lpm

m
i

m
lpi

j
m

pliH RXRXWVWV α
β

α
β

αβ −+= , 

где  
−Γ∂= m

pil
m
lpiR +Γ∂ m

lip −ΓΓ s
pi

m
ls

s
li

m
psΓΓ  

компоненты тензора кривизны аффинной связности ∇ . Последнее равен-
ство завершает доказательство теоремы.  
 Заметим, что аналоги теоремы 5 для касательного расслоения, рас-
слоения линейных реперов и аффинорного расслоения получены в рабо-
тах [7], [2] и [3], соответственно. Теорема 5 показывает, что операция го-
ризонтального лифта векторных полей не является гомоморфизмом ал-
гебр Ли векторных полей многообразия M  и расслоения аффинорных 
реперов )(1

1 ML . 
 

§4. Метрика Сасаки в расслоении аффинорных реперов 
Пусть M  −n мерное риманово многообразие класса .∞C  Тензор 

римановой метрики обозначим через ,ijg  а обратный метрический тензор 

через ,ijg  т.е., ,2 ji
ij dxdxgds =  ,j

i
kj

ik gg δ=  где −ix локальные коорди-

наты в некоторой карте −j
ihU δ),,( символы Кронекера. 

Пользуясь симметричностью римановой метрики ,ijg  в расслоении 

аффинорных реперов )(1
1 ML  определим следующую квадратичную фор-

му, переменными которой являются дифференциалы адаптированных к 
расслоению локальные координаты: 

     ,q
j

p
i

ij
pq

ji
ij

JI
IJ DXDXggdxdxgdxdxG σ

γ
α
β

βγ
ασ δδ+=                  (11) 

где −p
iDX α

β  абсолютный дифференциал базисного аффинора p
iX α

β  в ри-

мановой связности ∇ , согласованной с метрикой ,ijg  причем 

.

)(
kp

m
m
ki

km
i

p
km

p
i

kp
m

m
ki

m
i

p
km

p
ik

kp
ik

p
i

dxXdxXdX

dxXXXdxXDX

β
α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

Γ−Γ+=

=Γ−Γ+∂=∇=
               (12) 

Примем обозначения: 
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., p
ki

p
m

m
ki

p
ki

m
i

p
km XX α

β
α
β

α
β

α
β Γ=ΓΓ=Γ                               (13) 

 Учитывая (12) и (13), из соотношения (11) находим коэффициенты 
квадратичной формы :JI

IJ dxdxG  

=JI
IJ dxdxG +ji

ij dxdxG +ji
ji dxdxG αβ

αβ
+σγ

σγ

ji
ij dxdxG  

=+ σγαβ
σγαβ

ji
ji dxdxG +ji

ij dxdxG +jp
iji dxdXG α

βαβ
+q

j
i

ij dXdxG σ
γσγ

 

=+ q
j

p
iji dXdXG σ

γ
α
βσγαβ

+ji
ij dxdxg ij

pq ggβγ
ασ δδ +p

idX α
β(  

)kp
ki

kp
ki dxdx α

β
α
β Γ−Γ+ +q

jdX σ
γ( [ +=Γ−Γ ij

lq
lj

lq
lj gdxdx )σ

γ
σ
γ  

sr
pq ggβγ

ασ δδ+ )( p
is

p
is

α
β

α
β Γ−Γ ] +Γ−Γ jiq

jr
q

jr dxdx)( σ
γ

σ
γ  

sj
pq ggβγ

ασ δδ+ ip
is

p
is dx)( α

β
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                   +Γ− jq
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откуда после соответствующих замен индексов суммирования следует: 
=ijG [ +ijg sr

pq ggβγ
ασ δδ )( p
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p
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α
β

α
β Γ−Γ ])( q
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q
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σ
γ
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                     =jiG
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γΓ , 

                     =
σγijG sj
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p
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α
β

α
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                     =
σγαβ jiG ij

pq ggβγ
ασ δδ . 

Имеет место 
Теорема 6. Коэффициенты квадратичной формы (11) удовлетво-

ряют условию 0)det( ≠IJG . 
Доказательство. Покажем, что матрица )( IJG  обратима, т.е. система  

K
I

JK
IJGG δ=                                                     (15) 

имеет единственное решение, здесь −K
Iδ символы Кронекера, −JKG сим-

волы для обозначения компонентов обратной матрицы. 
Систему (15) исследуем в следующих случаях: 

;,);,) kKiIсkKiIa ==== αβ  
                             .,);,) µλαβµλ kKiIdkKiIb ====  
В случае )a  в силу (14) имеем: 

k
i

kj
ji
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ij GGGG δσγ
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=+  
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[ +ijg sr

pq ggβγ
ασ δδ )( p
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p
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α
β

α
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γ

σ
γ Γ−Γ +jkG  
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                sj
pq ggβγ

ασ δδ+ )( p
is

p
is

α
β

α
β Γ−Γ k

i
kjG δσγ = .                               (16) 

Нетрудно проверить, что равенство (16) имеет место тогда и только тогда, 
когда  

).(, q
lj

q
lj

lkkjjkjk gGgG σ
γ

σ
γ

σγ Γ+Γ−==                       (17) 

Заметим, что при найденных значениях компонентов IJG  равенство (15) 
справедливо также в случае )c . Действительно: 
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В случае )b  система (15) принимает вид: 

0=+ µλσγ
σγ

µλ kj
ji

kj
ij GGGG  
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[ +ijg sr
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p
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β Γ−Γ 0=µλσγ kjG .      

Из последнего равенства следует, что 
),( h

mk
h
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jmkj gG µ
λ

µ
λ

µλ Γ+Γ−=  

=µλσγ kjG )( h
mk

h
mk

µ
λ

µ
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hqmrq
jr

q
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µσσ
γ

σ
γ δδ+Γ−Γ )( .           (18) 

Непосредственная проверка показывает, что при значениях (18) равенство 
(15) справедливо также в случае  )d : 
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µλ
δδδδδ β
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i
k

i
k

h
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Таким образом, матрица )( IJG  обратима и обратная матрица имеет ком-
поненты в виде (17) и (18). Теорема доказана. 

Теорема 6 показывает, что квадратичная форма (11) определяет 
риманову метрику в расслоении аффинорных реперов )(1

1 ML . Риманова 
метрика, аналогичная (11) в касательном расслоении )(MT  впервые была 
определена С.Сасаки в работе [8]. По этой же причине эту метрику назы-
вают метрикой Сасаки (или же диагональным лифтом метрики). Метрика 
Сасаки в кокасательном расслоении )(MT ∗ , в расслоении линейных ре-
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перов )(ML , в расслоении линейных кореперов )(ML∗ , в тензорном рас-

слоении типа −),( qp  )(MT p
q  исследованы в работах [9], [10], [3], [11] 

(см. также  [12], [13], [14]). 
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AFİNOR REPERLƏRİNİN LAYLAŞMASININ DİFERENSİAL 

HƏNDƏSƏSİNİN BƏZİ MƏSƏLƏLƏRİ 
 

H.FƏTTAYEV  
 

XÜLASƏ 
 

İşdə afinor reperlərinin laylaşması anlayışı daxil edilir, baza çoxobrazlısından afinor 
reperlərinin laylaşmasına vektor meydanlarının tam və horizontal liftləri qurulur, həmçinin 
baxılan laylaşmada Sasaki metrikası təyin olunur.  

 
Açar sözlər: Afinor reperi, tam lift, afin rabitə, horizontal lift, kommutator, əyrilik 

tenzoru, Sasaki metrikası.  
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SOME PROBLEMS OF DIFFERENTIAL GEOMETRY  
OF THE BUNDLE OF AFFINOR FRAMES 

 
H.FATTAYEV  

 
SUMMARY 

 
In this paper the notion of the bundle of affinor frames is introduced,  the complete and 

horizontal lifts of vector fields from the base manifold to the bundle of affinor frames are 
constructed and Sasakian metric is defined in the bundle under consideration. 

 
Keywords: Affinor frame, complete lift, affine connection, horizontal lift, commutator, 

curvature tensor, Sasakian metric. 
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BOUNDARY VALUE PROBLEM IN THE WEIGHTED  

SPACES WITH MIXED NORM 
 

H.K.MUSAEV 
Baku State University, 

gkm55@mail.ru 
 

The coercive properties of convolution-differential equations are investigated. In this 
paper, by using Fourier multiplier theorems, we find sufficient conditions that guarantee the 
coercitivity of the problem under consideration in weighted spaces with mixed norm. On 
the other hand, thanks to positivity  and boundedness of the corresponding operator, the 
results are applied to the solution of the boundary value problems for convolution-differential 
equations. 

 
Key words: boundary value problems, positivity, convolution, differential-

operator equation, weighted spaces, summable scalar-valued functions. 
 

1. Introduction 
Elliptic boundary value problems have been investigated systematically 

beginning from the second half of the last century. The class of problems for 
which solvability results and a-priori-estimates can be obtained was described 
first by Y.B.Lopatinskii and Z.Shapiro [18]. Boundary value problems for dif-
ferential-operator equations have been studied in [9], [10], [22]. 

Note that maximal regularity results in the -scale are of delicate 
matter. In recent years, maximal regularity properties for differential-operator 
equations, especially parabolic and elliptic type have been studied extensively 
e.g. in [1-3], [5-8], [9,15,21,22] and the references therein. Moreover, convolu-
tion-differential equations (CDEs) have been treated e.g. in [11-17]. However, 
the convolution-differential operator equations (CDOEs) are relatively less in-
vestigated. In [11,12], [16] regularity properties of degenerate CDOEs are stud-
ied. In these notes we study the boundary value problems for the anisotropic 
type convolution equations. The main aim of the present paper is to study the 
following boundary value problem (BVP): 
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for  where  are com-
plex valued functions. 

The maximal regularity properties of this problem in weighted mixed 

 norm is obtained, where will be denote 
the space of all summable scalar-valued functions with mixed norm, i.e. 
the space of all measurable functions   defined on , for which 

 
 

The paper is organized as follows. In section 2 we collect the necessary 
tools from weighted space theory, boundedness, summable sca-
lar-valued functions with mixed norm, separability in Banach space, weighted 
multiplier condition and some background material are given. In section 3 we 
consider an anisotropic type convolution equation. Using these sectoriality 
the maximal regularity properties of this problem in weighted mixed 

norms are derived. 
2.Notations and background 

Let  be a Banach space and  be a positive 
measurable weighted function on a measurable subset . Let  
denote the space of strongly valued functions that are defined on  with 
the norm 

 
 

For , the space  will be denoted by  
The weight we will consider satisfy an  condition; i.e., 

 if there is a positive constant  such that 

 
for all compacts . 

Remark 2.1. The result [20] implies that the space  satis-
fies multiplier condition with respect to  and the weight functions 
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, 
where  denotes the set of natural numbers, R denotes the set of real numbers. 
Let  be the set of complex numbers and 

 
If  and  are Banach spaces,  denotes the space of all 

bounded, linear operators from  to . For  we denote  
by  

The domain, range and kernel of an operator  are denoted by 
 and respectively. 

A closed linear operator  is said to be sectorial in a Banach space  
with bound  if ,  and  are dense on  and 

 
for all  I is an identity operator in  Sometimes  
will be written as and denoted by  It is known [19,§1.15.1] that there 
exist fractional powers of the sectorial operator . 

denotes Schwartz class, i.e. the space of valued rapid-
ly decreasing smooth functions on  equipped with its usual topology gener-
ated by seminorms. denoted by just . 

Let  denote the space of all continuous linear operators, 
 equipped with the bounded convergence topology. Recall  is 

norm dense in  when  
Let  be a domain in .  and  will denote the spac-

es of valued bounded uniformly strongly continuous and m-times continu-
ously differentiable functions on , respectively. 

Here,  where  are integers. An valued general-
ized function  is called a generalized derivative in the sense of Schwartz 
distributions of the function , equality 

 
holds for all  

Let  denote the Fourier transform. Through this section the Fourier 
transformation of a function   will be denoted by ,  and  It 
is known that 

 
for all  

Suppose  and  are two Banach spaces.  function 
 is called a multiplier from  to  
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for  if the map  are well defined 
and extends to a bounded linear operator 

 
A Banach space  is called a UMD space [7], [21] if the Hilbert operator 

 
is bounded in  (see e.g. [6],[7]). UMD spaces include 
e.g.  spaces and Lorentz spaces ,   

 set  is called bounded (see [6], [7], [20], [21]) if 
there is a constant  such that for all  and 

, 

 
where  is a sequence of independent symmetric -valued random 
variables on [0,1]. The smallest  for which the above estimate holds is called 
the bound of  and denoted by. 

A Banach space  is said to be a space satisfying the weighted multi-
plier condition if for any the boundedness of 
the set 
 
implies that  is a Fourier multiplier in , i.e.,  for any 

 
Note that, if  is UMD space then by virtue of [6], [12], [21] it satis-

fies the multiplier condition. 
A sectorial operator is said to be a uniformly sectorial in a Banach 

space if there exists a  such that the set  is 
uniformly bounded, i.e. 

 
Note that, in Hilbert spaces every norm bounded set is bounded. 

Therefore, in Hilbert spaces all sectorial operators are sectorial. 
Let  and  be two Banach spaces, where  continuously and 

densely embeds into . Let  be an integer number. denotes 
the space of all functions from  such that and the 

generalized derivatives  with the norm 
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It is clear to see that 

 
A function  satisfying the equation 

 
a.e. on , is called the solution of the equation (2.1). 

The elliptic CDOE (2.1) is said to be uniform separable in  
if the equation (2.1) has a unique solution u for and the follow-
ing coercive estimate holds 

 
where the positive constant  is independent of . 

3. Boudary value problem in the weighted spaces with mixed norm 
First we consider the convolution differential operator equation 

 
in , where  is a possible unbounded operator in 
a Banach space ,  are complex valued functions on  

In [11], [17] under certain conditions, it was proved that for equation 
(3.1) there exists a unique solution and the following coercive uniform estimate 
holds 

 
for all  and ). 

In this section we established the maximal regularity properties of the 
problem (1.1). Main tools of this section are the operator-valued Fourier multi-
pliers. At the same time, coercive estimate  for (1.1) is derived by using the 
representation formula for the solution of problem (1.1) and operator valued 
multiplier results in weighted mixed norms space . 

The property of maximal regularity for elliptic boundary value prob-
lems was studied, for example in [2], [13], [21]. 

In this section by applying estimate (3.2), the boundary value problems 
for the anistropic type integro-differential equations are studied . The maximal 
regularity properties of this problem in weighted mixed  norms are de-
rived. 

Let  and  will denote the 

62 



space of all summable scalar-valued functions with mixed norm (see, e.g. 
[4]), i.e., the space of all measurable functions defined on , for which 

 
    Analogously, 

 
i.e.  denotes the weighted Sobolev space with corresponding mixed 
norm. 

In this section let , where  is an open connected set 
with compact boundary . Consider the BVP for integro-differential 
equation 

 

 
where 

 

 
In this section we present the following main result: 
Theorem 3.1. Let the following conditions be satisfied; 

 
 

 
 
 (2) for each  and  for each 

 with 

 
(3)  for each ; 

 
  (5) for each  local BVP in local coordinates corresponding to  
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has a unique solution for all  and for 

with  
Then for   and  problem (3.3)-(3.4) has a unique solu-

tion  and the following coercive uniform estimate holds 

 
Proof. It is known [5] that  is UMD space for . Con-

sider the operator  in  defined by 

 
Problems (3.3)-(3.4) can be rewritten in the form of (3.1), where 

 are functions with values in . It is easy 
to see that  and  are operators in . defined by 

 

 
By virtue of [6, Theorem 8.2] the operators  and  

for sufficiently large  are uniformly sectorial in . In view of 
[14, Theorem 4.1] we have 

, 

. 
 
Moreover, by using the part (1) of conditions Theorem 3.1, for  we 
have 

 
Moreover, by [20] we get that the space  satisfies the multiplier 

condition. Then, by virtue of [17, Theorem 2.1] we obtain the assertion. 
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QARIŞIQ NORMALI ÇƏKİLİ FƏZALARDA SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 
 

H.K.MUSAYEV  
 

XÜLASƏ 
 
    Məqalədə konvolution diferensial tənliklərin koersitivlik xassələri öyrənilir. İşdə Furye 
multiplikatorları haqqında teoremlərdən istifadə etməklə çəkili və qarışıq normalı fəzalarda 
baxılan məsələnin koersitivliyini təmin edən kafilik şərti tapılır. Digər tərəfdən uyğun 
operatorun R-pozitivliyindən və məhdudluğundan istifadə etməklə bu nəticələr konvolution-
diferensial tənliklər üçün sərhəd məsələsinin həllinin tapılmasına tətbiq edilir. 

 
Açar sözlər: sərhəd məsələləri, R-pozitivlik, konvolution diferensial-operator 

tənliklər, çəkili fəzalar, p-cəmlənən skalyar qiymətli funksiyalar.  
 

 
КРАЕВАЯ ЗАДАЧА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ  

СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 
 

Г.К.МУСАЕВ  
 

РЕЗЮМЕ 
 

Исследуются коэрцитивные свойства сверточно-дифференциальных уравнений. В 
настояший работе с использованием теоремы о мультипликаторов Фурье, находятся 
достаточные условия гарантирующие коэрцитивность рассматриваемой задачи в весо-
вых пространствах со смешанной нормой. С другой стороны, благодаря R-
позитивности и ограниченности соответствующего оператора, эти результаты применя-
ются к решениям краевых задач для сверточно-дифференциальных уравнений. 

 
Ключевые слова: краевые задачи, R-позитивность, сверточно дифференциально-

операторные уравнения, весовые пространства, p-cуммируемые скалярно-значные 
функции. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВ ( )+

+ kkmRH ,
γ
αβ   

В ТЕРМИНАХ НЕРАВЕНСТВ 
 

A.A.AКПЕРОВ 
Бакинский Государственный Университет 

asimakbarov@mail.ru 
 
В  работе построены весовые гельдеровые пространства ( )+

+ kkmRH ,
γ
αβ  

непрерывных на +
+ kkmR ,  функции и доказано, что пространства ( )+

+ kkmRH ,
γ
αβ  можно 

определить и в терминах неравенств.  
 
Ключевые слова: весовые гельдеровые пространства, весовая функция, 

весовые оценки. 
 
Пусть nR -евклидово пространство размерности  1≥n , 
 
      ( ){ },0,...,0:,...,,..., 111, >>∈= +++++

+
+ kmmkmkmmmkkm xxRxxxxR  

      0>γ , βα ,0> R∈ , а  Г− границей +
+ kkmR , . 

 Положим  
       { },0...: 1 =∈=Γ +++ kmmkm xxRx   ( ) { }Γ∈−=Γ yyxxr ;min . 
 Возьмем весовую функцию  

            ( ) ( )( ) { }( ) ( ) αβααβαρ −
++

−
Γ +⋅≡+= xxxxxrx kmm 1,...,min1 1 , 

kmRx +∈ . 

Введем пространства Гельдера с весом – ( )+
+ kkmRH ,

γ
αβ . По 

определению [1] ( )+
+∈ kkmRHu ,

γ
αβ , если 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0lim,0lim ==

∞→Γ∈→
xxuxxu

xzx
ρρ  

и конечна норма  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxdyyuxxuu
kkmRyx

H
,sup

,,

γρργ
αβ

−

∈
⋅−=

+
+

 , 

где   
( ) ( )( )( ) 111, −++−= yxyxyxd . 

 
 В дальнейшем c  – постоянное, точное значение которой для нас 
несущественно: ( ) ( )xbxa   означает, что, ( ) ( ),xbcxa ≤  где c - 
постоянное, не зависит от x . В случае ( ) ( )xbxa   и ( ) ( )xaxb  , будем 

писать ( )xa ≍ ( )xb .  

Пусть +
+∈ kkmRx , . Обозначим 

;
2

)(:, 





 <−∈= Γ+

+

xrxsRsш kkmx ;
2

)(~:2 





 <−∈=′ Γ

+

xryxRyш kmx  

αβγ −+= 2l . 

  Отметим, что если xшy ′∈ , то 

xyx ~32~ ≤≤  и 






 <××







 <×⊂′ Γ

+
Γ

+ 2
)(~...

2
)(~

1
xryxryшш kmmxx . 

Пространства ( )+
+ kkmRH ,

γ
αβ  можно определить и в терминах 

неравенств. Точнее имеет место 
 Теорема. Если верны неравенства  
 

km +<+<<−<<< γβγαγ 0,10,10 ,                      (1) 

то ( )+
+∈ kkmRHu ,

γ
αβ   тогда и только тогда, когда  

а) ( ) ∈∀∃ xuc ,1
+

+ kkmR ,  

( ) ( )ucxu 1≤ ( ) ≡+ −−
Γ

lxxr 1)(αγ ( )x1−ρ ( ) γγ 21)( −
Γ + xxr ; 

б) ( ) ∈∀∃ xuc ,2
+

+ kkmR ,   и xшy ∈∀  

( ) ( ) ( )yxdxucyuxu ,)()( 1
2

γρ −≤− . 

 При этом 
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γ
αβH

u ≍ ( ){ uc1max , ( )}uc 2 . 

 Доказательство. Необходимость. Из определения ( )+
+ kkmRH ,

γ
αβ   

следует, что если ∈∀ yx, +
+ kkmR , , то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
γ

γ
αβ

ρρ 





++

−
⋅≤−

yx
yx

uyyuxxu H 11
                     (2) 

и 

( ) ( ) ( ) ( ) 0lim,0lim ==
∞→Γ∈→

xxuxxu
xzx

ρρ .                            (3) 

Пусть Γ∈xz  такие, что ( ) xzxxr −=Γ . Тогда устремив в (2)  y  

к  xz  ( )∞→y , с учетом (3) получаем 

( ) ( ) ≤xxu ρ γ
αβH

u ( )( )
γ







++

Γ

xzx
xr
11

)(
 

 и 

( ) ( ) ≤xxu ρ γ
αβH

u
γ







+ x1
1

. 

  Таким образом, ∈∀ yx, +
+ kkmR ,   

( ) ( )xxu 1−≤ ρ minγ
αβHu ( )( ) ,

11
)(

γ













++

Γ

xzx
xr













+

γ

x1
1

. 

Обозначим 

( ) min=xα ( ) ( ) ,
11

)(
γ













++

Γ

xzx
xr ( )x

x
1

1
1 −













+

ρ
γ

. 

 
Докажем, что ( ) ( ) lxxrx −−

Γ +1)(αγα  . 

Так как  
2

1
)(

x
xr

+
≤Γ , то  
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( )( ) ,
11

)(
min

γ


















++
Γ

xzx
xr













+

γ

x1
1 = ( )( )

γ












++
Γ

xzx
xr

11
)(

. 

 
Тогда имеем   

( )=xα ( )( ) ( )
( )

( )x
x

xrx
zx

xr

x

1
2

1

1

)(2
11

)( −Γ−Γ













+
≤











++
ρρ

γγ

 

( ) ( ) ( ) lxxrxxxr −−
Γ

−−
Γ +≡⋅+ 1)(1)( 12 αγγγ ρ . 

 
А также, если  

2
1

)(
x

xr
+

≥Γ , то )(xrΓ ≍
2

1 x+
. 

Поэтому 

( )=xα ( )( ) ,
11

)(min
γ













++

Γ

xzx
xr













+

γ

x1
1 ( )x1−ρ ≍ 

≍












+











+

γγ

xzx 1
1,

1
1min α−

Γ )(xr ( ) ≤+ −βαx1  

( ) ( ) lxx −− +⋅+= 11 αγ ≍ )(xr αγ −
Γ ( ) lx −+1 . 

 
 Итак, мы  установили, что  

( )xα )(xr αγ −
Γ ( ) lx −+1 . 

 Поэтому 
   

( ) ( ) γ
αβ

γ
αβ

α HH uxuxu ≤⋅≤ )(xr αγ −
Γ ( ) lx −+1 . 

Таким образом, доказана справедливость пункта а). 
Докажем справедливость пункта б). 
Пусть  

2
)(xryx Γ≤− , 

тогда  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).11 xuxyxyyyuxxuyuxu ⋅−+−=− −− ρρρρρρ    (4)   

 
По определению  
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( ) ( ) ( ) ( ) ≤− yyuxxu ρρ ( )yxdu H ,γγ
αβ

                                   (5) 

и 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ≤+−+++−+=

=+−+=−

−
Γ

−
Γ

−
Γ

−
Γ

−
Γ

−
Γ

αβααβααβααβα

αβααβαρρ

yyryxryxrxxr

yyrxxryx

11)(11

11

 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .111 yrxryyxxr αααβαβαβα
ΓΓ

−−−
Γ −+++−+≤              (6)           

Применяя теорему Лагранжа, получаем  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) yxxyxxyx

yxxyxyx

−⋅+−⋅−++−≤

≤−⋅−++−=+−+

−−−−

−−−−

11

1

11

111

αβαβ

αβαβαβ

θαβ

θαβ



     и   

( ) ( ) ( )( ) ( ) yxyryxyxyryrxr −⋅<−⋅−+=− −
Γ

−
ΓΓΓ

11 ααααα θ . 

Учитывая эти оценки в (6) получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−⋅⋅++−⋅+⋅− −
Γ

−−−
Γ yxyryyxxxryx 11 11 ααβαβαρρ 

( ) ( )
( )

( )
( )

.
1 xr

yx
x

yr

yx
y

x
yx

x
ΓΓ

−
⋅

−
⋅+

+
−

⋅= ρρρ                                 (7) 

Учитывая (5), (7) и пункт а) теорема  из (4)  получаем 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ).1, 11

11

l
H xxrxryxxyxdxu

xxuyxyyyuxxuyuxu

−−
Γ

−
Γ

−

−−

+⋅−⋅+×⋅≤

≤⋅⋅−+⋅−≤−

αγγ ρρ

ρρρρρρ

γ
αβ

 

Итак, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ).1, 11 l

H
xxrxryxxyxdxuyuxu −−

Γ
−

Γ
− +⋅−⋅+⋅≤− αγγ ρργ

αβ
 

Теперь покажем, что 
( ) ( ) ( )( ) ( )yxdxxrxryxx l ,11 γαγρ 

−−
Γ

−
Γ +− . 

Учитывая, что 

x ≍ y ,    ( )yxd ,γ ≍ ( ) ( )
( )

γ

ρ 












+
Γ−

2
1

1 x

xr
x  

и 
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( )( ) ≡+ −−
Γ

lxxr 1αγ ( ) ( )
( )

γ

ρ 












+
Γ−

2
1

1 x

xr
x , 

имеем 

( ) ( ) ( )
( )

( )≤⋅−












+
−

Γ
Γ− xryx

x

xr
xx 1

2
1

1

γ

ρρ  

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

γγ














+












+
≤ Γ

Γ

ΓΓ
22 1

1
21 x

xr
xr

xr

x

xr
 ≍ ( )yxd ,γ . 

 
Итак, мы установили, что 

( ) ( ) ( ) ( )yxdxuyuxu H ,1 γργ
αβ

−⋅≤−                           (8) 

Тем самым доказана справедливость пункта б), а вместе с ним и 
необходимость. 
 Достаточность. 
 Пусть ( ) 2/xryx Γ≤− . Учитывая (7) и (8) получаем, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 

lxxrxryxxucyxduc

yxyuyuxux

yyuxyuxyuxxuxyuxxu

−−
Γ

−
Γ +⋅−+≤

≤−+−≤

≤−+−=−

1, 1
12

αγγ ρ

ρρρ
ρρρρρρ

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ).,,max,, 2112 yxducucyxducyxduc γγγ ⋅=⋅+  

 
А также при ( ) 2/xryx Γ≥− , 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ),,
11 2

1
2

1 ucyxd
x

xr
yy

x

xr
xx

yyuxxuyyuxxu

λ
γ

γγ

ρρρρ

ρρρρ

⋅












+
⋅+













+
⋅≤

≤+≤−

Γ−Γ− 
 

т.е. ( )+
+∈ kkmRHu ,

γ
αβ . Тем самым теорема  доказана. 
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XÜLASƏ 

 

İşdə +
+ kkmR ,  fəzasında kəsilməz olan funksiyaların çəkili ( )+

+ kkmRH ,
γ
αβ  Hölder 

fəzaları daxil edilmiş və isbat olunmuşdur ki, ( )+
+ kkmRH ,

γ
αβ  fəzaları bərabərsizliklər 

terminlərində də istifadə oluna bilər. 
 
Açar sözlər: çəkili Hölder fəzaları, çəki funksiyası, çəkili qiymətləndirmələr. 

 

THE PRESENTATION OF THE SPACES ( )+
+ kkmRH ,

γ
αβ   

WITH THE  TERMS OF INEQUALITIES  
 

A.A.AKBAROV 
 

SUMMARY 
 

In this paper, we construct weighted Holder spaces ( )+
+ kkmRH ,

γ
αβ  of continuous 

functions in R  and prove that the spaces H  can also be defined with the terms of inequalities. 
  
Key words: weighted Holder spaces, weighted function, weighted estimates. 
 
Поступила в редакцию: 26.04.2018 г. 
Подписано к печати: 08.10.2018 г. 
 

73 



BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№3       Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası   2018 

 
 
 
UOT 03 F55, 18, A30 
 

İNTUİTİV QEYRİ-SƏLİS SOFT G -MODULLAR 
 

K.M.VƏLİYEVA, S.A.BAYRAMOV 
Bakı Dövlət Universiteti 

Kemale2607@.mail.ru, baysadi@gmail.com 
 
Bu məqalənin əsas məqsədi yeni bir intuitiv qeyri-səlis soft G -modullar kateqoriyasını 

qurmaq. Bu kateqoriya modul anlayışının, soft çoxluqlara bəzi cəbri strukturlar daxil etməklə 
genişləndirilməsidir. Burada  intuitiv qeyri-səlis soft G -modulların bəzi cəbri əməliyətlərə 
görə qapalılıq problemi araşdırılır. 

 
Açar sözlər: Qeyri-səlis çoxluq, soft çoxluq, intuitiv qeyri-səlis soft çoxluq, intuitiv 

qeyri-səlis soft modul, intuitiv qeyri-səlis soft G -modul. 
 
Elmin bir çox sahələrində, məsələn, ictimai elmlərdə, iqtisadiyyatda, mü-

həndislikdə, tibbdə və s. meydana gələn bəzi məsələlərin tədqiq edilməsində ri-
yaziyyatın klassik üsulları kifayət qədər effektiv olmur. Bu cür məsələlər özün-
də çoxlu miqdarda qeyri-müəyyənliklər birləşdirir və dəqiq həllə malik olmur. 
Bu səbəbdən də belə məsələlərin həlli üçün klassik üsulların tətbiqi hər zaman 
mümkün olmur. Belə standart olmayan məsələlərin həlli ilə əlaqədar olaraq son 
illərdə riyaziyyatda müxtəlif qeyri-ənənəvi nəzəriyyələr qurulmuşdur. Bunlar-
dan qeyri-səlis (fuzzy) çoxluqlar, intuitiv qeyri-səlis çoxluqlar, kobud (rough) 
çoxluqlar, yumuşaq (soft) çoxluqlar, parçaqiymətli çoxluqlar nəzəriyyələrini və 
başqa nəzəriyyələri göstərmək mümkündür [3], [4], [5], [13], [14], [15], [16], 
[20]. 

 Qeyri-səlis qrupu verməklə cəbrdə qeyri-səlis çoxluğu 1971-ci ildə ilk 
dəfə Rozenfeld tətbiq etmişdir [17]. Daha sonra qeyri-səlis halqaların, modul-
ların tərifi verilmiş və bu strukturlara aid bir çox tədqiqatlar aparılmışdır [1], 
[2], [8], [9], [10], [11], [19]. 

 1999-cu ildə qeyri-müəyyənliklərin modelləşdirilməsi üçün Molodtsov 
ilk dəfə yumuşaq (soft) çoxluq anlayışını vermiş və bu çoxluqlara aid bəzi təd-
qiqatlar aparmışdır [16]. Soft çoxluqların və onların xassələrinin öyrənilməsin-
də Maji, Roy və s. böyük əmək sərf etmişlər [13], [14], [15]. 

Cəbrdə soft qruplar 2007-ci ildə N. Aktaş, N. Cağman tərəfindən daxil 
edilmişdir [2]. Sonrakı illərdə isə soft halqalar, soft modullar verilmiş və bu 
strukturların bəzi xassələri tədqiq edilmişdir. Qeyri-səlis soft qruplar isə 2008-
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ci ildə Jin-Liang, Rui-Xia, Bing-Xuenin işlərində tədqiq edilmişdir [1], [10], 
[11]. Qeyri-səlis soft modullar, intuitiv qeyri-səlis soft modullar Bayramov S., 
Ç.Gündüz Aras tərəfindən daxil edilmiş və bəzi tədqiqatlar  aparılmışdır [6], 
[7]. P.K.Sharma və T.Kaur tərəfindən intuitiv qeyri-səlis G -modullar kateqo-
riyası qurulmuşdur [22].  

Bu məqalədə biz intuitiv qeyri-səlis soft G -modullar daxil edirik və bu 
modulların müxtəlif cəbri əməllərə görə qapalılığı isbatlanır. 
 Bizə məqalədə lazım olan əsas məlumatları verək: 

Tərif 1.1. ([15]) X universal çoxluq  və E parametrlər çoxluğu olsun. 
Onda ( )EF ,  cütlüyü X üzərində soft çoxluq adlanır, əğər F , E -dən X  
çoxluğunun bütün alt çoxluqlar çoxluğuna ( )XP  inikas isə, yəni  

Tərif 1.2. ([6], [7]) ( )XIFS  ilə X üzərindəki bütün intuitiv qeyri-səlis 
çoxluqlar ailəsini işarə edək  və EA ⊂ . ( )AF ,  cütlüyü X üzərində intuitiv 
qeyri-səlis soft çoxluq adlanır, harda ki, F , A -dan ( )XIFS -ə inikasdır. Belə 
ki, bütün Aa ∈ üçün ( ) ( ) IXFFaF a

a →= :, , X  üzərində intuitiv qeyri-səlis 
çoxluqdur, burada  IXFF a

a →:, qeyri-səlis çoxluqlardır. 
Tərif 1.3. ([6],[7]) X universal çoxluğu üzərində verilmiş iki ( )AF ,  və 

( )BG,  intuitiv qeyri-səlis soft çoxluqları aşağıdakı şərtləri ödədikdə ( )AF ,  
( )BG, -nin intuitiv qeyri-səlis soft alt çoxluğu adlanır və ( ) ( )BGAF ,, ⊆ kimi 
yazılır.  

(i) BA ⊂  
(ii) Hər bir Aa ∈  üçün ., aa

aa GFGF ≥≤ ,  
Tərif 1.4. ([6],[7]) X  universal çoxluğu üzərində verilmiş iki ( )AF ,  və 

( )BG,  intuitiv qeyri-səlis soft çoxluqlarına bərabər deyilir, əgər ( ) ( )BGAF ,, ⊆  
və ( ) ( ).,, AFBG ⊆ . 

Tərif 1.5. ([6],[7]) X  universal çoxluğu üzərində verilmiş iki ( )AF ,  və 
( )BG,  intuitiv qeyri-səlis soft çoxluqlarının birləşməsi ( )CH ,  intuitiv qeyri-
səlis soft çoxluğudur, harada ki, BAC ∪=  və  

( )
( )
( )
( ) 
















∩∈∧∨

∈∀−∈

−∈

=

ABcGFGF
CcABcGG

BAcFF
cH

cc
cc

c
c

c
c

,,

.,,,

,,

 

( ) ( ) ( )CHBGAF ,,, =∪  kimi işarə olunur. 
Tərif 1.6. ([6], [7]) X  universal çoxluğu üzərində verilmiş iki ( )AF ,  

və ( )BG,  intuitiv qeyri-səlis soft çoxluqlarının kəsişməsi ( )CH ,  intuitiv qeyri-

75 



səlis soft çoxluğudur, harada ki, BAC ∩=  və ( ) ( )cc
cc GFGFcH ∨∧= , , Cc ∈∀  

və ( ) ( ) ( )CHBGAF ,,, =∩  kimi yazılır. 
Tərif 1.7. ([6],[7]) Əgər ( )AF ,  və ( )BG,  intuitiv iki soft çoxluqlar isə, 

( )AF ,  və ( )BG, , ( ) ( )BGAF ,, ∧  kimi işarə olunur. ( ) ( )BGAF ,, ∧ , ( )BAH ×,  
kimi təyin olunur, harada, ( ) ( )ba

ba GFGFbaH ∨∧= ,, , ( ) BAba ×∈∀ ,  . 
Tərif 1.8. ([19]) Tutaq ki, ( )AF , M üzərində soft çoxluqdur. ( )AF ,  -a 

M üzərində soft modul deyilir, yalnız və yalnız onda ki, bütün Ax ∈ üçün 
( ) MxF < . 

Tərif 1.9. ([6],[7]) Tutaq ki, ( )AF , M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft 
çoxluqdur. Onda ( )AF ,  -a M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft modul deyilir, 
əgər Aa ∈∀ üçün ( ) ( )a

a FFaF ,= , M -nin intuitiv qeyri-səlis alt moduludur. 
Tərif 1.10. ([22]) Tutaq ki, G  qrupdur və M , K  halqası  üzərində 

moduldur və G  qrupunun M modulunda təsiri verilsin.Əgər hər bir Gg ∈  və 
Mm ∈  üçün Mgm ∈  aşağıdakı şərtləri ödəyirsə. 

i) MmmmG ∈∀=⋅ ,1 ( G1 G qrupunun vahid elementi) 
ii) ( ) ( ) GhgMmmhgmhg ∈∈∀⋅⋅=⋅⋅ ,,,  
iii) ( ) ( ) ( ) .,,;,, 212122112211 GgMmmKkkmgkmgkmkmkg ∈∈∈∀⋅+⋅=+⋅  

Onda M  G -modul adlanır 
Tərif 1.11. ([22]) Tutaq ki, G  qrupdur M  K  üzərində G -moduldur. 

Onda M  üzərində intuitiv qeyri-səlis G -modulu M -in elə intuitiv qeyri-səlis 
( )AAA νµ ,=  çoxluğudur ki, aşağıdakı şərtlər ödənir. 

i) ( ) ( ) ( ){ }yxbyax AAA µµµ ,min≥+ , ( ) ( ) ( ){ },,max yxbyax AAA ννν ≤+  
Kba ∈∀ ,  və ., Myx ∈  

ii) ( ) ( ) ( ) ( ) .;,, MmGgmgmmgm AAAA ∈∈∀≤≥ ννµµ  
 

İntuitiv qeyri-səlis soft G-modullar 
K  bir halqa, M isə K  üzərində sol (və ya sağ) K - modul və G  bir 

qrup olsun. G qrupunun M modulu üzərində təsiri verilsin, yəni aşağıdakı 
şərtləri ödəyən MMG →×:µ  funksiyası verilsin. 

1) ( ) ,,1 mmG =µ   Mm ∈∀  ( G1 G qrupunun vahid elementi) 
2) ( ) ( )( )mggmgg ,,, 2121 µµµ =  
3) ( ) ( ) ( )22112211 ,,, mgkmgkmkmkg µµµ +=+  

   Əgər ( ) mgmg ⋅=,µ  ilə göstərsək bu şərtləri belə yaza bilərik 
1) mmG =⋅1  
2) ( ) ( )mggmgg 2121 =⋅  
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3) ( ) ( ) ( )22112211 gmkgmkmkmkg +=+⋅  
Bu halda M moduluna G -modul adı verilir. 

İndi ∅≠E  bir parametrlər çoxluğu, M  isə G -modul olsun. ( )MPIFG  
ilə M üzərində verilmiş bütün intuitiv qeyri-səlis çoxluqlar ailəsini göstərək. 

Tərif 2.1. ( )AF , , M üzərində bir intuitiv qeyri-səlis soft çoxluq olsun. 
Əgər Aa ∈∀ üçün ( ) ( ) [ ]1,0:, →= MFFaF a

a  intuitiv qeyri-səlis çoxluq 
aşağıdakı şərtləri ödəyirsə: 

a) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )yFxFbyaxF

yFxFbyaxF
baa

baa

∨≤+

∧≥+
  Kba ∈∀ , , Myx ∈,  

b) 
( ) ( )
( ) ( )mFmgF

mFmgF
aa

aa

≤⋅

≥⋅
 

o zaman ( )EF , cütünə M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -modul deyilir. 
 Teorem 2.1. Əgər ( )AF , , ( )BH ,  M üzərində iki intuitiv qeyri-səlis 
soft G -modul isə, onların kəsişməsi ( ) ( )BHAF ,,  də M üzərində intuitiv 
qeyri-səlis soft G -moduldur.  
 İsbatı. ( ) ( ) ( )CGBHAF ,,, = olsun, burada BAC = və 

( ) ( ) ( )cc
cc

c
c HFHFGGcG ∨∧== ,, . Tərif 2.1-in şərtlərini yoxlayaq. 

a)  

            

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

.,,,,
,

,

MyxKbaCc
yGxGyHyFxHxF

yHxHyFxFbyaxHbyaxF
byaxHFbyaxG

yGxG
yHyFxHxF

yHxHyFxFbyaxHbyaxF
byaxHFbyaxG

cccccc

cccccc

ccc
cc

cccc

cccccc

ccc

∈∈∈∀
∨=∨∨∨=

=∨∨∨≤+∨+=
=+∨=+

∧=
=∧∧∧=

=∧∧∧≥+∧+=
=+∧=+

 

    b)  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

MmGgCc
mGmHmF

gmHgmFgmHFmgG
mGmHmF

gmHgmFgmHFmgG

ccc

ccccc
ccc

ccccc

∈∈∈∀
=∨≤

≤∨=∨=⋅

=∧≥
≥∧=∧=⋅

,,
,

,

 

Teorem isbatlandı. 
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Teorem 2.2. ( )AF , , ( )BH ,  M üzərində iki intuitiv qeyri-səlis soft G -
modul olsun. Əgər ∅=BA  isə onların birləşməsi ( ) ( )BHAF ,, ∪  M  
üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -moduldur.  

İsbatı. ( ) ( ) ( )CGBHAF ,,, = olsun. BAC = və ∅=BA  oldu-
ğundan  Cc ∈∀ üçün  Ac ∈ və ya  Bc ∈ -dir. Əgər Ac ∈ , onda  

( ) ( ) ( )c
c FFcFcG ,==  və ya Bc ∈  isə ( ) ( ) ( )c

c HHcHcG ,== -dir. ( )cF  və 
( )cH  üçün tərif 2.1-in şərtləri ödəndiyi üçün ( )CG,  cütü M üzərində intuitiv 

qeyri-səlis soft G -moduldur. 
 Teorem 2.3. ( )AF , , ( )BH ,  M üzərində iki intuitiv qeyri-səlis soft G -
modul olsun. O zaman ( ) ( )BHAF ,, ∧ də M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft 
G -moduldur. 
 İsbatı. ( ) ( ) ( )CGBHAF ,,, =∧ olsun, burada BAC ×= və 

( ) ( ) ( )ba
ba

ba
ba HFHFGGbaG ∨∧== ,,, ,

,  şəklindədir. Tərifin şərtlərini 
yoxlayaq: 

a)  

     

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )yGxGyHyFxHxF

yHxHyFxF
lykxHlykxFlykxG

yGxGyHyFxHxF
yHxHyFxF

lykxHlykxFlykxG

babababa

bbaa

baba

babababa

bbaa

baba

,,

,

,,

,

∨=∨∨∨=
=∨∨∨≤

≤+∨+=+

∧=∧∧∧=
=∧∧∧≥

≥+∧+=+

 

b)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,

,,

mGmHmFgmHgmFgmG

mGmHmFgmHgmFgmG
babababa

babababa

=∨≤∨=

=∧≥∧=
 

Teorem 2.1,2.2,2.3-ün ümumiləşməsi olaraq aşağıdakı teoremi verə bilərik. 

Teorem 2.4. { } Iiii AF ∈, ailəsi M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -
modullar ailəsi olsun. O zaman  

1) ( )
İi

ii AF
∈

, - M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -moduldur. 

2) ( )iiIi
AF ,

∈
∧ M üzərində  intuitiv qeyri-səlis soft G -moduldur. 

3) Əgər ∅=ji AA   Iji ∈∀ ,  üçün ( )
Ii

ii AF
∈

, - M üzərində intuitiv 

qeyri-səlis soft G -moduldur. 
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Teorem 2.5. ( )AF ,  M üzərində, ( )BH ,  N üzərində iki intuitiv qeyri-
səlis soft G  –modul olsun, onda ( ) ( )BHAF ,, ×   NM × üzərində intuitiv 
qeyri-səlis soft G –moduldur. 

İsbatı. ( ) ( ) ( )BAGBHAF ×=× ,,,  ( ) ( )ba
ba HFHFbaG ××= ,,  və 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )nHmFnmHFnHmFnmHF baba
baba ∨=×∧=× ,,,  

şəklində təyin edilir. İndi KlkNyyMxx ∈∈∀∈∀ ,,,,, 2121  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,

,,,

,,,

,,,

22
,

11
,

2211

21212121

2121
,

2211
,,

22,11,2211

21212121

2121,2211,,

yxGyxGyHxFyHxF
yHyHxFxFlykyHlxkxF

lykylxkxGyxlyxkGlykxG

yxGyxGyHxFyHxF
yHyHxFxFlykyHlxkxF

lykylxkxGyxlyxkGlykxG

babababa

bbaaba

bababa

babababa

bbaaba

bababa

∨=∨∨∨=

=∨∨∨≤+∨+=

=++=+=+

∧=∧∧∧=
=∧∧∧≥+∧+=

=++=+=+

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,,

,,,
,,,

,,,

yxGyHxFgyHgxFgygxGyxgG

yxGyHxFgyHgxFgygxGyxgG
bababababa

bababababa

=∨≤∨==

=∧≥∧==

 Teorem isbat olundu. 
 Tərif 2.2. ( )AF , , ( )BH ,  M üzərində iki intuitiv  qeyri-səlis soft G -
modul olsun, onların cəmi ( ) ( ) ( )CGBHAF ,,, =+  belə təyin olunur: 

BAC =  və Cc ∈∀  üçün ( ) ( )c
c GGcG ,=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )., bHaFxGbHaFxG cc

bax

c
ccbaxc ∨∧=∧∨=

+=+=
 

 Teorem 2.6. ( )AF , , ( )BH ,  M üzərində iki intuitiv qeyri-səlis soft G -
modul olsun, onda onların cəmi ( ) ( )BHAF ,, +  də M üzərində intuitiv qeyri-
səlis soft G -moduldur. 
 İsbatı. Myx ∈∀ ,  və Cc ∈∀  üçün 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }βα == yGxGyGxG cc
cc ,max,,min   olsun. 0>∀ε  üçün  

( ) ( ) ( )( )bHaFxG ccbaxc ∧∨=<−
+=

εα  , ( ) ( ) ( )( )dHeFyG ccdeyc ∧∨=<−
+=

εα
 

( ) ( ) ( )( )bHaFxG cc

bax

c ∨∧=>+
+=

εβ  , ( ) ( ) ( )( ).bHeFyG cc

dey

c ∨∧=>+
+=

εβ  

yx,  elementlərinin deybax +=+= , ayrılışı üçün. Buradan 
( ) ( )bHaF cc ∧<− εα  və ( ) ( ) ⇒∧<− dHeF ccεα  
( )aFc<− εα , ( )bH c<− εα  və ( )eFc<− εα , ( ) ⇒<− dH cεα  
( ) ( ) ( )eaFeFaF ccc +≤∧<− εα  və ( ) ( ) ( )dbHdHbH ccc +≤∧<− εα  
( ) ( )bHaF cc ∨>+ εβ  və ( ) ( ) ⇒∨>+ dHeF ccεβ  
( ) ( )bHaF cc >+>+ εβεβ ,  və ( ) ( ) ⇒>+>+ dHeF cc εβεβ ,  
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( ) ( ) ( )eaFeFaF ccc +≥∨>+ εβ  və ( ) ( ) ( ).dbHdHbH ccc +≥∨>+ εβ  
( ) ( ) ( ) ( )dbeadebayx +++=+++=+ olduğundan 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ){ } ( )yxGdbHeaF
dbHeaF

cccdbeayx

cc

+=+∧+∨<−
⇒+∧+<−

+++=+
εα
εα

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ){ } ( )yxGdbHeaF

dbHeaF
ccc

dbeayx

cc

+=+∨+∧>+
⇒+∨+>+

+++=+
εβ
εβ

 
ε  ixtiyari olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., yGxGyxGyGxGyxG ccc
ccc ∨=≤+∧=≥+ βα  

İndi ( )xGc=γ , ( )xG c=δ və 0>ε  ixtiyari olsun, onda 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),, kaFaFbHaF

bHaFbHaFxG

cccc

ccccbaxc

≤<−⇒<−<−

⇒∧<−⇒∧∨=<−
+=

εγεγεγ

εγεγ
,

( ) ( ) ( ) ( )kbHkaFkbHbH cccc ∧<−⇒≤<− εγεγ   
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )kbHkaFkbHbH

kaFaFbHaF

bHaFbHaFxG

cccc

cccc

cccc

bax

c

∨>+⇒≥>+
≥>+⇒>+>+

⇒∨>+⇒∨∧=>+
+=

εδεδ
εδεδεδ

εδεδ

,,  

( ) kbkabakkx +=+=  olduğundan 

 
( )

( ) ( ){ } ( )

( )
( ) ( ){ } ( ).

,

kxGkbHkaF

kxGkbHkaF
ccc

bakkx

cccbakkx

=∨∧>+

=∧∨<−

+=

+=

εδ

εγ
  

ε  ixtiyari olduğundan ( ) ( ) ( ) ( )xGkxGxGkxG cc
cc =≥=≥ δγ ,   alınır. 

( ) ( )gaFaFCc cc ≤∈∀  , ( ) ( )gbHbH cc ≤  və 
  ( ) ( )gaFaF cc ≥  , ( ) ( )gbHbH cc ≥ olduğu üçün 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., gbHgaFbHaFgbHgaFbHaF cccc

cccc ∨≥∨∧≤∧  
( ) gbgabaggx +=+=  istifadə edərək 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ).gxGgbHgaFbHaFxG

gxGgbHgaFbHaFxG

ccc

baggx

cc

bax

c

cccbaggxccbaxc

=∨∧≥∨∧=

=∧∨≤∧∨=

+=+=

+=+=
 

 Teorem isbatlandı. 
Tərif 2.3. ( )AF , , ( )BH ,  M üzərində iki intuitiv qeyri-səlis soft G -

modul olsun, onların hasili ( ) ( ) ( )CGBHAF ,,, =⋅ -dir, burada BAC =  və 
Cc ∈∀  üçün  

( )
( )

( ) ( )( ){ } ( )
( )

( ) ( )( ){ }., i
c

i
c

ibax

c
icicibaxc bHaFxGbHaFxG

iiii

∨∨
∑

∧=∧∧
∑

∨=
+=+=  
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Teorem 2.7. M üzərində  iki intuitiv qeyri-səlis soft G -modul ( )AF , , 
( )BH , -nin hasili də M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -moduldur. 

İsbatı. Myx ∈∀ ,  və Cc ∈∀  üçün 
( ) ( ) ( ) ( ) βα =∨=∧ yGxGyGxG cc

cc ,  olsun. 0>∀ε  üçün  

            
( )

( )
( ) ( )( )( )icicibaxc bHaFxG

ii

∧∧
∑

∨=<−
+=

εα  və 

( )
( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )icicicic

icicicic

iciciicici

iciciqpyc

qHbHpFaF
qHpFbHaF

qHpFbHaF

qHpFyG
ii

∧<−∧<−
⇒∧<−∧<−

⇒∧∧<−∧∧<−

⇒∧∧
∑

∨=<−
+=

εαεα
εαεα

εαεα

εα

,
,

,

 
( )

( )
( ) ( )( )( )i

c
i

c

ibax

c bHaFxG
ii

∨∨
∑

∧=>+
+=

εβ  və 

( )
( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )i

c
i

c
i

c
i

c
i

c
i

c
i

c
i

c

i
c

i
c

ii
c

i
c

i

i
c

i
c

iqpy

c

qHbHpFaF
qHpFbHaF

qHpFbHaF

qHpFyG
ii

∨>+∨>+

⇒∨>+∨>+

⇒∨∨>+∨∨>+

⇒∨∨
∑

∧=>+
+=

εβεβ
εβεβ

εβεβ

εβ

,

,

,
 

i∀  üçün. 
Buradan   

( ) ( ) ( ) ( )ii
c

ii
c

iiciic qbHpaFqbHpaF +∨+>++∧+<− εβεα ,   
i∀  üçün      

( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ).

,

yxGqbHpaF

yxGqbHpaF

c
ii

c
ii

c

iqpbayx

ciiciiciqpbayx

iiii

iiii

+=+∨+∨
∑

∧>+

+=+∧+∧
∑

∨<−

+++=+

+++=+

εβ

εα

 

Beləliklə, ε  ixtiyari olduğundan 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., yGxGyxGyGxGyxG ccc

ccc ∨≤+∧≥+  
İndi ( )xGc=γ , ( )xG c=δ  olsun. 0>∀ε  üçün 

( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( ){ } ( ) ( )icicicici

icicibaxc

bHaFbHaF

bHaFxG
ii

∧<−⇒∧∧<−

⇒∧∧
∑

∨=<−
+=

εγεγ

εγ
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( )( ) ( )kxGkbHkaFkbHkaF

kbHkaFbHaF

cicicibakkxicici

icicicic

ii

=∧∧
∑

∨≤∧∧<−
⇒∧≤∧≤−

+=
εγ
εγ
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c
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bHaFbHaF

bHaFxG
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⇒∨∨
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∧=>+
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εδεδ

εδ
 

( ) ( ) ( ) ( )
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i
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i
c

i
c

i
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εδ
εδ

 

ε  ixtiyari olduğundan ( ) ( ) ( ) ( )xGkxGxGkxG cc
cc ≤≥ ,  alınır. 

GgCc ∈∈ ,  və Mx ∈  olsun 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )iciciicici

icicicicicic

gbHgaFbHaF
gbFgaFbFaFgaFaF
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⇒∧≤∧⇒≤
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=∧∧
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∑
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gbHgaFbHaFxG
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c

i
c
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i
c
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≤⇒=

=∨∨
∑

∧≥∨∨
∑

∧=
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Teorem isbatlandı. 

M bir −G  modul və MN , -nin alt modulu olsun. Əgər N  alt 
modulu G  qrupunun təsiri altında invariantsa, yəni Gg ∈∀  və Nn ∈  üçün 

Nng ∈⋅  isə N  alt moduluna G  -alt modul deyilir. 
Tərif 2.4. ( )AF ,  M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -modul olsun, 

( )NAF ,  intuitiv qeyri-səlis soft çoxluğu Aa ∈∀  üçün  

( ) ( ) [ ]1,0:, →= NFFaF N
a

aN  ( )aF -nın N -ə daralması kimi təyin edilsin. 

Teorem 2.8. ( )AF ,  M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -modul 
olsun, o zaman ( )NAF , N üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -moduldur. 

İsbatı. NyxKlk ∈∈∀ ,,,  və Aa ∈∀  üçün 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )yFxFlykxF

yFxFyFxFlykxFlykxF

NaNaNa

NaNaaaaNa

∧≥+

⇒∧=∧≥+=+
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )yFxFlykxF

yFxFyFxFlykxFlykxF

N
a

N
a

N
a

N
a

N
aaaa

N
a

∨≤+

⇒∨=∨≤+=+
 

Gg ∈∀  və Nx ∈  üçün 
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( ) ( ) ( ) ( )xFxFgxFgxF NaaaNa =≥= , ( ) ( ) ( ) ( )xFxFgxFgxF N
aaa

N
a =≤=  

M  G -modul, N  G -alt modul, ( )AF ,  M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft 
G -modul olsun. ( )NMSPFAF →:~

 intuitiv qeyri-səlis soft çoxluğu 
( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) ( ) ( )( )NxFNxFnxFNxF

NMFFaF
a

Nn

a
aNna

a
a

+∧=++∨=+

→=

∈∈

~,~
,1,0:~,~~

  

düsturu ilə verək. 
Teorem 2.9. ( )AF ,  M üzərində intuitiv qeyri-səlis soft G -modul, 

N M -nin G -alt modulu olsun, onda  ( )AF ,~ NM  faktor modulu üzərində 
intuitiv qeyri-səlis soft G -moduldur. 

İsbatı. MyxKlk ∈∈∀ ,,,  və Aa ∈∀  üçün 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ),~~

~~

21

2121

21212`1

21

NyFNxFnyFnxF

nyFnxFnylFnxkF

nylnxkFnlnknnlknlykxF

nlykxFNlykxFNylNxkF

aaaNnaNn

aaNnaa

aNnaNn

aNnaa

+∧+=


 +∨∧


 +∨≥

≥+∧+∨≥+∧+∨

≥+++∨=⋅+⋅=⋅+++∨

=++∨=++=+++

∈∈

∈

∈∈

∈

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
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( ) ( ) ( ) ( ).~~
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21

2121

21212`1

21
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Nn
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Nn
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Nn

a

Nn

a

Nn

aa

+∨+=


 +∧∨


 +∧≤

≤+∨+∧≤+∨+∧

≤+++∧=⋅+⋅=⋅+++∧

=++∧=++=+++

∈∈

∈

∈∈

∈

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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~~

11

1

1

NxFnxFnxgF

gngxFngxFNgxFNxgF
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aanaa
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=+∨=+∨=+=+

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ),~

~~

11

1

1

NxFnxFnxgF

gngxFngxFNgxFNxgF
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Teorem isbatlandı. 
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ИНТУИТИОНИСТИЧЕСКИЕ НЕЧЕТКИЕ СОФТ G -МОДУЛИ  
K.M.ВЕЛИЕВА, С.A.БAЙРAМОВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Интуитионистические нечеткие софт модули были введены и изучены с Ч. Арас  

и С.А. Байрамовым. В этой работе вводятся интуитионистические нечеткие софт модули 
с действием некоторой группы G  и изучается вопрос замкнутости этих G -модулей 
относительно алгебраических операций. 

  
Ключевые слова: нечеткие множества, софт множества, интуитионистические 

нечеткие софт множества, интуитионистические нечеткие софт модули, интуитио-
нистические нечеткие софт G -модули. 
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INTUITIONISTIC FUZZY SOFT G -MODULES 
 

K.M.VALIYEVA, S.A.BAYRAMOV 
 

SUMMARY 
 

The main purpose of this paper is to introduce a basic version of intuitionistic fuzzy soft 
G -module theory, which extends the notion of module by including some algebraic structures 
in soft sets. Finally, we investigate some basic properties of the intuitionistic fuzzy soft 

−G module. 
  
Key words: fuzzy sets, soft sets, intuitionistic fuzzy soft sets, intuitionistic fuzzy soft 

modules, intuitionistic fuzzy soft G -modules. 
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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИСКРЕТНОГО 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С  НЕРАЗДЕЛЕННЫМ  
ГРАНИЧНЫМ  УСЛОВИЕМ ВО ВНУТРЕННИХ  

И КОНЕЧНЫХ ТОЧКАХ 
 

Ш.А.ФАРАДЖЕВА  
Бакинский Государственный Университет,  

НИИ Прикладной математики 
f.sherqiyye@yahoo.com 

          
В статье предлагается алгоритм решения задачи дискретного оптимального 

управления с неразделенным трехточечным  граничным условием. Показано, что такие 
граничные задачи могут быть применимы к многим практическим задачам, включая 
процесс эксплуатации нефтяных скважин методом газлифта. 
 

Ключевые  слова:  задача дискретного оптимального управления, трехточечные 
граничные условия, градиент функционала, уравнение Эйлера-Лагранжа, газлифт. 

 
Известно, что одним из методов эксплуатации нефтяных скважин 

является метод газлифта. Не эффективность использование фонтанного 
способа при уменьшение пластового давления, выводить на первый план 
применение этого метода. Этот метод позволяет извлекать нефтегазовый 
смесь путем закачивание газа в скважину, что  дает возможность исполь-
зовать газ в качестве управляющего параметра. Очевидно, что постановки 
задачи оптимального управления газлифтного процесса необходимо раз-
работка математической модели. Заметим, что в работах [1,2] был по-
строен один модель газлифтного процесса и на основе этой модели разра-
ботан алгоритм построение программной траектории и управления задачи 
[3,5]. В работах [6-8] была рассмотрена задача оптимальной стабилизации 
и построен алгоритм для оптимального регулирования нефтедобычи. 
Здесь также был разработан асимптотический метод для построения оп-
тимального режима газлифтного процесса. Данный метод используется и 
для определения гидравлического сопротивления в трубах [9,10]. 

Необходимо отметить, что основной задачей газлифтного процесса 
является излечение газожидкостной смеси путем регулирование закачи-
ваемого газа в скважину. Практика показывает, что возможно извлечь до 
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40% газожидкостной смеси образованной на дне пласта. В работах [11-
13] были предложены такие граничные условия, которые позволяют тео-
ретически существенно увеличить дебит. В [14] данная методика приме-
няется для основной модели газлифта, где задача сводится к задаче опти-
мального управления с неразделенными трехточечными граничными ус-
ловиями во внутренних и конечных точках. В сказанной  работе задача, в 
случае непрерывности, решается методом повышения размерности, а в 
[15] методом прогонки. Кроме того, в данной работе использованы неко-
торые результаты полученные в [16-18]. 

В представленной статье предлагается метод прогонки для решения 
задачи для дискретного оптимального управления с неразделенными 
трехточечными условиями во внутренних и конечных точках. 

Постановка задачи 
Предположим, что как и в работах  [14, 15], движение объекта в ин-

тервале    ],(),,0[ Tττ  описывается уравнением 
υ++= GuFxx   ,              (1)  

удовлетворяющее начальному условию 
( ) xx =0  ,               (2) 

и граничному условию 
)()( TBxAx =τ  .              (3) 

Нужно найти такое решение задачи(1)-(3), чтоб оно дало минималь-
ное значение функционалу  

∫ ′+′+′=
T

f dttCututRxtxTxSTxJ
0

)]()()()([
2
1)()(

2
1 .           (4) 

 Для этой непрерывной задачи в работе [1] был применен метод 
прогонки и предложен соответствующий алгоритм. 

Теперь рассмотрим дискретный случай. Если управляющая функция 
u  является частично постоянной и матрицы CRGF ,,,, υ  постоянны, то 
непрерывную задачу оптимального управления  (1)-(4) нетрудно привести 
к  дискретному задачу:  

 1 , 0,1,..., 1, , 1,..., 1i i i i i ix x u v i s s s lψ+ = + Γ + = − + −  ,     (5) 

0x x=  ,               (6) 

s lAx Bx= ,                 (7) 

[ ]
1

0

1 1
2 2

l

l f l i i i l i i
i

J x S x x R x u C u
−

=

′ ′ ′= + +∑ ,           (8) 

где матрицы  iii v,,Γψ  определяются следующим образом: 

 .)(,)(,
0

1 GdeEeFve F
i

F
i

F
i ξυψ ξ∫

∆
∆−∆ =Γ−==  
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Как и в [1] предположим, что 0, 0, 0f f i i i iS S R R C C′ ′ ′= > = > = > .  
Теперь построим обобщенный функционал.

  
[ ] [ ] [ ]

1

1
0

1 1
2 2

l

l f l i i i l i i i i i i i i i s l
i

J x S x x R x u C u x u v x Ax Bxλ ψ ν
−

+
=

 ′ ′ ′ ′ ′= + + + + Γ + − + − 
 

∑
    

(9) 

Приравнивая к нулю градиент функционала к нулю, то есть 
0gradJ =  получим  

0

0, 0, 0, 0, 0
i i s l

J J J J J
u x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,
 

Откуда имеем   

1 10 0i i i i i i i i
i

J u C C u
u

λ λ+ +
∂ ′ ′ ′= ⇒ + Γ = ⇒ = −Γ ⇒
∂

 

1
1 , 0, 1i i i iu C i lλ−

+= − Γ = −          (10) 

1 10 0 0i i i i i i i i i i
i

J x R R x
x

λ ψ λ ψ λ λ+ +
∂ ′ ′ ′ ′= ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒
∂

 

1, 0, , 0, ,i i i i iR x i l i s lλ ψ λ +′= + = ≠                  (11) 

10 0s s s s s
i

J x R A
x

λ ψ λ ν+
∂ ′ ′ ′ ′= ⇒ + − + = ⇒
∂

 

1s s s s sR x Aλ ψ λ ν+′ ′= + +           (12) 

0 0 0l f l f l l
l

J x S B S x B
x

λ ν λ ν∂ ′ ′ ′ ′= ⇒ − − = ⇒ − − = ⇒
∂

 

l f lS x Bλ ν′= −                   (13) 
Здесь делая замену  

1
i i i iM C− ′= Γ Γ                   (14) 

Получим ,что уравнение (5) примет вид 
( )1 1

1 1 1

1

i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i

x x u v x C v x c v

x M v

ψ ψ λ ψ λ

ψ λ

− −
+ + +

+

= + Γ + = + Γ − Γ + = − Γ Γ + =

= − +    

(15) 

Таким образом, уравнение Эйлера-Лагранжа будет выглядеть так:  
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1 1

1

0

1

, 0, 1

, 0, , , 0,

,
0

l

i i i i i i

i i i i i

s l

s s s s s

l f

x x M v i l

R x i s e i l

x
Ax Bx
R x A

S x B

ψ λ

λ ψ λ
λ

λ ψ λ ν
λ ν

+ +

=

+

= − + = −


′ = + ≠ =

=


− = 
′ ′= + + 

′ = − 

                 (16) 

Метод прогонки. 
Для решение системы уравнения (16), iλ  будем искать в виде 

i i i i iS x Nλ ν ω= + +              (17)

  Подставляя это во второе уравнение в (16) получим

 

[ ]1 1 1 1 1

1 1 1 1

i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

S x N R x R x S x N

R x S x N

ν ω ψ λ ψ ν ω

ψ ψ ν ψ ω
+ + + + +

+ + + +

′ ′+ + = + = + + + =

′ ′ ′= + + +
 

Откуда имеем: 

1 1 1 1 0i i i i i i i i i i i i iS x R x S x N Nψ ν ψ ν ω ψ ω+ + + +
′ ′ ′− − + − + − =  .     (18) 

Учтя выражение 

1 1 1 1 1i i i i is x Nλ ν ω+ + + + += + +  
в первом уравнение (16) получаем  

[ ]1 1 1 1 1 1 1 1 1i i i i i i i i i i i i i i i i i i ix x M S x N v x M S x M N M vψ ν ω ψ ν ω+ + + + + + + + += − + + + = − − − +  , (19) 
откуда  выходит   

[ ]1 1 1 1i i i i i i i i i iE M S x x M N M vψ ν ω+ + + ++ = − − +  
или  

[ ] [ ]1
1 1 1 1i i i i i i i i i ix E M S x M N M vψ ν ω−

+ + + += + ⋅ − − +   .                (20)  
Принимая во внимание (20) в (18) имеем: 

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1
1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1

1

i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i

i i i i i i

S x R x S E M S x M N M v

N N

S x R x S E M S x S E M S M N

S E M S M S E M S v

N N

ψ ψ ν ω

ν ψ ν ω ψ ω

ψ ψ ψ ν

ψ ω ψ

ν ψ ν ω ψ

−
+ + + +

+ +

− −
+ + + + +

− −
+ + + + +

+

′− − + ⋅ − − + +

′ ′+ − + − =

′ ′= − − + + + +

′ ′+ + − + +

′+ − + − 1 0iω +
′ =
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Здесь, группируя слагаемые по ix  и ν получим, что 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 0

i i i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

S R S S E M S x S E M S M N N N

S E M S M

ψ ψ ψ ψ ψ ν

ψ ω ω ϕ ω

− −
+ + + + + + +

−
+ + + +

   ′ ′ ′ ′− − + + + + − +   
 ′ ′+ + + − =   (21) 

oткуда выходят следующие реккурентные соотношение:

 

( ) 1
1i i i i i iS R E M Sψ ψ−

+′= + +                  (22) 

( ) 1
1 1i i i i i iN E M S M Nψ −

+ +
 ′= +                                     (23) 

( ) 1
1 1 1i i i i i i iE S E M S Mω ψ ω−

+ + +
 = − +               (24) 

Положив  i=0  в (17) получим    

0 0 0 0oS x Nλ ν ω= + +  
 или 

0 0 0 0oN S xλ ν ω− = +              (25) 
При  i=l из (16) и (17) имеем: 

l l l l l fS x N S Bλ ν ω ν= + + = −  
Откуда получается следующие условия 

l fS S=      ,              (26) 

lN B= −    ,              (27) 
0lω =    .                         (28) 

Теперь в (17) возьмем i=s и учтем условие (16).Тогда 

[ ]1 1 1 1 1

1 1 1 1

s s s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s

S x N R x A R x S x N A

R x S x N A

λ ν ω ψ λ ν ψ ν ω ν

ψ ψ ν ψ ω ν

+ + + + +

+ + + +

′ ′′ ′= + + = + + = + + + + =

′ ′ ′ ′= + + + +

          

Откуда перенося все слагаемые в левую сторону, получим   

1 1 1 1 0s s s s s s s s s s s s sS x N R x S x N Aν ω ψ ψ ν ψ ω ν+ + + +
′ ′ ′ ′+ + − − − − − =  (29) 

В первом уравнение (16) возьмем i=s а в (17) i=s+1 имеем 
[ ]1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s

x x M x M S x N
x M S x M N M
ψ λ ψ ν ω

ψ ν ω
+ + + + + +

+ + + +

= − = − + + =
= − − −

   

Тогда  получаем 
[ ]1 1 1 1s s s s s s s s sE M S x x M N Mψ ν ω+ + + ++ = − −  
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или 

[ ] [ ]1
1 1 1 1s s s s s s s s sx E M S x M N Mψ ν ω−

+ + + += + ⋅ − −         (30) 
Принимая во внимание (30) в (29) получим  

[ ] [ ]1
1 1 1 1

1 1 0

s s s s s s s s s s s s s s s s

s s s s

S x N R x S E M S x M N M

N A

ν ω ψ ψ ν ω

ψ ν ψ ω ν

−
+ + + +

+ +

′+ + − − ⋅ + ⋅ − − −

′ ′ ′− − − =
 

Группируем в этом равенстве слагаемые по  sx и ν  , 

[ ]

[ ]

[ ]

1
1 1

1
1 1 1 1

1
1 1 1 1 0

s s s s s s s s

s s s s s s s s s

s s s s s s s s s

S R S E M S x

N N S E M S M N A

S E M S M

ψ ψ

ψ ψ ν

ω ψ ω ψ ω

−
+ +

−
+ + + +

−
+ + + +

 ′− − ⋅ + ⋅ + 
 ′ ′ ′+ − + ⋅ + − ⋅ + 
 ′ ′+ − + ⋅ + = 

 

Отсюда получаем следующие представление 

[ ] 1
1 1s s s s s s ss R s E M sψ ψ−

+ +
′= + ⋅ +             (31) 

[ ] 1
1 1 1s s s s s s sN E s E M s M N Aψ −

+ + +
 ′ ′= − ⋅ + −             (32) 

[ ] 1
1 1 1s s s s s s sE s E M s Mω ψ ω−

+ + +
 ′= − ⋅ +           (33) 

 lBx−  будем искать в виде: 

0,l i i i iBx N x n W i lν′− = + + =                   (34) 
Предположим, что данная формула справедлива для любого i и при-

нимая во внимание (20) будем иметь 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

N x n W N x n W

N E M S x M N M v n W

N E M S x n N E M S M N

W N E M S M v

ν ν

ψ ν ω ν

ψ ν

ω

+ + + +

−
+ + + + + +

− −
+ + + + + +

−
+ + + +

′ ′+ + = + + =

 ′= + ⋅ − − + + + = 
 ′ ′= + + − + + 

′+ − + ⋅ −

 

         Так как in  и v  произвольные, то 

( ) 1
1 1i i i i iN N E M S ψ−

+ +
′ ′= +    

или 

( ) 1
1 1i i i i iN E M S Nψ −

+ +
′ ′= +              (35) 
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( ) 1
1 1 1 1i i i i i i in n N E M S M N−

+ + + +′= − +            (36) 

( ) ( )1
1 1 1 1i i i i i i i iW W N E M s M vω−

+ + + +′= − + ⋅ − .        (37) 
В (34) для i=l  получим 

l l l l lBx N x n Wν′− = + + , 

 Откуда получаем следующие условия  
, 0, 0l l lN B n W′= − = =                     (38) 

Воспользуясь условиями (38) решая уравнение (35) и (37) находим вплоть 
до 1i s= + , значение , ,i i iN n W  . Теперь написав (34) для i=s, получим 

l s s s sBx N x n Wν′− = + + . 

 Тогда из (7) имеем  

0s s s s sAx N x n Wν′+ + + =   
или 

( )s s s sA N x n Wν′+ + = −               (39) 

Используя равенство (7) в (34) при i=0, получим 

0 0 0 0sAx N x n Wν′− = + +  
или 

0 0 0 0sAx n N x Wν ′+ = − −   .           (40) 
Соединив уравнении (25), (39) и (40) в одной системе, получим следую-
щею алгебраическое систему уравнение  

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0
0
0

s s s s

E N x S x
A N n x W

A n N x W

ω

ν

 − +        ′+ ⋅ = −          ′   − +  

  

 . 

      (41) 

Подставляя i=s в первом уравнение (16)  , а в (17) i=s+1 будем иметь 
[ ]1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s

x x M v x M S x N v
x M S x M N M v
ψ λ ψ ν ω

ψ ν ω
+ + + + + +

+ + + +

= − + = − + + + =
= − − − + .

 

Откуда  выходит, что 
( )1 1 1 1 1 1s s s s s s s s s s s s sE M S x x M S x M N M vψ ν ω+ + + + + ++ = − − − +   

или 

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1s s s s s s s s s s s s sx E M S x M S x M N M vψ ν ω−

+ + + + + += + − − − + .(42) 
С другой стороны, при i=s  из (17) получаем 
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s s s s sS x Nλ ν ω= + + . 
Вычитая из этого равенство четвертую формулу  (16):  

[ ]1 1 1 1 1

1 1 1 1

s s s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s

S x N R x A R x S x N A

R x A S x N

λ ν ω ψ λ ν ψ ν ω ν

ν ψ ψ ν ψ ω

+ + + + +

+ + + +

′ ′′ ′= + + = + + = + + + + =

′ ′ ′′= + + + +
 

получим 

1 1 1 1 0s s s s s s s s s s s s sS x N R x A S x Nν ω ν ψ ψ ν ψ ω+ + + +
′ ′ ′′+ + − − − − − = . 

Здесь принимая во внимание для 1sx + выражение (42), имеем 

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

1 1 0

s s s s s s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s

S x R x A S E M S x M S x M N M v

N N

ν ψ ψ ν ω

ψ ν ψ ω ν ω

−
+ + + + + +

+ +

′′− − − + − − − + −

′ ′− − + + =
  

 или 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1

1 1 0

s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s

s s s s s s

S x R x A s E M S x

S E M S M S x S E M S M N

S E M S M s E M S v

N N

ν ψ ψ

ψ ψ ν

ψ ω ψ

ψ ν ψ ω ν ω

−
+ +

− −
+ + + + + + +

− −
+ + + + +

+ +

′′− − − + +

′ ′+ + + + +

′ ′+ + − + −

′ ′− − + + =

 

Откуда группируя слагаемые по sx и ν   

( )

( )

( ) ( )

1
1 1

1
1 1 1 1

1
1 1 1 1 0

s s s s s s s s

s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s

S R S E M S x

N N S E M S M N A

S E M S M v

ψ ψ

ψ ψ ν

ω ν ψ ω ψ ω

−
+ +

−
+ + + +

−
+ + + +

 ′− − + + 
 ′ ′ ′+ − + + − + 
 ′ ′+ − − + + − =  .

 

В конечном итоге получаем: 

( ) 1
1 1s s s s s s sS R S E M Sψ ψ−

+ +
′= + +             (43) 

( ) 1
1 1 1s s s s s s sN A E S E M S M Nψ −

+ + +
 ′′= + − +            (44) 

( ) ( )1
1 1 1 1 1s s s s s s s s s s s sE S E M S M E M Sω ψ ω ψ ω ν−

+ + + + +
 ′ ′= − + + +    . (45) 
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DAXİLİ VƏ SON NÖQTƏLƏRDƏ AYRILMAYAN ÜÇNÖQTƏLİ SƏRHƏD ŞƏRTLİ  
DİSKRET OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNİN HƏLL ALQORİTMİ 

 
Ş.A.FƏRƏCOVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə daxili və son nöqtələrdə ayrılmayan üçnöqtəli sərhəd şərtli diskret optimal  

idarəetmə məsələsinin həll alqoritmi təklif edilir. Göstərilir ki, belə sərhəd şərtli məsələlər bir 
sıra praktiki məsələlərə, o cümlədən, neft quyularının qazlift üsulu ilə istismarı 
zamanı tətbiq oluna bilər. 

 
Açar sözlər: diskret optimal idarəetmə məsələsi, üçnöqtəli sərhəd şərtləri, funksionalın 

qradiyenti, Eyler –Lagranj tənlikləri, qazlift. 
 

 
 

ALGORITHM OF SOLVING THE PROBLEM OF DISCRETE OPTIMAL CONTROL  
WITH UNLIMITED BOUNDARY CONDITION IN INNER AND END POINTS 

 
Sh.A.FARAJOVA 

 
SUMMARY 

 
       The algorithm for solving the problem of discrete optimal control with an unshared three-
point boundary condition is proposed in the article. It is shown that such boundary-value prob-
lems can be applied to many practical problems, including the operation of oil wells by the gas 
lift method. 

 
Keywords: Discrete optimal control problem, three-point boundary conditions, 

functional gradient, Euler-Lagrange equation, gas-lift 
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BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№3       Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası   2018 

 
 
 
УДК 517.977.56 
 

ОБ ОДНОЙ СТУПЕНЧАТОЙ ДИСКРЕТНОЙ  
ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ  

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 

К.Б.МАНСИМОВ*,**, Т.Ф.МАМЕДОВА** 

*Бакинский Государственный Университет 
**Институт Систем Управления НАН Азербайджана 

kamilbmansimov@gmail.com 
 

Рассматривается одна ступенчатая задача оптимального управления дискрет-
ными двухпараметрическими системами. Установлено необходимое условие оптималь-
ности. 

 
Ключевые слова: ступенчатая задача управления, дискретная двухпараметриче-

ская система, система Форназини-Маркезини, необходимое условие оптимальности. 
 
В работах [1-7] и др. изучены ряд задач оптимального управления с 

дискретными двухпараметрическими системами. В предлагаемой работе 
рассматривается задача оптимального управления ступенчатыми двухпа-
раметрическими системами. Доказано необходимое условие оптимально-
сти в форме дискретного условия максимума. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, описывае-

мый системой нелинейных дискретных двухпараметрических уравнений 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,1,,,1,,,,1,1 xtuxtzxtzxtzxtfxtz ++=++  
( ) ( ){ }1...,,1,;1...,,1,:,, 001001 −+=−+==∈ XxxxttttxtDxt ,                     (1) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,1,,,1,,,,1,1 xtvxtyxtyxtyxtgxty ++=++  

( ) ( ){ }1...,,1,;1...,,1,:,, 002112 −+=−+==∈ XxxxttttxtDxt , 
с краевыми условиями 

                                          

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ),
,...,,1,,,

,...,,1,,,

010

10010

000

tx

tttttxtz

Xxxxxxtz

βα

β

α

=

+==

+==
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( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( ).,,

,...,,1,,,

,...,,1,,,,,

12010

21120

0011

txtzxG

tttttxty

XxxxxtzxGxty

β

β

=

+==

+==

                       (2) 

Здесь ( )uqpzxtf ,,,,, 11 , ( )( )vqpyxtg ,,,,, 22  – заданная n  ( )m -мерная 
вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с ча-
стными производными по ( )11,, qpz , ( )( )22 ,, qpz , ( )xα , ( )tiβ , 2,1=i  – за-
данные дискретные вектор-функции соответствующих размерностей, 

( )zG  – заданная непрерывно дифференцируемая m -мерная вектор-функ-
ция, Xxttt ,,,, 0210  – заданные числа, ( )xtu , , ( )xtv ,  – 1r  и 2r  мерные дис-
кретные вектор-функции со значениями из заданных непустых и ограни-
ченных множеств U  и V , т.е. 

( ) ( )
( ) ( ) .,,,

,,,,

2

1

2

1

DxtRVxtv

DxtRUxtu
r

r

∈⊂∈

∈⊂∈
                                                        (3) 

Пару ( ) ( )( )xtvxtu ,,,  удовлетворяющую этим ограничениям назовем 
допустимым управлением. 

На решениях краевой задачи (1)-(2) порожденных всевозможными 
допустимыми управлениями определим функционал 

( ) ( )( ) ( )( )XtyXtzuS ,, 2211 ϕϕ += .                                                      (4) 
Здесь ( )z1ϕ , ( )y2ϕ  – заданные непрерывно дифференцируемые ска-

лярные функции. 
Допустимое управление ( ) ( )( )xtvxtu ,,,  доставляющий минимум 

функционалу (4) при ограничениях (1)-(3) назовем оптимальным управ-
лением, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtvxtu ,,,,,,,  – опти-
мальным процессом. 

 
Построение формулы для приращения критерия качества. 

Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtvxtu ,,,,,,, οοοο  – фиксированный допустимый про-
цесс. 

Предположим, что множества 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ },,,,,,,1,,,1,,,,:

,1,,,1,,,,

111 DxtUxtuxtuxtzxtzxtzxtf

Uxtzxtzxtzxtf

∈∈++==

=++
οοο

οοο

γγ
 (5) 

              
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }222 ,,,,,,1,,,1,,,,:

,1,,,1,,,,

DxtVxtvxtvxtyxtyxtyxtg

Vxtyxtyxtyxtg

∈∈++==

=++
οοο

οοο

γγ
 

при всех ( )xt,  выпуклы. 
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Пусть [ ]1,0∈ε  произвольное число, а ( ) Uxtu ∈, , ( ) 1, Dxt ∈ , 
( ) Vxtv ∈, , ( ) 2, Dxt ∈  произвольные допустимые управляющие функции 

такие, что выполняются соотношения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[

( ) ( ) ( ) ( )( )]
( ) ( ) ( ) ( )( ),,,;1,,;,1,;,,,

,,;1,,;,1,;,,,

,,;1,,;,1,;,,,;1,1

xtuxtzxtzxtzxtf

xtuxtzxtzxtzxtf

xtuxtzxtzxtzxtfxtz

ο

ο

εεε

εεε

εεεεε

+++

+++−

−++=++

     (6) 

            
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[

( ) ( ) ( ) ( )( )]
( ) ( ) ( ) ( )( ),,,;1,,;,1,;,,,

,,;1,,;,1,;,,,

,,;1,,;,1,;,,,;1,1

xtvxtyxtyxtyxtg

xtvxtyxtyxtyxtg

xtvxtyxtyxtyxtgxty

ο

ο

εεε

εεε

εεεεε

+++

+++−

−++=++

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ),
,...,,1,,;,

,...,,1,,;,

010

10010

000

tx

tttttxtz

Xxxxxxtz

βα

βε

αε

=

+==

+==

                                            (7) 

                           
( ) ( )( )

( ) ( ) ....,,1,,;,

,...,,1,,;,,;,

21120

0011

tttttxty

XxxxxtzxGxty

+==

+==

βε

εε
 

Пусть по определению 

( ) ( ) ;;,,
0=∂

∂=
εε

εxtzxta   ( ) ( ) .;,,
0=∂

∂=
εε

εxtyxtb                                       (8) 

В силу условий гладкости наложенные на вектор-функции 
( )uqpzxtf ,,,,, 11 , ( )vqpyxtg ,,,,, 22 , ( )zxG ,  из (6)-(7) получаем, что ( )xta ,  

и ( )xtb ,  являются решениями, соответственно, следующих краевых задач 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )[
( ) ( ) ( ) ( )( )],,,1,,,1,,,,

,,1,,,1,,,,

1,,,1,,,1,,,,

,1,,1,,,1,,,,

,,,1,,,1,,,,1,1

1

1

xtuxtzxtzxtzxtf

xtuxtzxtzxtzxtf

xtaxtuxtzxtzxtzxtf

xtaxtuxtzxtzxtzxtf

xtaxtuxtzxtzxtzxtfxta

q

p

z

οοοο

οοο

οοοο

οοοο

οοοο

++−

−+++

+++++

+++++

+++=++

           (9) 

   
( )

( ) ,...,,1,,0,

,...,,1,,0,

1000

000

ttttxta

Xxxxxta

+==

+==
                                                    (10) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )[
( ) ( ) ( ) ( )( )],,,1,,,1,,,,

,,1,,,1,,,,

1,,,1,,,1,,,,

,1,,1,,,1,,,,

,,,1,,,1,,,,1,1

2

2

xtvxtyxtyxtyxtg

xtvxtyxtyxtyxtg

xtbxtvxtyxtyxtyxtg

xtbxtvxtyxtyxtyxtg

xtbxtvxtyxtyxtyxtgxtb

q

p

y

οοοο

οοο

οοοο

οοοο

οοοο

++−

−+++

+++++

+++++

+++=++

         (11) 

( ) ( )( ) ( )
( ) ....,,1,,0,

,...,,1,,,,,,

2110

00111

ttttxtb

XxxxxtaxtzxGxtb z

+==

+== ο

                             (12) 

Пусть ( )xt,1
οψ , ( )xt,2

οψ  пока неизвестные n  и m  мерные, соответст-
венно, вектор-функции. 

Положим 
( ) ( )u,q,p,z,x,tf,u,q,p,z,x,tH 111111

οο ψψ ′= ,  

( ) ( )v,q,p,y,x,tg,v,q,p,y,x,tM 222222
οο ψψ ′= , 

( ) ( )οψ111 ,,,,,,, uqpzxtHxtH zz ≡ , 
( ) ( )οψ111 ,,,,,,,

11
uqpzxtHxtH pp ≡ , 

( ) ( )οψ111 ,,,,,,,
11

uqpzxtHxtH qq ≡ , 

( ) ( )οψ 222 ,,,,,,, vqpyxtMxtM yy ≡ , 

( ) ( )οψ 222 ,,,,,,,
22

vqpyxtMxtM pp ≡ , 

( ) ( )οψ 222 ,,,,,,,
22

vqpyxtMxtM qq ≡ . 
Умножая обе части соотношения (9) ((11)) слева скалярно на ( )xt,1ψ  

( )( )xt,2ψ , а затем суммируя обе части полученного тождества по 1D  ( )2D , 
будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ),,

1,,,1,,,1,1,

1 1

,

1 11 1

1

1

0 0

1

0 0

11

1

0 0

∑ ∑

∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

∆+

++′++′+′=++′

t

tt

X

xx
xtu

t

tt

X

xx
qpz

t

tt

X

xx

xtH

xtaxtHxtaxtHxtaxtHxtaxtψ
 (13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ).,

1,,,1,,,1,1,

1 1

,

1 11 1

2

2

1 0

2

1 0

22

2

1 0

∑ ∑

∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

∆+

++′++′+′=++′

t

tt

X

xx
xtv

t

tt

X

xx
qpz

t

tt

X

xx

xtM

xtbxtMxtbxtMxtbxtMxtbxtψ
 (14) 

Далее сделая замену переменных τ=+1t , sx =+1 , получим 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−−′+−−′−−−′+

+−−′−−−′+−−′−

−−−′=−−′+−−′−

−−−′=−−′=++′

∑∑

∑

∑ ∑

∑∑ ∑∑ ∑

−

=

−

=

−

=

−

= +=

+=+= +=

−

=

−

=

1

1

1

00100001

001

1

11101011

111

1

1
1001

1
111

1 1
1

1 1

1

1

00

0

1

0 0

0

1

0 0

1

0 0

,1,1,1,1,1,1

,1,1,1,1,1,1

,1,1,1,1,1,1

,1,1,1,11,1,

t

tt

X

xx

X

xx

t

tt

X

xx

X

xx

t

tt

X

xx

t

tt

X

xx

XtaXtxtaxtxtaxt

XtaXtxtaxtxtaxt

XtaXtxtaxtxtaxt

xtaxtxtaxtxtaxt

ψψψ

ψψψ

ψψψ

ψψψ

    (15) 

                   ( ) ( ) ( ) ( ).,1,1,1,1
1 1

1

1

001

1

0 0

1

0

∑ ∑∑
−

=

−

=

−

=

−−′+−−′−
t

tt

X

xx

t

tt
xtaxtxtaxt ψψ  

Аналогично получаем, что 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).,1,1,1,1

,1,1,1,1,1,1

,1,1,1,1,1,1

,1,1,1,1,1,1

,1,1,1,11,1,

1 1

2

1

002

1

2

1

112

1

222

0101211202022

212

1

1
2112

1
222

1 1
2

1 1

2

2

1 0

2

1

2

100

2

1 0

0

2

1 0

2

1 0

∑ ∑∑

∑∑∑

∑ ∑

∑∑ ∑∑ ∑

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−
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+=+= +=

−

=

−

=

−−′+−−′−

−−−′+−−′−−−′−

−−−′+−−′−−−′−

−−−=−−′+−−′−

−−−′=−−′=++′

t

tt

X

xx

t

tt

t

tt

X

xx

X

xx

t

tt

X

xx

X

xx

t

tt

X

xx

t

tt

X

xx

xtbxtxtbxt

XtbXtxtbxtxtbxt

xtbxtXtbXtxtbxt

XtbXtxtbxtxtbxt

xtbxtxtbxtxtbxt

ψψ

ψψψ

ψψψ

ψψψ

ψψψ

 (16) 

Далее 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),,,1,,1

,,1,,1,1,

1 11

00

1

11
1

11 1

1

0 0
1

0
1

0
1

1

0 0
1

1

0 0
1

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑

−

=

−

=

−

=

−

=+=

−

=

−

=

−

=

−′+−′−

−−′=−′=+′

t

tt

X

xx
p

X

xx
p

X

xx
p

t

tt

X

xx
p

t

tt

X

xx
p

xtaxtHxtaxtH

xtaxtHxtaxtHxtaxtH
   (17) 

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),,1,,1,

,1,,1,1,,

1 11

00

11

1

1 1

1

0 0
1

1

0
1

1

0
1

1

0 0
1

1

0 0
1

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑

−

=

−

=

−

=

−

=

−
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−

=

−

=

−′+−′−

−−′=−′=+′

t
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X

xx
q

t

tt
q

t

tt
q

t

tt

X

xx
q

t

tt

X

xx
q

xtaxtHxtaxtH

XtaXtHxtaxtHxtaxtH
    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),,,1,,1

,,1,,1,1,

1 11

11

1

22
1

11 1

2

1 0

2

0

2

0

2

2

1 0

2

2

1 0

2

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=+=

−

=

−

=

−

=

−′+−′−

−−′=−′=+′

t
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X
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p

X
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p

X

xx
p

t
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X

xx
p

t

tt

X

xx
p

xtbxtMxtbxtM

xtbxtMxtbxtMxtbxtM
  (18) 

         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).,1,,1,

,1,,1,1,,

1 11

00

11

1

1 1

2

1 0
2

2

1
2

2

1
2

2

1 0
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2

1 0
2
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Учитывая краевые условия (10) тождества (15)-(18) записываются в 
виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),,1,1,1,1

,1,1,1,11,1,

1 1

1

1

1

1

111111

1 1

1

1

0 0

1

0

0

1

0 0

∑ ∑∑

∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−−′+−−′+

+−−′+−−′=++′

t
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X
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t
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X
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t
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X

xx

xtaxtXtaXt

xtaxtXtaXtxtaxt

ψψ

ψψψ
   (19) 

          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,1,,1,1,
1 11
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1 1 1

0 0

1

0

1

1

0 0
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t
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X
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t
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X
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,1,,1,1,,
1 111 1 1
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1
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1
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X
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t
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t
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X
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q xtaxtHXtaXtHxtaxtH   (20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),,1,1
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1
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1
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       (21) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,1,,1,1,,
1 111 1 2
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Теперь запишем специальное приращение критерия качества (4) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).,,,,

,,,;,,;,,

2
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1
11 εοϕϕε
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     (23) 

Принимая во внимания тождества (13)-(22) из (23) получим 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Известно, что 
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Тогда формула приращения (24) принимает вид 
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Пусть ( )xti ,ψ , 2,1=i  являются решениями сопряженной системы 
( ) ( ) ( ) ( )1,,1,1,1

111 −+−+=−− xtHxtHxtHxt qpz
οψ ,                               (26) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xtMxtzxGxtHxtxtzxGxt pzpz ,1,,,1,1,,1,1 11112111 21
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Тогда специальное приращение (25) функционала качества примет 
вид: 
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При помощи разложения (28) доказывается 
Теорема. Если множества (5) выпуклы, то для оптимальности до-

пустимого управления ( ) ( )( )xtvxtu ,,, οο  необходимо, чтобы соотношения 
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выполнялись для всех ( ) Uxtu ∈, , ( ) 1, Dxt ∈ , ( ) Vxtv ∈, , ( ) 2, Dxt ∈  соответ-
ственно. 

Доказанная теорема есть аналог дискретного условия максимума 
(см. напр. [1-3, 7]) для рассматриваемой задачи. 
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Məqalədə bir pilləvari diskret ikiparametrli optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Müəyyən hamarlıq şərtləri daxilində opimallıq üçün diskret maksimum şərti formasında zəruri 
şərt alınmışdır. 
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ДЛИТЕЛЬНАЯ ПРОЧНОСТЬ ТОЛСТОСТЕННОЙ ТРУБЫ  
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НАПРЯЖЕННОМ  СОСТОЯНИИ 
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В работе исследован процесс рассеянного разрушения толстой трубы с 

агрессивным заполнителем, создающим равномерное давление на внутренней границе 
трубы. Принимается допущение, что влияние агрессивной среды сказывается только 
лишь на пределе мгновенной прочности. Процесс разрушения цилиндрически изотропной 
трубы под действием внутреннего давления в предположении, что материал трубы за 
фронтом разрушения полностью теряет свою несущую способность и действующее 
внешнее давление переносится на новую граничную поверхность, являющуюся движу-
щимся фронтом разрушения. В данной работе это допущение опускается, считая, что 
материал трубы за фронтом разрушения значительно снижая свою несущую спо-
собность, все же, хотя бы и в малом, но сохраняет ее.  

Таким образом картина процесса разрушения представляется следующей:  
некоторый момент времени происходит разрушение внутреннего поверхностного слоя 
трубы. Затем зона разрушения увеличивается, охватывая кольцеобразную зону. Эта 
зона разрушения расширяясь, охватывает всю область трубы, момент чего и опре-
деляет разрушение трубы, потерю ею несущей способности. Это расширение может, 
в зависимости от соотношений параметров процесса, происходить с конечной ско-
ростью, или же, на некотором этапе, эта скорость может стать бесконечно 
большой, и соответствующее время определит  

Процесс повреждаемости описывается интегральным оператором наследст-
венного типа. Задача решена с учетом остаточной прочности материала трубы за 
фронтом разрушения. Проведен численный расчет и построены кривые движения 
фронта разрушения в зависимости от концентрации распределения агрессивной среды 
и меры остаточной прочности за фронтом разрушения. 

 
Ключевые слова: агрессивная среда, концентрация агрессивной среды, интен-

сивность напряжений, повреждаемость. 
 

Эксперименты на длительную прочность элементов конструкций, 
находящихся в агрессивных средах, свидетельствуют о том, что агрессив-
ные среды оказывают значительное разупрочняющее влияние  на  свойст-
ва материала, приводящее к существенному снижению несущей способ-
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ности и рабочего ресурса самой конструкции. Полномасштабное  иссле-
дование этого процесса связано с большими математическими труд-
ностями, ибо приходиться решать взаимосвязанную систему уравнений 
для распределения концентрации агрессивной среды, для напряженно-
деформированного состояния, зависящего от уровня этой концентрации и 
для фронта разрушения, зависящего от распределения как концентрации 
агрессивной среды, так и напряженного состояния в конструкции. С 
целью упрощения задачи и возможности получения первичных оценок 
для последующих уточненных постановок, в данной работе принято 
предположение о том, что влияние агрессивной среды сказывается лишь 
на снижении мгновенного предела прочности. Это привело к необхо-
димости переоценок расчетов на прочность и долговечность в подобных 
ситуациях. Одним из путей исследования данного вопроса является 
структурно-феноменологический подход. Такой подход продемонстри-
рован в работах [1-4]. В данной статье, используя результаты работы  [1], 
решена задача по определению длительной прочности повреждающейся 
цилиндрической трубы, внутренне армированной коаксиальным цилин-
дрическим слоем из активного материала. В используемой модели 
влияние активной среды связывается с проникновением компонентов 
среды в тело вследствие процесса диффузии. 

Количественной мерой степени присутствия вещества среды в теле 
является концентрация в нем компонентов этого вещества.  

Математическая постановка задачи и её решение. В качестве 
уравнения, характеризующего распределение концентрации агрессивной 
среды в теле, принимается уравнение диффузии [5]: 

kCCgradDdiv
t
C −=

∂
∂ )(                                                     (1) 

где  k -постоянная необратимой химической реакции 1-го порядка (сек-1). 
с нулевым начальным значением концентрации агрессивного вещества C  
в теле и граничным условием 

( ) 1, =∈srtrC 
 ,                                                                     (2) 

где r - векторная координата точки тела, s - поверхность тела, C - 
концентрация компонентов агрессивной среды в данной точке тела, 
отнесённая к её значению на поверхности границы тела. 

Как и в [1], будем полагать, что свойства структурных элементов 
зависят от присутствия в теле компонентов окружающей среды, которая 
проявляется в уменьшении предела кратковременной прочности основ-
ного материала тела. 

При определенном уровне нагружения тела, оно начинает пос-
тепенно разрушаться. В связи с этим внешняя нагрузка перераспреде-
ляется между оставшимися не разрушенными частями тела. Граница 
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расширяющейся разрушенной области тела представляет фронт разру-
шения, скорость распространения которого определяет долговечность 
или длительную прочность. 

Уровень напряженного состояния структурного элемента харак-
теризуется эквивалентным напряжением Эσ , в качестве которого в 
данной работе принимается интенсивность напряжении uσ . В качестве 
условия разрушения структурного элемента, находящего в контакте с 
агрессивной средой, примем условие достижения этим напряжением 
предела кратковременной прочности Пσ  в присутствии среды: 

ПЭ σσ = .                                                        (3) 
Однако, вследствие повреждаемости материала тела, разрушение 

наступит при меньшей нагрузке. Согласно наследственной теории пов-
реждаемости [6], критерий разрушения будет выглядеть следующим 
образом: 

( ) ПЭM σσ =+ *1 ,                                                 (4) 
где *М - интегральный оператор повреждаемости. 

Предел кратковременной прочности Пσ  является функцией 
концентрации агрессивного вещества в теле. В данной работе принята 
линейная аппроксимация этой зависимости: 

( ) ( )Cc γσσ −= ΠΠ 1
0 ,                                                         (5) 

где 10 << γ  - эмпирическая постоянная.  
Очаг разрушения возникает в некоторый момент времени 0t , 

называемый инкубационным периодом, в точке тела, где впервые выпол-
няется условие (4), вследствие чего в теле возникает и начинает рас-
пространяться фронт разрушения. Тело разрушается, если скорость 
движения фронта разрушения обращается в бесконечность, либо когда 
разрушающая часть охватывает всё тело. 

Более точный  подход  к этой проблеме основан на учёте наличия 
остаточной прочности за фронтом разрушения, когда материал тела за 
фронтом разрушения сохраняет в некоторой степени несущую способность. 

В данной работе этот подход реализуется в следующем варианте: 
полагается, что при выполнении условия (4) материал теряет способность 
накапливать повреждения, в нем происходит мгновенно-качественная 
перестройка структуры, вследствие чего его поведение можно описывать 
моделью идеально-упругого тела, но с резко сниженными значениями 
показателя жесткости модуля упругости Юнга. 

Предполагается, что выполнены все условия, обеспечивающие 
состояние плоской деформации. Уравнения состояния описываются 
физическими соотношениями для изотропной упруго-повреждающейся 
среды [7]: 
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э i ji j 3
1,1

2
1 * =+=                                                      (6) 

где σε , -шаровые части, ijэ  и ijs -девиаторы тензоров деформаций и нап-
ряжений, *M -интегральный оператор повреждаемости наследственного 
типа: 
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где ),( +−
kk tt -интервалы ранга повреждаемости, ( ))( +Φ ki tσ -функция залечи-

вания дефектов, iσ -интенсивность напряжений. Для монотонного, изме-
няющегося во времени, напряженного состояния оператор повреждае-
мости (7) переходит в обычный оператор наследственной упругости: 

∫ −=
t

i ji j dstMsM
0

* )()( τττ                                                         (8) 

и тогда деформационные соотношения (6) идентичны соответствующим 
физическим соотношениям наследственной теории упругости, напря-
жения могут быть определены на основе принципа соответствия Воль-
терра-Работнова и, в частности, когда на границах заданы только усилия, 
напряжения определяются по соответствующим формулам теории 
упругости [8].  

Положим, что для рассматриваемой задачи выполняются условия, 
обеспечивающие состояние плоской деформации. Тогда  конструкцию в 
достаточной степени представляет её поперечное сечение, представляю-
щее концентрическое кольцо внешнего радиуса b и внутреннего радиуса  
a . На границе ar =  задано равномерно распределённое  давление p . 

Изучению данной задачи до момента появления очага разрушения 
посвящена работа [9]. В данной работе исследуется дальнейший процесс 
разрушения, связанный с движением фронта разрушения. В этом случае 
внешняя кольцевая область  тела разбивается на две кольцевые области  

1S  и 2S , где 2S  - область не разрушенной части тела, 1S  - область тела за 
фронтом разрушения со степенными прочностными и жёсткостными 
характеристиками. 
 Тогда напряжения в не разрушенной области имеют вид  [10]: 
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r

θσ

σ
                                                         (9) 

где q -радиальное давление на границе между разрушенной и не разру-
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шенной зонами. 
Осевые нормальные напряжения zσ  при плоской деформации опре-

деляют так: 
)( θσσνσ += rz                                                                  (10) 

Для упрощения материал трубы считаем несжимаемым, т.е. коэффициент 
Пуассона 5,0=ν . Тогда формула (10) принимает такой вид: 

)(5,0 θσσσ += rz                                                             (11) 
Интенсивность напряжений или приведённое напряжение 

определяется по формуле [11]: 

( ) ( ) ( )222

2
1

zzrri σσσσσσσ θθ −−+−=                                   (12) 

Подставляя значения (11) в (12), находим 

)(
2
3

θσσσ −±= ri .                                                        (13) 

Простой анализ формул для напряжений (6) показывает, что наи-
большим является кольцевое напряжение θσ . Оно достигает своего 
максимального значения на внутреннем контуре трубы. Поэтому, сначала 
разрушение произойдёт именно там, охватывая в дальнейшем всё новые и 
новые слои. Тогда 

22

2

m a x 3
ab

p b
arii −

==
=

σσ                                                        (14) 

Подставляя это представление в критерий разрушения (4), полу-
чим алгебраическое уравнение для определения начального времени 
разрушения внутренней граничной поверхности трубы[12]: 

( ) 2

22

3
1 0

b
abpМ −=+ Π∗ σ

                                                (15) 

или с учётом постоянства давления p и вида оператора повреж-
даемости *M   

( )∫ 


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−−= Π

0
0

0
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22

1
3
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b
abdM

σ
ττ                                                 (16) 

Приведём явный вид для времени начального разрушения для трех 
видов ядер )(tM  
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Согласно (17)-(19), если ядро сингулярное или константа, то даже 
самое маленькое давление всё равно приведёт к разрушению, хотя время  

0t  и растёт с уменьшением p. В случае же регулярного экспоненциаль-
ного ядра всегда имеется нижняя граница: 

2

22

* 3
0

b
ab

m
p −

+
= Πσ

α
α

                                                          (20) 

При *pp <  разрушение не происходит. Это объясняется ограниченным 
сверху возможным объемом накопленной повреждаемости для экспо-
ненциального ядра повреждаемости. 

Однако ограничение сверху на величину внутреннего давления 
имеет место для всех трех видов ядер, т.е. существует такое ,∗∗p что при 

∗∗≥ pp  разрушение произойдет мгновенно по приложении нагрузки. 
При этом ,∗∗p  одно и то же для всех трех типов ядер: 

2

22

3
0

b
abp −= Π

∗∗

σ
                                                           (21) 

Подставляя формулу (13) в формулу (4), получаем: 

Π−=− σσσθ )1(
3

2 *Mr                                                  (22) 

Уравнение равновесия запишется в виде [5]: 

0=−−
rd r

d rr θσσσ
                                                       (23) 

Подставляя формулу (22) в формулу (23), получаем компоненту 
напряжения в разрушенной зоне: 
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Из условия непрерывности радиальных и тангенциальных напря-
жений на фронте разрушения dr =  с использованием  формул (9)-(24) 
получим следующие два уравнения: 
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Из первого уравнения (25) найдем 
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и, подставив во второе уравнение (25), получим 
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Следует заметить, что в этих уравнениях функция ( )td   имеет сле-
дующую структуру: 
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В рассматриваемой задаче, для концентрации активного вещества 
в трубе, граничные условия примем в виде: 

0);(,1);( == tbCtaC                                                       (28) 
Процесс рассеянного разрушения исследуется согласно схеме 

Л.М.Качанова [13]. Разрушение, начавшись на внутренней границе тру-
бы, где интенсивность напряжений максимальна, развивается во внеш-
нюю сторону. Для определения закона движения фронта разрушения без 
учета остаточной прочности введем следующие безразмерные величины, 

0β=
b
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; )(t
b
r β= ; t<< τ0 , а также: 
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0 ςτττ
σ

 

Тогда, с учетом (29), из (27) получим следующее нелинейное интеграль-
ное уравнения относительно безразмерного радиуса )(tβ  фронта раз-
рушения: 
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Тогда решение уравнения (29) с учётом (26) справедливо до 
момента отслоения, то есть при выполнении условия  ( ) 0>tq . 

Итак возможны два варианта разрушения трубы: 1) из-за отслое-
ния – при этом выполняется условие 0=q ; 2)  вследствие рассеянного 
разрушения – когда фронт разрушения дойдёт до внешней границы bd =  
и при этом всегда будет выполняться условие ( ) 0>tq . 

Диффузия при наличии химической реакции: При наличии хи-
мической реакции первого порядка (радиоактивного распада, постоян-
ного удержания), диффузионное уравнение принимает вид [14]: 
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В стационарном состоянии выполняется условие 0=
∂
∂

t
C

и уравнение  
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Решение уравнения (31) в граничных условиях (28) будет следующим: 
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Здесь, введя следующие обозначения: 

D
k=ζ , bf ⋅= ζ  

и учитывая (32) в (29),  получаем следующие уравнениe: 
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Для более сложных видов ядер применен численный способ ре-

шения нелинейного интегрального уравнения (29). Введем обозначения: 
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 Тогда интегральное уравнение (29) заменяется как: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )∫ =−+
t

gssMsf
0

, ςββϕςβ                                           (35) 

Численное решение (35) основано на замене его дискретным ана-

логом: 

( ) ( ) ( )∑
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=−+
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1
,

n

i
ininn GsMhf ββϕςβ                                      (36) 

где iς   -узловые точки временной сетки: ihi =ς  . 

 На каждом шаге уравнение (36) представляет собой нелинейное 
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алгебраическое уравнение относительно координаты фронта разрушения 

nβ . Для его же решения использован следующий итерационный процесс: 

  ( ) ( )( )1−= k
n

k
n βψβ    

где  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 



 −−−+= ∑

−

=

1

1
,

n

i
ininnnn gsMhf ββϕςβµββψ ; 

Здесь параметр µ , обеспечивающий сходимость итерационного 

процесса подбирается в ходе численного эксперимента. 

Численная реализация проводилась для трех видов ядер оператора 

повреждаемости: сингулярных ( ) ,10, <<= − ααm ttM , ( ) tm etM α−=  и 

постоянного ( ) mtM =  для начальной относительной ширины трубы 

5,00 =β . 

На рисунках 1-4 приведены кривые движения фронта разрушения, 

основанные на данных числового расчета. 

 

 
 
 
  

 
 
Рис.1. Кривые движения фронта 
разрушения для ядра tesM α−=)( для 

01.0=α . 
 

 
 
 

 
 
Рис.2. Кривые движения фронта 
разрушения для ядра c o nmM == . 
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Рис.3. Кривые движения фронта 
разрушения для ядра tesM α−=)( ,  для 

01.0=γ . 
 

 
 
Рис.4. Кривые движения фронта 
разрушения  для ядра α−= m tM , 

tms α−= 1
1

 для 01.0=γ . 

 
Как следует из графиков, движение фронта разрушения проис-

ходит с убывающей  скоростью. Также расчеты показали, что наличие 
остаточной прочности за фронтом разрушения оказывает малое влияние 
на характер движения фронта разрушения, однако оно сильно влияет на 
время наступления расслоения. 

Заключение. Выведено интегральное уравнение относительно 
радиальной координаты фронта разрушения с учётом процессов диф-
фузии на контактной поверхности трубы с активным заполнителем, а 
также процесса повреждаемости материала самой трубы. 

Получены явные интегральные формулы для контактных давлений 
на фронте разрушения поверхности сцепления трубы с активным вещест-
вом. Дан анализ взаимосвязи критических ситуаций отслоения на кон-
тактной поверхности трубы с заполнителем, а  также на фронте раз-
рушения,  и анализ разрушения вследствие накопления критического 
объёма повреждений. 
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AQRESSİV MÜHİTDƏ MÜRƏKKƏB GƏRGİNLİK VƏZİYYƏTİNDƏ OLAN 

QALINDİVARLI BORUNUN UZUNMÜDDƏTLİ MÖHKƏMLİYİ 
 

S.A.PİRİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə bərabərpaylanmış təzyiq göstərən aqressiv mühitlə doldurulmuş qalındivarlı 
silindirik borunun səpələnmiş dağılması tədqiq olunmuşdur. Burada aqressiv mühitin boru 
materialının ani möhkəmlik həddinə təsir etdiyi hala baxılmışdır. Daxili təzyiqin təsiri altında 
olan silindirik izotrop boruda iş qabiliyyətini itirmiş sahə dağılma cəbhəsi adlandırılmış və 
həmin sahəyə təsir edən xarici təzyiqin zaman keçdikcə yeni sərhədə keçməsi ilə dağılma 
cəbhəsi genişlənir. Tədqiq olunan işdə dağılma cəbhəsi dağılmayan hissəyə nəzərən möhkəm-
liyi azalmış sahə kimi qəbul olunmuş və bu sahənin boru tam dağılana qədər öz iş qabiliyyətini 
az da olsa saxlaması fərz olunmuşdur.  

Beləliklə, alınmış nəticələrə əsasən dağılma prosesi aşağıdakı şəkildə ifadə edilmişdir:  
zamanın hər hansı anında dağılma boru daxilində lay şəkilində yaranır. Sonra dağılma oblastı 
dairəvi şəkildə genişlənir. Dağılma oblastı seçilmiş parametrlərdən asılı olaraq əvvəlcə sürətlə, 
sonra satabilləşməklə və ya əvvəlcə stabil olaraq, sonra isə sürətlə boru öz iş qabiliyyətini 
tamamilə itirənə qədər xarici səthə doğru inkişaf edir.  

Burada zədələnmə prosesi irsi tip inteqral operatorla ifadə olunmuşdur. Məsələ boru 
materialının qalıq möhkəmliyini nəzərə alınması ilə həll edilmişdir Məsələnin həllində ədədi 
üsuldan istifadə edilmiş və dağılma cəbhəsinin aqressiv mühitin konsentrasiyasının müxtəlif 
qiymətləri üçün zamandan asılılıq əyriləri qurulmuşdur. 

 
Açar sözlər: aqressiv mühit, aqressiv mühitin konsentrasiyası, gərginlik intensivliyi, 

zədələnmə. 
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LONG-TERM STRENGTH OF A THICK-STYLE PIPE IN AN AGGRESSIVE 
ENVIRONMENT WITH A COMPLEX STRESS CONDITION 

 
S.A.PIRIYEV 

 
SUMMARY 

 
        The process of scattered destruction of a thick pipe with an aggressive filler, creating a 
uniform pressure at the inner bound of the pipe, was investigated. It is assumed that the 
influence of an aggressive medium affects only the limit of instantaneous durability. The 
process of destruction of a cylindrically isotropic pipe is under the influence of internal 
pressure assuming that the pipe material behind the destruction front completely loses its 
bearing capacity and the acting external pressure is transferred to a new boundary surface, 
which is a moving destruction front. In this paper, this assumption is omitted, assuming that the 
pipe material behind the destruction front significantly reduces its bearing capacity, yet, at least 
in the small, but retains it.  

Thus, the picture of the process of destruction is as follows: at some point in time, the 
inner surface layer of the pipe is destroyed, then, the destruction zone increases, spanning the 
annular zone. This zone of destruction expanding, covers the whole area of the pipe, the 
moment of which determines the destruction of the pipe, the loss of its bearing capacity. This 
expansion can, depending on the parameters of the process, occur at a finite velocity, or, at 
some stage, this velocity can become infinitely large, and the corresponding time will 
determine the time of complete destruction of the pipe.  

The process of damageability is described by an integral operator of the hereditary type. 
The problem is solved taking into account the residual durability of the pipe material behind 
the destruction front. Numerical calculations have been made and the destruction front motion 
curves have been constructed depending on the concentration distribution of the aggressive 
medium and the measure of the residual durability behind the destruction front. 

 
Keywords: aggressive medium, concentration of an aggressive medium, stress 

intensity, damageability. 
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В данной статье с помощью вариационного принципа решена задача о 
параметрическом колебании подкрепленной перекрестными системами ребер, 
поврежденной ортотропной цилиндрической оболочкой с вязкой жидкостью 
под действием внешнего давления 0 1 1sinq q q tω= + (где 0q - средняя или основная 
нагрузка, 1q  - амплитуда изменения нагрузки, 1ω  - частота ее  изменения).  На 
основе вариационного принципа Остроградского-Гамильтона, построены сис-
темы уравнений относительно амплитуды перемещений подкрепленной пере-
крестными системами ребер, поврежденной ортотропной цилиндрической обо-
лочкой, заполненной вязкой жидкостью. Действующие поверхностные нагрузки 
со стороны жидкости на подкрепленную перекрестными системами ребер ци-
линдрической оболочки определяются из решений линеаризованного уравнения 
Навье-Стокса. Частотное уравнение реализовано численно. Изучены влияния 
модулей упругости материала оболочки, повреждаемости, количества продоль-
ных и поперечных ребер, используемых при подкреплении оболочки на корней 
частотного уравнения. 

 
Ключевые слова: оболочка, вязкая жидкость, частота колебаний, вариа-

ционный принцип,повреждения, динамическая сила, подкрепление. 
       
Известно, что  в материалах конструкций при определенных усло-

виях может происходить процесс накопления повреждений, различных 
дефектов, микропор, трещин. Когда повреждения достигают опасного 
уровня, происходит разрушение. Накапливающиеся повреждения связаны 
с напряженно-деформированным состоянием материала. Надежный рас-
чет цилиндрической оболочки, контактирующей со средой на длительную  
прочность  предполагает учет образующихся и накапливающихся дефек-
тов и влияния внешних сред и сил. При периодичности напряжения этот 
учет носит усложненный характер, связанный с так называемым процес-
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сом залеживания дефектов. Опыт показывает, что  внешняя окружающая 
среда может оказывать большое влияние на прочность находящихся в ней 
материалов. Так, например испытания на прочность элементов металли-
ческих конструкций, контактирующей с вязкой жидкостью свидетельст-
вуют о том, что жидкость оказывает значительное влияние на динамиче-
скую прочностную характеристику металлов. Сказанное, в особенности, 
относится к тонкостенным элементам конструкции, которые предраспо-
ложены в наибольшей степени к такому виду потери несущей способно-
сти, как потеря устойчивости. Именно в связи с этим актуальным являет-
ся вопрос изучения взаимодействия этих процессов, то есть исследование 
влияния жидкости на параметры устойчивости и колебания тонкостенных 
подкрепленных элементов конструкций, в частности, на частоту парамет-
рических колебаний. Выявлению некоторых аспектов взаимовлияния по-
вреждаемости и среды на процесс колебания гладких тонкостенных кон-
струкций посвящены работы [1-3]. Исследования устойчивости и колеба-
ния тонкостенных подкрепленных элементов конструкций с учетом  яв-
ления повреждаемости материала конструкции и твердой среды приведе-
ны в работах [4-7].К определению напряженно-деформированного со-
стояния ребристых оболочек, контактирующих с твердой и жидкой сре-
дой необходимо отметить работы [ ]8,9,10 . В работах[ ]8,9  с помощью 
асимптотического метода построены частотные уравнения ребристых ци-
линдрических оболочек, заполненной жидкостью; Получены приближен-
ные частоты уравнения и простые расчетные формулы, позволяющие  на-
ходить значения минимальных собственных частот колебаний рассмот-
ренной системы; Исследованы вынужденные колебания подкрепленной 
оболочки, заполненной жидкостью и определены амплитудно–частотные 
характеристики рассмотренных колебательных процессов. 

В данной статье с помощью вариационного принципа решена задача 
о параметрическом колебании  подкрепленной перекрестными системами 
ребер, поврежденной ортотропной цилиндрической оболочки с вязкой 
жидкостью под действием внешнего давления 0 1 1sinq q q tω= + (где 0q - 
средняя или основная нагрузка, 1q  - амплитуда изменения нагрузки, 1ω  - 
частота ее  изменения). На основе вариационного принципа Остроград-
ского-Гамильтона, построена  система  уравнений относительно амплиту-
ды перемещений продольно подкрепленной, поврежденной  ортотропной 
цилиндрической оболочки, заполненной вязкой жидкостью. Действую-
щие поверхностные нагрузки со стороны жидкости  на продольно под-
крепленную цилиндрическую оболочку определяются из решений линеа-
ризованного уравнения Навье-Стокса. 

Одной из экспериментально подтвержденных теорий повреждае-
мость является наследственная теория повреждаемости, разработанная 
для сложно – напряженного состояния в [11]. Согласно этой теории опре-
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деляющие уравнения для однородного тела ( x -вектор-координата точки 
тела) записывается в виде: 

*
ij ij ijMε ε σ= + ⋅ , 

где E  - модуль Юнга,  *M -интегральные операторы наследственного ти-
па, описывающие процессы повреждаемости, и для которых имеют место 
представления: 

1

*

0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) (1)

k

k n

t tn

ij k k ij ij
k t t

M f t M x t d M x t dσ τ σ τ τ τ σ τ τ
+

− −
+

+ +

=

⋅ = − ⋅ + − ⋅∑ ∫ ∫  

Здесь ),( τ−txM - ядро повреждаемости; ( )+−
kk tt ; -интервалы периодов 

активного напряжения, способствующего росту повреждаемости; )( +
ktf -

функция залечивания дефектов, зависящем от объема повреждаемости, 
накопленной за данный цикл. Например, значения 0)( =+

ktf  соответству-
ет полному залечиванию дефектов, образовавшихся за данный цикл, а 
значения 1)( =+

ktf  отсутствию самого эффекта залечивания дефектов. 
Все промежуточные значения от нуля до единицы соответствуют эффекту 
частичной залечиваемой дефектов. Для определения интервалов ( )+−

kk tt ;  
необходимо задавать специальные условия. Их удобно формулировать 
для конкретной задачи с учетом специфики конструкции, условия ее ра-
боты и виды нагружения. В данной статье так и поступается, и подобные 
условия будут сформулированы ниже. 

Рассмотрим подкрепленную перекрестными системами ребер ци-
линдрическую оболочку кругового сечения радиуса R , толщиной h2 , 
длиной  , заполненной с  вязкоупругой средой. Предполагается, что тор-
цы оболочки шарнирно закреплены, т.е. при ;0=x  имеет место:  

0;0;0;0 ==== υwMN xxxx , 
где xxN  - осевое усилие, xxM  - изгибающий момент, υ,w  - компоненты 
вектора перемещения точки оболочки-прогиба и радиального перемеще-
ния, соответственно. 

Для решения поставленной задачи применяется вариационный 
принципа Остроградского-Гамильтона. Согласно этому принципу истин-
ные траектории отличаются от других возможных траекторий тем, что 
для первых должно выполняться условие 

( )
1

0

0
t

t

K dtδ − Π =∫                                                              (2) 

Здесь по K  понимается кинетическая энергия системы, под Π − потенци-
альная энергия системы, [ ]0 1,t t - отрезок времени, в котором происходит 
процесс движения. 

119 



Принимается, что напряженно-деформированное состояние цилинд-
рической оболочки можно полностью определить в рамках линейной теории 
упругих тонких оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа-Лява, а для 
расчета ребер применима теория криволинейных стержней Кирхгофа-
Клебша. Система координат выбрана так, что координатные линии совпа-
дают с линиями главных кривизны срединной поверхности оболочки.  При 
этом предполагается, что ребра размещены вдоль координатных линий, а их 
края, как и края панели, лежат в одной координатной плоскости. 

Для описания деформированного состояния ребер, кроме трех состав-
ляющих перемещений центров тяжести их поперечных сечений ( , ,i i iu wϑ   
для i − го продольного стержней), необходимо определить также углы зак-
ручивания kpiϕ . Учитывая, что согласно принятым гипотезам имеют место 
постоянство радиальных прогибов по высоте сечений, а также вытекающие 
из условий жесткого соединения ребер с оболочкой равенства соответст-
вующих углов закручивания, записываем следующие соотношения: 

1 2

1 2

( ) ( , ) ( , ); ( ) ( , ) ( , ); ( ) ( , );
( , ); ( ) ( , );

i i i i i i i i i i

i i kpi i

u x u x y h x y x x y h x y w x w x y
x y x x y

ϕ ϑ ϑ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

= + = + =
= =                    

(3) 

1 2

2 1

( ) ( , ) ( , ); ( ) ( , ) ( , );

( ) ( , ); ( , ); ( ) ( , );
j j j j j j j j

j j j j kpj j

u y u x y h x y x x y h x y
w x w x y x y x x y

ϕ ϑ ϑ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

= + = +

= = =
 

Здесь 10,5 ,j jh h H= +  h − толщина оболочки, 1
jH −  расстояние от осей 

j − го поперечного стержня до поверхности оболочки, ,j kpjϕ ϕ − . углы по-
ворота и закручивания поперечных сечений кольцевых ребер, 

10,5 ,i ih h H= + h − толщина оболочки, 1
iH  - расстояние от осей i − го про-

дольного стержня до поверхности оболочки, ix  и  iy - координаты  линий 
сопряжения ребер с оболочкой, ,i kpiϕ ϕ  - углы поворота и закручивания 
поперечных сечений продольных стержней. 
      Полная  энергия упругой деформации ортотропной, продольно под-
крепленной, повреждающейся цилиндрической оболочки имеет вид: 

{
2 2

1 1

1

1

2
11 11 22 22 12 12 11 11 22 22 12 12

11 11 11
0

22 22 22
0

1
2

( ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )
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k

k n

x y

x y

t tn

k k
k t t

t tn

k k
k t t

J R N N N M M M

N f t M x t N d M x t N d

N f t M x t N d M x t N d

ε ε ε χ χ χ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

+

− −
+

+

− −
+

+ +

=

+ +

=

= + + − − − +

 
 + − ⋅ + − ⋅ +   
 
 + − ⋅ + − ⋅ +   

∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫  
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∑ ∫

 , 
где радиус срединной поверхности оболочки, толщина оболочки, 

 составляющие перемещений точек срединной поверхности обо-
лочки, 21 , xx  - координаты криволинейных краев оболочки; kpiyizii JJJF ,,,  
- площадь и моменты инерции поперечного сечения i − го продольного 
стержня относительно оси Oz , и оси параллельной оси Oy  и проходящей 
через центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении; 
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, , ,j zj yj kpjF J J J −площадь и моменты инерции поперечного сечения 

j − го поперечного стержня соответственно относительно оси Oz  и оси, 
параллельной оси Oy  и проходящей через центр тяжести сечения, а так-

же его момент инерции при кручении; ,j jE G - модули упругости и 

сдвига материала j − го поперечного стержня, jρ
 
плотность материала, 

из которых изготовлен j − ый поперечный  стержень, ii GE ,  - модули 
упругости и сдвига материала −i го продольного стержня,  t  - временная 

координата, tt 01 ω= , ( )
1

0 2 2
01

E
Rω ν ρ=

−
, 0ρ , iρ   - плотности материа-

лов, из которых изготовлены оболочка, −i й продольный стержень, соот-
ветственно, , ,x y zq q q − компоненты вектора давлений, действующей со 
стороны вязкой жидкости. 

Выражения для внутренних сил  и моментов представим следую-
щим образом: 

                              (5) 

; ;  . 
Напряжения   и деформации в срединной поверхности в соотношени-
ях (5) определяются следующим образом: 

                       (6)
 

2 2 2

11 22 12 11 22 122 2; ; ; ; ; 2u u w w ww
x y y x x yx y

ϑ ϑε ε ε χ χ χ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = + = + = = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Поверхностные нагрузки ,x yq q  и  ,zq  действующие  со стороны вязкой 
жидкости на продольно подкрепленную оболочку определяются из реше-
ний линеаризованного уравнения Навье - Стокса: 

   ,                             (7) 

где динамический коэффициент вязкости,  давление в некоторой 
точке жидкости, плотность жидкости,  скорость звука в жидкости,  

оператор Лапласа, вектор скорости произвольной точки 
жидкости. 
      На контактной  поверхности  оболочка - вязкая жидкость выполняется  
( ):r R=  

, , .x y r
u w
t t t

ϑϑ ϑ ϑ∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂                                                

(8) 
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, ,x rx r zq q q pθ θσ σ= − = − = −   ,                               (9)   

где силы вязкости определяются равенствами 

, yz x z
rx rx z y zθ

ϑϑ ϑ ϑσ µ σ µ
∂ ∂ ∂ ∂ = + = +  ∂ ∂ ∂ ∂                                       (10) 

Уравнение (9) с помощью уравнения неразрывности и уравнения состоя-
ния  приходят к уравнению относительно : 

                                          (11) 

 Компоненты вектора  перемещений  точек  срединной  поверхности обо-
лочки ищем в виде 

1 1 1

( )cos cos ; ( )sin sin ; ( )cos sinm m mu A t n B t n w C t nπ π πθ ξ ϑ θ ξ θ ξ
ξ ξ ξ

= = =
,       

(12) 

где,  неизвестные функции. Эти функции для частот, лежащих 
вблизи  =1/2 примем в виде 

 
                                                                    (13) 

 
     Решение уравнения (11), после разделения переменных имеет вид: 

1

cos sin sinmn tπθ ξ ω
ξ

.                                             (14) 

Используя (14) и  (7) можно определить компоненты скорости в жидкости 
и по формулам (10) силы вязкости. 
     Дополняя контактными условиями (8), (9) полную энергию системы 
(4), уравнения  движения жидкости (7) приходим к контактной задаче о 
параметрических колебаниях ортотропной  оболочки, подкрепленной пе-
рекрестными системами ребер и заполненной вязкой жидкостью. Други-
ми словами, задача о параметрических  колебаниях подкрепленной пере-
крестными системами ребер ортотропной оболочки с вязкой жидкостью 
сводится к совместному интегрированию полной энергией системы и 
уравнения  движения жидкости при выполнении указанных условий на 
поверхности их контакта. 
Используя  (4)–(6), (16) и (12)-(14)  и (2),  задача сводится к однородной 
системе линейных алгебраических уравнений шестого порядка 

( )1 1 2 2 3 1 4 2 5 1 6 2 0 1,2,...,6i i i i i ia a a a a a iA A B B C C++ + + + = =                    (15) 

Элементы ( )1 2 3 6, , ,..., 1,2,3,...,6i i i ia a a a i =  имеют громоздкий вид, поэтому здесь не приводится. Элементы  Нетривиальное решение систе-
мы линейных алгебраических  уравнений (15) шестого порядка возможно 
лишь в случае, когда −1ω корень ее определителя. Определение 1ω сво-
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дится к  трансцендентному уравнению, так как 1ω  входит в аргументы 

функции Бесселя :nJ  
.      (16) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Зависимость параметра частоты колебаний от числа поперечных стержней. 
Штриховая линия – поврежденная оболочка;  

сплошная линия – оболочка без повреждений. 
 
Отметим, что при  уравнение (16) переходит к частотному 

уравнению параметрических колебаний продольно подкрепленной орто-
тропной цилиндрической оболочки, заполненной  идеальной  жидкостью. 

Рассмотрим некоторые результаты вычислений, выполненных исхо-
дя из приведенных выше зависимостей. Для геометрических и физиче-
ских параметров, характеризующих материалы оболочки, жидкости и 
продольных стержней, были приняты: 

0
9 2 3 2 46,67 10 / , 7800 / ; 3,4 , 5,1 , 1,39 ,jE H м кг м F мм J мм h мм

i i i yi i
ρ ρ ρ= ⋅ = = = = ==

;108289,0
2

6
3

−⋅=
hR

yiJ
π

6
3 0,13 10 ;

2
ziJ
R hπ

−= ⋅ 6
3 0,5305 10 ;

2
kpiJ
R hπ

−= ⋅

16 ;R см= 0,00045 ;h м= ;19,02 =ν ;11,01 =ν 1 0,8 ;L m=

 

   22   
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0/ 0,105.ρ ρ =  
9 2 2 4 4

1 .1; 6,67 10 / ; 0,3; 1,39 ; 5,75 ; 19,9 ; 0,48j j j хj kp jE н м v h мм F мм J мм J ммξ = = ⋅ = = = = =

;19,02 =ν ;11,01 =ν 1350 ;мa
сек∗ = 10,02 .

.
кг

сек м
µ =  

Результаты счета представлены на рис.1. В нем приведены зависи-
мость параметра частоты от числа поперечных стержней для различных 
отношений модулей упругости. Результаты расчетов показывают, что 
учет повреждаемости  материала оболочки приводит к снижению частот 
собственных колебаний системы по сравнению с тем случаем, когда обо-
лочка рассматривается неповрежденной. Кроме того, с увеличением от-
ношений  частоты собственных колебаний системы увеличиваются. С 

увеличением количества поперечных ребер, частоты собственных коле-
баний системы сначала увеличиваются, а затем, при определенных значе-
ниях    начинают уменьшаться. Это объясняются тем, что при увели-
чении  влияние инерционных действий стержней на процесс колебания 
системы становится существенным. 

Выводы 
Результаты счета показывают, что учет вязкости материала жидко-

сти и повреждаемости материала оболочки приводит к снижению частот 
собственных колебаний системы по сравнению, когда жидкость идеаль-
ная, а оболочка без повреждений. С увеличением отношений  частоты 

собственных колебаний системы увеличиваются. С увеличением количе-
ства поперечных ребер,  частоты собственных колебаний системы снача-
ла увеличиваются, а затем, при определенных значениях   начинают 
уменьшаться. 
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ÖZLÜ MAYELƏ DOLDURULMUŞ, BOYUNA ÇUBUQLARLA 

MÖHKƏMLƏNDİRİLMİŞ, ZƏDƏLƏNMİŞ, ORTOTROP SİLİNDRİK ÖRTÜYÜN 
PARAMETRİK RƏQSLƏRİ   

 
М.Ö.YUSİFOV, R.B.VƏLİYEV, V.MUSTAFA, R.К.ƏLİMƏMMƏDOV  

 
XÜLASƏ 

 
Təqdim olunan məqalədə, 0 1 1sinq q q tω= +  ( 0q - əsas qüvvə, 1q  - dəyişən hissənin 

amplitudu, 1ω  - dəyişən hissənin dəyişmə tezliyidir) qüvvəsinin təsirinə məruz qalan şəbəkə 
əmələ gətirən çubuqlarla möhkəmləndirilmiş özlü maye ilə təmasda olan zədələnmələri nəzərə 
alınan ortotrop silindrik örtüyün məxsusi rəqsləri tədqiq olunmuşdur. Məsələnin həllində  
Hamilton-Octroqradski variasiya prinsipindən istifadə etməklə  özlü maye ilə kontaktda olan  
şəbəkə əmələ gətirən çubuqlarla möhkəmləndirilmiş, dinamik qüvvənin təsirinə məruz qalan, 
zədələnmələri nəzərə alınan ortotrop silindrik qabığın sərbəst rəqslərini tədqiq etmək üçün 
tənliklər sistemi qurulmuşdur. Özlü maye tərəfindən  zədələnmələri nəzərə alınan ortotrop 
silindrik örtüyüə təsir edən qüvvələr xəttiləşmiş Navye-Stoks  tənlikləri sisteminin köməyilə 
tapılmışdır. Tezlik tənliyi ədədi üsulla həll olunmuşdur. Tapılmış köklərə örtüyün elastikiyyət 
modullarının, zədələnmələrin, silindrin möhkəmləndirilmədə istifadə olunan şəbəkə əmələ 
gətirən  çubuqlar sayının təsiri öyrənilmişdir. 

 
Açar sözlər: örtük, özlü maye, rəqs tezliyi, variasiya prinsipi, zədələnmə, dinamik 

qüvvə, möhkəmləndirmə 
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PARAMETRIC OSCILLATIONS OF A LONGITUDINALLY REINFORCED, 
ORTHOTROPIC, DAMAGED CYLINDRICAL SHELL FILLED  

WITH A VISCOUS FLUID 
 

М.O.YUSIFOV,  R.B.VALIYEV,  V.MUSTAFA, R.К.ALIMAMMADOV  
 

SUMMARY 
 

In this paper, using the variational principle, the problem of parametric oscillation of 
ribs reinforced by cross systems, a damaged orthotropic cylindrical shell with a viscous fluid 
under the influence of external pressure (where is the average or basic load, the amplitude of 
the load change, the frequency of its change) is solved using the variational principle. Based on 
the variational principle of Ostrogradskii-Hamilton, a system of equations is constructed with 
respect to the displacement amplitude of ribs reinforced by cross systems, a damaged ortho-
tropic cylindrical shell filled with a viscous liquid. The acting surface loads from the liquid 
side to the cylindrical shell reinforced by the cross systems of the ribs are determined from the 
solutions of the linearized Navier-Stokes equation. The frequency equation is realized numeri-
cally. Influence of the elasticity module of the shell material, damageability, number of longi-
tudinal and transverse ribs used when reinforcing the shell on the roots of the frequency equa-
tion are studied. 

 
Key words: shell, viscous liquid, oscillation frequency, variational principle, damagea-

bility, dynamic force, reinforcements. 
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Предложена модель одноканальной системы с очередью и отсроченной обрат-
ной связью. Здесь обратная связь возникает в результате возвращения части вызовов 
для получения повторного обслуживания. Вероятность ухода вызовов в орбиту для 
повторения зависит от числа вызовов в системе. Изучены модели с конечной и беско-
нечной очередью. Разработаны точный и приближенный метод расчета характери-
стик системы. Рис. 2. Библ. 10 назв.  

 
Ключевые слова: система обслуживания, очередь, обратная связь, алгоритм 

расчета  
 

Обратная связь является важным феноменом в кибернетических 
системах. В зависимости от типа конкретной системы она проявляется в 
различных вариантах. В системах массового обслуживания (СМО) обрат-
ная связь, как правило, выступает в форме повторного обращения заявок 
для обслуживания в зависимости от некоторых факторов, например, от 
качества первичного обслуживания, от времени пребывания в системе 
при первичном обслуживании и т.д. При этом различают мгновенная и 
отсроченная обратные связи. В первом случае некоторые заявки посту-
пают для повторного обслуживания сразу после завершения первичного 
обслуживания, а во втором случае – после определенной задержки.   

Модели СМО с обратными связями обеих типов в последние годы 
интенсивно изучаются различными авторами. Подробный список работ, 
посвященных к изучению подобных моделей, а также их обзор можно 
найти в [1]. Там же отмечается, что подробно изучены модели без очере-
дей, т.е. СМО с чистыми потерями [2-7].  

Вместе с тем, большой научный и практический интерес представ-
ляют модели СМО с очередями и обратной связью. В данной работе 
предлагаются точный и приближенный методы анализа характеристик 
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модели СМО с очередями (конечной и бесконечной) и  отсроченной об-
ратной связью. 

 
Описание модели 

Структурная схема изучаемой системы показана на рис. 1. На вход 
одноканальной системы поступает пуассоновский поток вызовов с интен-
сивностью λ . Эти вызовы называются первичными вызовами (p-вызовы), 
которые могут образовать очередь конечной или бесконечной длины. В 
модели с конечной длины очереди максимальная размерность буфера для 
ожидания p-вызовов обозначается через N . Времена обслуживания вызо-
вов являются независимыми и одинаково распределенными (н.о.р.) слу-
чайными величинами (с.в.). Функции распределения  (ф.р.) указанных с.в. 
для всех вызовов являются экспоненциальными с общим средним  1−µ .  

 
 

Рис.1. Структурная схема изучаемой системы 
 
Отсроченная обратная связь в системе определяется следующим об-

разом. После окончания процесса обслуживания вызова он с вероятно-
стью iα  требует повторной обработки; эта вероятность зависит от пара-
метра i , который указывает число вызовов в системе непосредственно 
перед моментом ухода данного вызова из системы, ,...;2,1,0=i  с допол-
нительной вероятностью iα−1  вызов окончательно покидает систему. 
При этом предполагается, что 0>iα  хотя бы для одного ,...2,1,0, =ii     

Вызовы, которые требуют повторного обслуживания, организуют 
источник (орбит) повторных вызовов с неограниченным объемом. Вызо-
вы с орбиты называются повторными вызовами (r-вызовы), и они посту-
пают через случайные моменты времени (именно поэтому такая обратная 
связь называется отсроченной). Считается, что интервалы времени между 

αi 
очередь                                 сервер 
  
 …            r      x 

орбит 

входящий поток 

1-αi 
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поступлениями r-вызовов вызовов являются н.о.р. с.в. с показательной 
ф.р. со средним 1−η . Для простоты изложения предполагается, что p-
вызовы и r-вызовы являются идентичными в смысле времени их обслу-
живания. 

Доступ r-вызовов в систему осуществляется согласно следующей 
схеме. Если в момент поступления r-вызова канал системы является сво-
бодным, то мгновенно начинается его обслуживания; иначе, т.е. если в 
момент поступления r-вызова число вызовов в системе равно ,0, >ii то 
этот вызов либо присоединяется к очереди с вероятностью ,iβ  либо он с 
дополнительной вероятностью iβ−1  уходит с орбиты. 

Частные случаи. Можно рассматривать модели с постоянными па-
раметрами iα  и .iβ  Интересными являются случаи, в которых эти пара-
метры имеют релейный характер изменения, т.е. они определяются так: 
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
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=
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iβ                                    (1) 

где  m  и  n являются известными величинами. 
Схемы (1) описывают модели, в которых вызовы поступают в орбит 

лишь тогда, когда в моменты их ухода из системы число вызовов в очере-
ди было меньше определенной величины m , а r-вызовы окончательно 
покидают систему (т.е. в дальнейшем не повторяют попыток получения 
обслуживания), если в моменты их поступления число вызовов в очереди 
было больше некоторой величины n .  

Задача состоит в определении совместного распределения число вы-
зовов в системе и в орбите. Нахождение указанного распределения позво-
лит нам найти характеристики изучаемой системы, т.е. вероятности поте-
ри p-вызовов в модели с конечной очередью )( pP , вероятности потери r-
вызовов )( rP , среднее суммарное число первичных и повторных вызовов 
в системе ),( sL  а также среднее число r-вызовов в орбите )( 0L .  

 
Методы расчета стационарных вероятностей состояний 

Сначала рассмотрим модель с конечной очередью. Состояние дан-
ной системы в стационарном режиме (существование такого режима ус-
танавливается ниже) определяется двумерным вектором ),( nm , где i  оз-
начает суммарное число вызовов (первичных и повторных) в системе, 

,...,,1,0 Nm =  а j  указывает число повторных вызовов в орбите, 
...,1,0=n   

Поскольку с.в., которые участвуют в формировании модели, имеют 
показательную ф.р., то изучаемая система описывается двумерной цепью 
Маркова (ЦМ). Множество возможных состояний системы, т.е. простран-
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ство состояний указанной ЦМ геометрически представляет собой прямо-
угольник с конечным основанием и бесконечной высотой, т.е. 

{ } { }....,2,1,0...,,2,1,0 ×= NE    

Рис.2. Фрагмент графа переходов между состояниями  
изучааемой двумерной цепи Маркова 

                                                 
Определим переходы между состояниями полученной цепи Марко-

ва. Интенсивность перехода из состояния ),( nm  в состояние ),( nm ′′  
обозначим через )),(),,(( nmnmq ′′ . Исходя из механизма принятия пер-
вичных и повторных вызовов, а также их обслуживания, заключаем, что 
указанные величины определяются так (см. рис. 2): 
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Здесь и далее считается, что 0,10 == Nββ , )(AI  – индикаторная 
функция события  A . 

Из соотношений (2) заключаем, что данная конечномерная двумер-
ная цепь Маркова является неприводимой, т.е. из любого состояния за 
конечное число шагов можно попасть в любое другое состояние. Потому 
в изучаемой системе существует стационарный режим. 

Пусть ),( nmp  означает стационарную вероятность состояния  
.),( Enm ∈  На основе соотношений (2) можно составить следующую сис-

тему уравнений равновесия (СУР) для указанных вероятностей: 
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К СУР (3) добавляется еще и уравнения нормировки: 
 

( )
( )

.1,
,

=∑
∈Enm

nmp                                                             (4)                                        

 
Размерность СУР (3), (4) определяется размерностью пространства 

состояний изучаемой цепи, так как для каждого состояния составляется 
одно уравнение. Это означает, что следует решить СУР бесконечной раз-
мерности. Из-за сложной структуры матрицы данной СУР не удается най-
ти ее аналитическое решение, и поэтому для этой цели приходится ис-
пользовать численные методы линейной алгебры. Известны также мат-
рично-геометрические методы [8, 9], которые требуют выполнения усло-
вий. Для корректного использования этих методов для данной задачи, в 
частности, необходимо предположить, что интенсивность поступления 
повторных вызовов из орбиты не зависит от числа этих вызовов в орбите. 
Очевидно, что принятие такого допущения существенным образом снижа-
ет адекватность модели. С другой стороны, указанные методы многократ-
но используют операцию нахождения обратных матриц огромной размер-
ности, а также нахождения их собственных чисел и собственных векторов, 
которые само по себе являются нетривиальными вычислительными зада-
чами в случаях плохой обусловленности исходных матриц.        

Иными словами, описанный выше метод позволяет вычислить точ-
ные значения стационарных вероятностей состояний лишь моделей уме-
ренной размерности. С ростом размерности модели этот метод может ис-
пытывать существенные вычислительные трудности. Для их устранения 
здесь предлагается использовать метод приближенного расчета стацио-
нарного распределения двумерных цепей Маркова [10]. 

Ниже считается, что интенсивность p-вызовов существенно превы-
шает интенсивности r-вызовов, т.е. ηλ >> . Тогда следует рассматривать 
следующее расщепление исходного пространства состояний: 

 , если,,
0

nnEEEE nn
n

n ′≠∅== ′

∞

=

                                          (5) 

где ( ){ } ...,1,0,,...,1,0:, ==∈= nNmEnmEn  
С учетом расщепления (5) все состояния из класса nE  объединяются 

в одно укрупненное состояние >< n , и вводится функция укрупнения 
( )( ) ., >=< nnmU  Обозначим { }...,.1,0: =><=Ω nn   

Тогда вероятности состояний исходной модели определяются сле-
дующим образом: 

( ) ( ) ( ),, ><≈ nmnmp n πρ                                               (6) 
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где ( )mnρ  – вероятность состояния ),( nm  внутри расщепленной модели с 
пространством состояний nE , а ( )>< nπ  – вероятность укрупненного 
состояния .Ω>∈< n      

Расщепленные модели с пространством состояний nE  представляют 
собой идентичные одномерные процессы размножения и гибели, так как в 
классе состояний nE  вторая компонента является постоянной. Поэтому 
при изучении расщепленной модели с пространством состояний nE  каж-
дое состояние может быть задано лишь одной компонентой  

Nmm ...,,1,0, = . 
Интенсивность перехода между состояниями m  и m′  расщепленной 

модели с пространством состояний nE  обозначается через ( ).,mmq ′  Из 
соотношений (2) получаем, что эти параметры для всех расщепленных 
моделей определяются так (см. также рис. 2): 
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                            (7) 

Используя общее решение для одномерных процессов размножения 
и гибели из соотношений (7) получаем, что вероятности состояний всех 
расщепленных моделей с пространством состояний nE  не зависят от па-
раметра n , и определяются следующим образом: 
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где ,/ µλν = ( )0ρ находится из условия нормировки, т.е. ( ) .1
0

=∑
=

N

m
mρ   

Интенсивность перехода из одного укрупненного состояния >< n  в 
другое укрупненное состояние >′< n  обозначим 

( ) .,,, Ω>∈′<><>′<>< nnnnq  С учетом (2) и (8) после определенных 
математических преобразований получаем: 
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Из соотношений (9) видно, что вероятности укрупненных состояний 
( ) ,, Ω>∈<>< nnπ  вычисляются как вероятности состояний Марковской 
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системы обслуживания с бесконечным числом каналов и нагрузкой 
ΨΜ=Λ . Иными словами, 

( ) ...,1,0,
!

=Λ=>< Λ− ne
n

n
n

π                                           (10) 

Таким образом, с учетом (8) и (10) из (6) определяются стационар-
ные вероятности состояний исходной модели. 

В случаях αα =m  и ββ =m  для всех ,...,,1 Nm =  указанные выше 
формулы еще больше упрощаются. Более того, важно отметить, что этих 
случаях удается получить явные формулы для модели с бесконечным 
размером буфера, т.е. если ∞=N . Так, если αα =m  для всех ,...,,1 Nm =  
то из соотношений (7) находим, что вероятности состояний внутри всех 
расщепленных моделей совпадают с вероятностями состояний классиче-
ской одноканальной системы обслуживания с бесконечной очередью и 
нагрузкой µαλν =~ . В этой модели требуется выполнения условия эрго-
дичности модели, т.е. должен выполнятся условие 1~ <ν . При выполне-
нии этого условия имеем: 

( ) ( ) ...,1,0,~~1 =−= mm mννρ                                                     (11) 
Если при этом и ββ =m  для всех ...,,2,1=m то из соотношений (9) 

находим, что ( ) .,~1 ηβναµ =Ψ−=Μ    
 

Расчет характеристик системы 
После нахождения стационарных вероятностей состояний можно 

определить указанные выше характеристики системы. В модели с конеч-
ной очередью первичные вызовы теряются, если в моменты их поступле-
ния все места в буфере заняты. Следовательно, вероятность потери пер-
вичных вызовов определяется так: 

( ) ;,
0

∑
∞

=

=
n

p nNpP                                                 (12) 

Повторные вызовы теряются с вероятностью iβ−1 , если в моменты 
их поступления из орбиты вызовов в системе равно .0, >ii  Отсюда за-
ключаем, что вероятность потери повторных вызовов определяется так: 

 ( ) ( ) ;,1
1 1

∑∑
∞

= =

−=
n

N

m
mr nmpP β                                           (13) 

Среднее число первичных вызовов в системе, а также среднее число 
повторных вызовов в орбите определяются как математическое ожидании 
е соответствующих с.в., т.е. для нахождения этих величин получаем сле-
дующие формулы: 
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Указанные выше формулы (12)-(15) позволяют вычислить точные 
значения характеристик системы. Вместе с тем, с разработанных выше 
приближенных формул можно легко вычислить приближенные значения 
этих характеристик. Так, после определенных математических преобразо-
ваний получим следующие простые приближенные формулы для расчета 
искомых характеристик исследуемой системы: 

( );NPp ρ≈                                                                         (16) 
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.Λ≈oL                                                                                (19) 
Из формулы (16) видно, что вероятность потери p-вызовов не зави-

сит от интенсивности поступления r-вызовов с орбиты (т.е. не зависит от 
параметра η). Этот факт объясняется тем, что эти приближенные форму-
лы основаны на допущении о том, что интенсивность p-вызовов сущест-
венно превышает интенсивности r-вызовов. Вместе с тем, указанная ве-
роятность зависит от параметра mα  – вероятности поступления p-вызовов 
в орбиту после завершения обслуживания. Очевидно, что последний па-
раметр существенным образом влияет на числа вызовов в орбите, иными 
словами, отмеченная характеристика (16) косвенным образом зависит от 
параметра η. Аналогичным образом объясняется формула (18). Другие 
параметры зависят от всех параметров системы (см. формулы (17) и (19)). 

Для модели с бесконечной очередью полученные выше формулы 
еще больше упрощаются. Так, для этой модели вероятность потери p-
вызовов равна нулю, т.е. 0=pP . Среднее число p-вызовов в системе в 
этом случае определяется как аналогичная характеристика для классиче-
ской одноканальной системы обслуживания с бесконечной очередью и 
нагрузкой µαλν =~ , т.е. ( )νν ~1~ −=sL . Среднее число r-вызовов в орби-
те также вычисляется с помощью формулы (19). Вероятность потери r-
вызовов в данной модели определяется так: ( )( ).11~ Λ−−−≈ eP r βν  

 
Заключение 

В работе предложена математическая модель одноканальной СМО с 
очередью и обратной связью, в которой обратная связь с системой осуще-
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ствляется посредством возвращения части первичных вызовов для полу-
чения повторного обслуживания. Рассматриваются модели с конечной и 
бесконечной очередью. Считается, что вероятность возвращения зависит 
от текущего числа вызовов в системе. Изучены модели с бесконечным 
размером орбита для пребывания повторных вызовов. Разработаны точ-
ный и приближенный методы расчета характеристик рассмотренной мо-
дели и получены соответствующие формулы. 
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NÖVBƏYƏ MALİK GECİKMİŞ ƏKS ƏLAQƏLİ BİRKANALLI SİSTEM MODELİ 

 
S.H.ƏLİYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə növbəyə malik gecikmiş əks əlaqəli sistem təklif edilmişdir. Burada əks əlaqə 

zənglərin bir hissəsinin geri qayıtması nəticəsində yenidən xidmət zamanı yaranır. Zənglərin 
yenidən təkrar olunması üçün orbitə getmə ehtimalı sistemdə olan zənglərin sayından asılıdır. 
Sonlu və sonsuz növbə modelləri öyrənilmişdir. Sistemin xarakteristikalarının təxmini və dəqiq 
hesablanma metodları öyrənilmişdir.  

 
Açar sözlər: xidmət sistemləri, növbə, əks əlaqə, hesablama alqoritmi  
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MODEL OF SINGLE SERVER SERVICE SYSTEM  
WITH QUEUE AND DELAYED FEEDBACK 

 
S.H.ALIYEVA 

 
SUMMARY 

 
A mathematical model of the single server service system with queue and delayed feed-

back is proposed. Here feedback is occurring as returning a part of serviced calls to get a new 
service. Probability of returning to orbit depends on number of calls in the queue. Both models 
with finite and infinite queues are examined. Both exact and approximate methods to calculate 
characteristics of the system are developed. Figs. 2. Ref. 10 titles.  

 
Key words: service system, queue, feedback, calculation algorithm 
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Təqdim olunan işdə PVP-dekstran-su ikifazalı sisteminin hal diaqramına bəzi 
biratomlu spirtlərin (metanol, etanol, propanol) təsirinə baxılmışdır. Göstərilmişdir ki, 
spirtlərin təsri ilə hal diaqramının binodal əyrisi heterogen oblastın artması istiqmətində 
sürüşür,bu sürüşmə  spirt molekulunda hidrofob qrupların sayı artdıqca daha böyük olur.  

 
Açar sözlər: ikifazalı sistemlər, polivinilpirrolidon, dekstran, biratomlu spirtlər. 
 
Məlum olduğu kimi, termodinamik uyuşmaz elə polimer cütləri  

vardır ki, hər hansı həlledicidə bu polimerlərin konsentrasiyalarının müəyyən 
qiymətlərindən böyük qiymətlərində fazalara ayrılma baş verir və eyni 
zamanda tarazlıqda olan iki fazadan ibarət sistem alınır[1]. Sistemin fazalarının 
hər biri polimerlərdən hər hansı biri ilə zənginləşmiş olur və hər iki fazanın 
əsasını su təşkil edir. Bu hadisənin praktik tətbiq imkanları ədəbiyyatda ilk dəfə 
olaraq isveç tədqiqatçısı Albertson tərəfindən işıqlandırılmışdır. O, müəyyən-
ləşdirmişdir ki, bioloji mənşəli maddələri (zülallar, nuklein turşuları və s.), 
bioloji hissəcikləri (hüceyrə, virus və s.) ikifazalı sulu polimer sistemlərində 
həll edərkən həmin maddələrin sistemin eyni zamanda tarazlıqda olan fazaları 
arasında qeyri-bərabər paylanması baş verir. Digər tərəfdən göstərilmişdir ki, 
biopolimerlər və ya həll olunan maddələr bir-birilə qarşılıqlı təsirdə olmur və 
paylanma fərdi qaydada baş verir. Bu da həssas və dayanıqsız struktura malik 
olan bioloji maddələrin hissəciklərini onların nativ xüsusiyyətini saxlamaqla 
əldə etməyə imkan verir. Bu müşahidələr nəticəsində ikifazalı sulu polimer 
sistemlərindən bioloji hissəciklərin təmizlənməsi, ayrılması və yüksək-
molekullu birləşmələrin fraksiyalara ayrılmasında istifadə edilmişdir. Albertso-
nun monoqrafiyasında termodinamik uyuşmaz olan polimer cütləri və polimer-
kiçikmolekullu birləşmə cütləri göstərilmişdir [5] .  
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Polimer-su ikifazalı sistemlərin əsas xarakteristikalarından biri onun 
binodal əyrisidir. Təqdim olunan işdə polivinilpirrolidon-dekstran-su ikifazalı 
sisteminin binodal əyrisi (hal diaqramı) qurulmuş və biratomlu spirtlərin 
(metanol, etanol, propanol) təsirinə baxılmışdır. Bu asılılıq şəkil1-də göstəril-
mişdir. 

 
Şək.1. PVP-dekstran-su ikifazalı sistemin hal diaqramına spitlərin təsiri 

1-metanol, 2-etanol, 3-propanol 
 

Şəkil1-dən göründüyü kimi, spirtlərin (etanol, metanol, propanol) 
PVP-dekstran-H2O sisteminə təsiri nəticəsində sistemin binodal əyrisi 
homogen oblast istiqamətində sürüşür, ikifazalı sistem fazaəmələgətirən 
komponentlərin daha kiçik konsentrasiyalarında baş verir. Təqdim olunan işdə 
müəyyən olunmuşdur ki, spirtlərin təsiri ilə sistemin binodal əyrisi koordinat 
başlanğıcına tərəf sürüşür, fazalara ayrılma faza əmələ gətirən komponentlərin 
daha kiçik konsentrasiyalarında baş verir. Spirtlərin əlavə edilməsi ilə su daha 
çox strukturlaşır və fazalara ayrılma prosesi sürətlənir. Bu da fazaəmələgətirən 
komponentlərin həllolmasını çətinləşdirir və fazalara ayrılma üçün fazaəmələ-
gətirən komponentlərin daha kiçik konsentrasiyası tələb olunur. 

Təqdim olunan işdə müəyyən olunmuşdur ki, spirtlərin təsiri ilə 
sistemin binodal əyrisi koordinat başlanğıcına tərəf sürüşür, fazalara ayrılma 
faza əmələ gətirən komponentlərin daha kiçik konsentrasiyalarında baş verir. 
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ВЛИЯНИЯ НЕКОТОРЫХ ОДНОАТОМНЫХ СПИРТОВ НА ФАЗОВУЮ 
ДИАГРАММУ ПВП-ДЕКСТРАН -ВОДА 

 
Э.А.МАСИМОВ, Г.М.ШАХБАЗОВА, Г.Х.МАММЕДЛИ  

 
РЕЗЮМЕ 

 
В данной работе было исследовано влияния некоторых одноатомных спиртов 

(метанол, этанол, пропанол) на фазовую диаграмму водной двухфазной системы 
поливинилпирролидон (ПВП)-декстран-вода. Получено, что бинодали фазовой 
диаграммы в присутствии метанола (CH3OH), этанола (CH3CH2OH) и пропанола 
(CH3CH2CH2OH) смещены в сторону увеличение гетерогенной области фазовой 
диаграммы.  

 
Ключевые слова: водно-двухфазные системы, поливинилпирролидон, декстран , 

одноатомные спирты. 
 

THE INFLUENCE OF SOME MONOHYDRIC ALCOHOLS TO THE AQUEOUS 
BIPHASIC SYSTEM OF POLYVINYLPYRROLIDONE-DEXTRAN-WATER 

 
E.A.MASIMOV, G.M.SHAHBAZOVA, G.Kh.MAMMADLI  

 
SUMMARY 

 
In this paper, we investigated the effects of some monohydric alcohols (methanol, 

ethanol, propanol) on the phase diagram of the aqueous two-phase system of 
polyvinylpyrrolidone (PVP) -dextran-water. It was found that the phase diagram binodals, in 
the presence of methanol (CH3OH), ethanol (CH3CH2OH) and propanol (CH3CH2CH2OH), 
are shifted towards increasing the heterogeneous region of the phase diagram. 

 
Keywords: water-two-phase system, polyvinylpyrrolidone, dextran, monohydric 

alcohols. 
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GAN ƏSASLI KVANT QUYUSUNDA  
ELEKTRON RAMAN SƏPİLMƏSİ 
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GaAlN-GaN-GaAlN kvant heterostrukturunda ikizonalı Keyn modelində sonsuz dərin 

quyu yaxınlaşmasında altzonalararası elektron Raman səpilməsinə (AERS) baxılmışdır. Səpil-
mənin diferensial effektiv kəsiyi (DEK) üçün düşən işığın tezliyindən və quyunun enindən asılı 
analitik ifadə alınmışdır. Rezonans və qeyri-rezonans halları araşdırılmışdır. Ədədi qiymətlən-
dirmələr göstərir ki, baxılan Raman prosesi təcrübi olaraq ölçülə bilər. 

 
Açar sözlər: geniş qadağan zolaqlı yarımkeçirici, ikizonalı Keyn modeli, kvant quyusu, 

elektron Raman səpilməsi. 
 
1. Hazırda GaN, AlN yarımkeçirici kristalları və onların əsasında hazırla-

nan nanostrukturlar (kvant quyusu, kvant məftili, kvant nöqtəsi) müxtəlif tezlik 
oblastlarında işləyən cihaz və qurğuların yaradılması üçün perspektiv ob-
yektlərdir. Geniş qadağan zolaqlı bu yarımkeçiricilərdə (qadağan zolağının eni 

eV4,2=ε ) GaAs-lə müqayisədə daha böyük elektron seli yaratmaq mümkün-
dür. Belə ki, bunlarda istilikkeçirmə və deşilmə gərginliyi daha böyük qiymətə 
malikdir. Bu isə o deməkdir ki, bu materialların əsasında daha böyük çıxış 
gücünə malik cihaz və qurğu hazırlamaq mümkündür [1-3]. 

Son illər yarımkeçirici əsaslı kvant strukturlarında optik effektlər təkcə 
fundamental tədqiqat obyekti olaraq qalmayıb, eyni zamanda, yeni-yeni tətbiq 
sahələri tapılmaqdadır. Praktik tətbiqlərin  çoxu yüksək keyfiyyətli aşağıölçülü 
kvant strukturlarının-kvant təbəqələrinin, kvant məftillərinin, kvant nöqtələri-
nin və kvant ifratqəfəslərinin alınma texnologiyalarının imkanları sayəsində 
reallaşır. Yükdaşıyıcılarının hərəkətinin bir, iki və ya hər üç istiqamətdə məh-
dudlaşması nəticəsində bu sistemlərdə onların (yükdaşıyıcıların) enerji spek-
trində diskretlik yaranır. Bunun nəticəsində isə bütün kinetik, optik və maqnit 
xassələri keyfiyyətcə dəyişir. Məsələn, optik spektrlərdə kəskin piklər müşa-
hidə olunur. Belə sistemlər fotonlarının statistikası idarə oluna bilən qeyri-klas-
sik şüalanma mənbəyi ola bilər. Bütün bu xassələr bu sistemləri kvant kripto-
qrafiyası sahələrində yeni cihaz və qurğuların yaradılması nöqteyi-nəzərindən 
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maraqlı edir. Amma hazırda bu sahədə bir sıra problem mövcuddur. Belə ki, 
hərtərəfli tədqiq olunmuş və texnoloji cəhətdən mükəmməl olan üçüncü qrup 
metallarının arsenlə birləşmələri əsasında hazırlanan kvant məftilləri və kvant 
nöqtələri yalnız maye helium temperaturlarında effektiv şüalanma verə bilir. 
Daha yüksək temperaturlarda, o cümlədən otaq temperaturlarında, işləyə bilən 
cihaz və qurğuların yaradılması geniş qadağan zolaqlı А2В6 və А3В5 tipli 
yarımkeçiricilər əsasında mümkündür. Hələlik ən yaxşı nəticələr GaN/AlN 
kvant nöqtələri üçün alınmışdır. Eyni zamanda tək foton mənbəyi ola biləcəyi 
güman edilən InGaN/GaN kvant nöqtələri intensiv tədqiq olunur. Bu məqsədlə 
InGaN/AlN və InGaN/AlGaN kvant nöqtələri də tədqiq olunmaqdadır. GaN və 
AlN əsasında hazırlanan GaAlN-GaN-GaAlN ikiqat kvant heterostrukturları 
(kvant quyusu) görünən və  ultrabənövşəyi diapozonlarda işləyən lazerlərin 
yaradılması üçün çox münasib strukturlardır [3-6].  

Bu işdə GaAlN-GaN-GaAlN kvant heterostrukturunda (kvant quyusu) 
altzonalararası elektron Raman səpilməsinə baxılmışdır.  

2. Elektron Raman səpilməsi. Son 30 ildə aşağıölçülü yarımkeçirici 
strukturlar fizikası intensiv tədqiq olunan sahələrdən biridir [7-11]. Bu onunla 
bağlıdır ki, belə strukturlarda ölçüdən asılı olan, keyfiyyətcə yeni fundamental 
effektlər meydana çıxır və onların araşdırılması yeni fiziki prinsiplərə əsasla-
nan daha kiçikölçülü, daha etibarlı və daha sürətli cihaz və qurğuların hazırlan-
masına zəmin yaratmış olur. Belə aşağıölçülü yarımkeçirici əsaslı sistemlərin 
elektron xassələrinin tədqiqi sahəsində Raman səpilməsi metodu geniş tətbiq 
olunur. Bu metod ikölçülü [7], eləcə də birölçülü [8] elektron strukturlarının 
öyrənilməsində xüsusi əhəmiyyət kəsb edir. Məhz Raman səpilməsi metodu ilə 
ilk dəfə olaraq iki ikiölçülü altzonaarası keçid zamanı birzərrəcikli həyəcan-
laşmaların mövcudluğu göstərilmişdir. Optik udulma spektrlərində bunu 
tutmaq mümkün deyil, belə ki, depolyarizasiya və eksiton effektləri buna mane 
olur. Bundan əlavə, elektron Raman səpilməsi yarımkeçiricilər və onların əsa-
sında hazırlanan aşağıölçülü sistemlərdə gərginlik (deformasiya) effektlərinin 
öyrənilməsində ən həssas metodlardan biridir.       

3. Əsas düsturlar.  Diferensial effektiv kəsiyin (DEK) ifadələri bir çox 
işlərdə verilmişdir. Biz Yafetin  [11 ] işindəki ifadədən istifadə edəcəyik: 
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Burada: Ω -cisim bucağı, −−= 10 ωωω  tezlik sürüşməsi, −0ω düşən, −1ω  isə 
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harada rfi εεε ,, - başlanğıc, aralıq və son halların enerjiləridir. 
(3.1) və (3.2)-dən aydındır ki, DEK-nı hesablamaq üçün enerji spektri və dalğa 
funksiyaları məlum olmalıdır. Onları Şredinger tənliyinin həllindən tapacağıq: 
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Burada −p elektronun impulsu, −σ Pauli operatoru, −)(rV  periodik poten-
sialı, −)(zU kvant quyusunun potensialıdır (z oxu quyu müstəvisinə perpen-
dikulyardır). 

4. Spektr və dalğa funksiyaları. Şredinger tənliyinin ((3.3),(3.4)) 
həllindən sonsuz dərin quyu modelində enerji spektri və dalğa funksiyaları 
üçün aşağıdakı ifadələr alınır:
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(+) işarəsi  keçiricilik zonasına, (-) işarəsi isə yüngül deşiklər zonasına aiddir. 
 Baxdığımız ikizonalı Keyn modelində ağır deşiklər yüngül zərrəciklərlə 
qarşılıqlı təsirdə olmadığı üçün bu zonanın dispersiyası parabolikdir. 
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5. Diferensial effektiv kəsik. Şəkil 1-də GaAlN-GaN-GaAlN kvant qu-
yusunun zona quruluşu və altzonalararası Raman səpilməsi göstərilmişdir. Sa-
dəlik üçün biz hər zonada iki alt zonanın göstərilməsi ilə kifayətlənmişik. Alt-
zonalararası proses belə baş verir: 0ω  tezlikli fotonu udaraq, yüngül deşiklər 
zonasının hər hansı bir alt zonasındakı elektron keçiricilik zonasının boş alt zo-
nalarından birinə keçir. İkinci aktda keçiricilik zonasının Fermi səviyyəsinədək 
dolu altzonadakı elektron 1ω  tezlikli foton şüalandıraraq, yüngül deşiklər zona-
sındakı boş qalmış yerə keçir. Hesab edirik ki, bu iki mərhələli proses ani baş 
verir. Nəticədə keçiricilik zonasındakı birinci alt zonadan ikinci altzonaya 
keçid ilə bağlı Raman səpilməsi baş vermiş olur. Yəni sonda elektron birinci 
altzonadakı başlanğıc haldan ikinci altzonadakı son hala keçmiş olur. Burada 
yüngül deşiklər zonasındakı alt zonalar aralıq halları kimi iştirak edir. Eyni 
səpilmə prosesi aralıq halı olaraq ağır deşiklər zonasının iştirakı ilə də baş verə 
bilər (şəkil 1) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Şək. 1. Altzonalararası Raman prosesləri:  
I-aralıq hallar ağır deşiklər zonasındadır, II- aralıq hallar yüngül deşiklər zonasındadır. 

  
İşıq ikiölçülü lay müstəvisinə perpendikulyar və ya paralel düşə bilər. 

Yəni buna uyğun olaraq bu halda dörd XX, XY, XZ, ZZ həndəsələri mümkün-
dür. XX və XY həndəsələri ekvivalent olduğu üçün yalnız üç qeyri-ekvivalent 
həndəsə qalır. 

Biz bu hallardan birinə, XX səpilməsi halına baxacağıq. Yəni işıq quyu 
üzərinə X oxu istiqamətində düşür və həmin ox istiqamətində də səpilir. Sadə-
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lik üçün parabolik hala  ( )∞→gε  baxırıq. Bu halda DEK üçün aşağıdakı ifadə 
alınır: 
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(5.1)-(5.5)  ifadələrindən görünür ki, altzonalararası elektron Raman səpilməsi-
nin (AERS) diferensial effektiv kəsiyinin (DEK) sıfırdan fərqli olması üçün 

( )2
1

2
20 cc nn −= εω  olmalıdır. Bu isə o deməkdir ki, DEK-in ω -dan asılılığı 

ayrı-ayrı nöqtələr çoxluğundan ibarətdir. 
AZERS həm rezonanslı ( gεω ~> ), həm də qeyri-rezonanslı ( gεω ~> ) 

ola bilər. Qeyri-rezonanslı halda kiçik tezliklərdə DEK ),(~
112 ccf nnεω = -dən  

başlayaraq artır və maksimum qiymətinə çatandan sonra azalaraq 
),(~

112 ccf nnεω = qiymətində sıfır olur. 
Rezonanslı halda AERS-də iki növ rezonans ola bilər. Bunlar və
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Birinci rezonans (5.5) yüngül deşiklər zonasından ( l ) keçiricilik zonasına ( )2c  
real keçidlərə uyğundur. Burada (-) işarəsi 1cl nn =  və  ( ) 0

2
1

2
20 / ωεω  ccR nn −=   

 
Rezonans şərtinə, (+) işarəsi isə 2cl nn =  və 
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

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
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


−−


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
+= ccR nnεωωω 

 rezonans şərtinə uyğundur. 

İkinci rezonans (5.6)  ( )2)( ch → və ( ) )(1 hc →  real keçidlərində baş 
verir. Bu prosesdə ağır deşiklər altzonaları aralıq hal olur.   

Rezonans və qeyri-rezonans hallarında DEK-nı qiymətləndirsək alarıq ki, 
eV4=ω , eVg 4.3=ε , nmL 10=  olsa, onda ( ) 1242 10/ −− ⋅≈Ω srsddSd rezω  və 

( ) 1262 10/ −− ⋅≈Ω srsddSd QRω  olar. 
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РАМАН-РАССЕЯНИЕ В КВАНТОВОЙ ЯМЕ НА ОСНОВЕ GAN 
 

Т.Г.ИСМАИЛОВ,  С.И.ЗЕЙНАЛОВА 
 

РЕЗЮМЕ 
 

В двухзонной модели Кейна в приближении бесконечно-глубокой ямы  рассмот-
рено электронное межподзонное Раман-рассеяние. Получено аналитическое выражение 
для дифференциального эффективного сечения рассеяния в зависимости от частоты 
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рассеянного света и ширины ямы. Показано, что рассеяние может происходить как резо-
нансно, так и нерезонансно. Численные оценки указывают на то, что рассматриваемый 
Раман-процесс  можно измерить в эксперименте.                 

 
Ключевые слова: полупроводник с широкой запрещенной зоной, двухзонная 

модель Кейна, квантовая яма, электронное Раман-рассеяние. 
 

RAMAN SCATTERING IN QUANTUM WELL BASED ON GAN 
 

T.H.ISMAYILOV,  S.I.ZEYNALOVA 

 
SUMMARY 

 
In the two-band Kane model, in the infinite-deep-well approximation, an electronic 

intersubband Raman scattering is considered. An analytical expression is obtained for the 
differential effective scattering cross section as a function of the frequency of the scattered 
light and the width of the well. It is shown that scattering can occur both resonantly and 
nonresonantly. Numerical estimates indicate that the Raman process under consideration can 
be measured in an experiment.         

 
Key words: semiconductor with wide band-gap, two-band Kane model, quantum well, 

electron Raman scattering. 
 
Redaksiyaya daxil oldu: 17.05.2018-ci il 
Çapa imzalandı: 08.10.2018-ci il 

147 



BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№3       Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası   2018 

 
 
 
UOT 539.12 

 
BİR-BİRİNƏ PERPENDİKULYAR YÖNƏLMİŞ BİRCİNS MAQNİT     

VƏ ELEKTRİK SAHƏLƏRİNDƏ YÜKLÜ RELYATİVİSTİK 
ZƏRRƏCİYİN HƏRƏKƏTİ 

 
M.R.RƏCƏBOV 

Bakı Dövlət Universiteti 
m_rajabov@mail.ru 

 
Bir-birinə perpendikulyar yerləşmiş bircins maqnit və elektrik sahəsində z yüklü rel-

yativistik zərrəciyin hərəkətinə baxılmış, bu məsələ üçün Dirak tənliyi müəyyən yaxınlaşmada  
həll edilmiş, enerji spektri  tapılmışdır. 

 
Açar sözlər: maqnit və elektrik sahəsi, enerji spektri, Dirak tənliyi 

 
Kvant nəzəriyyəsində bircins maqnit və elektik sahəsində zərrəciyin hə-

rəkətinin nəzəri tədqiqi böyük əhəmiyyətə malikdir. Bu tip məsələlərin tədqiqi 
kvant nəzəriyyəsinin əsas prinsiplərini və kvant formalizminin mahiyyətini 
aydın nümayiş etdirməyə imkan verir. 

Bir-birinə perpendikulyar yerləşmiş bircins maqnit və elektrik sahələrin-
də yüklü relyativistik zərrəciyə baxaq. z oxunu maqnit sahəsi, y oxunu isə bir-
cins  elektrik sahəsi boyunca yönəldək. 

Belə sistemin enerji spektrini və uyğun bispinor dalğa funksiyasını tap-
maq üçün bircins elektrik və maqnit sahələrində Dirak tənliyini həll etməliyik: 

ψϕψβα )(])ˆ([ 2 eEmcApc c
e −=+−
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iEtiEt
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
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
==
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ψ ),(  zərrəciyin dalğa funksiyası, u-bispi-

nor, e- zərrəciyin yükü, , m-zərrəciyin kütləsi, A


- elektromaqnit sahəsinin vek-
tor potensialı, ϕ - isə skalyar potensial, α və β - Dirak matrisləri, E- sistemin 
enerjisidir. 

Dalğa funksiyasının ifadısinin və Dirak matrislərinin aşkar  şəklini (1)-də 
nəzərə alsaq, iki tənlik alarıq: 

  χσφϕ )ˆ()( 2 A
c
epcmceE
 −=−− , 

φσχϕ )ˆ()( 2 A
c
epcmceE
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148 

mailto:m_rajabov@mail.ru


(2) tənliklər sistemindən χ -nı φ ilə ifadə etsək, 

                       φσφϕ 22422 )]ˆ([])[( A
c
epccmeE
 −=−−                        (3) 

alarıq. Asanlıqla göstərmək olar ki, 
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Burada σ - Pauli matrisləri, H


- bircins maqnit sahəsinin intensivliyidir və 
ArotH


= . (4) ifadəsini nəzərə alsaq, onda (3) tənliyini aşağıdakı kimi yaza 
bilərik  
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Bircins maqnit sahəsi z oxu boyunca yönəldiyindən HHHH zyx === ,0 olur 
və A


 vektor-potensial 0, ==−= zyx AAyHA kimi seçilə bilər. Onda 
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  (6) tənliyinin həllini aşağıdakı şəkildə axtara bilərik: 

)(
2
1),,(

)(
yfezyx

zPxPi
zx +

= 

π
φ                                    (7) 

(7)-ni (6) –da  nəzərə alsaq, 

f
mc

cmeEHf
mc
ef

mc
yHefyP

mc
eHf

m
P

dy
fd

m zx
x

2

422

2

2222

2

22

2
)(

2222
−−=−+−+− ϕσ  (8)                                                                                                                                          

alarıq. )(2)( 2422 ϕϕ eEmccmeE −≈−− əvəzləməsi aparaq. Bircins elektrik 
sahəsi halında yεϕ =  oldugunu nəzərə alsaq, ε - elektrik sahəsinin intensivli-
yidir, (8) tənliyi 
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şəklini alır. (11) tənliyi adi xətti harmonik ossilyatorun tənliyidir. Bu tənliyin 
həlli bizə məlumdur. Onun həllindən məxsusi qiymətlər və məxsusi funksiyalar 
üçün 

ξωζζζ ζ



mHCef n == − ),()(
2/2 ,  

                          )2/1(1 += nE ω , ....2,1,0=n                                      (12) 
ifadələri alınır. Burada n-kvant ədədi olub diskret dəyişir, )(ζnH -Ermit poli-
nomudur. Beləliklə, bir-birinə perpendikulyar olan bircins maqnit və elektrik 
sahələrində yerləşmiş yüklü zərrəciyin enerjisi üçün aşağıdakı ifadəni almış 
oluruq: 
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(13) ifadəsində birinci hədd maqnit sahəsinə perpendikilyar müstəvidə baş ve-
rən rəqsi hərəkət enerjisidir. yz PP , -kvant ədədləri kəsilməz dəyişdiyindən, on-
lara uyğun enerji  kəsilməz spektr təşkil edir. 
Məxsusi funksiyaları üçün  
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zzx n

zPxPi

PnP HeCezyx σ
ζ

σ ϕζ )(),,(
2/2−+

=Ψ                        (14) 
ifadəsi alınır. (14) ifadəsindən alınır ki, bir-birinə perpendikulyar olan bircins 
elektrik və maqnit sahəsində yerləşdirilmiş zərrəciyin dalğa funksiyası da dörd 
kvant ədədindən asılıdır, yəni zərrəciyin stasionar halları cırlaşmamış olur. 

Bilirik ki, təcrübədə zərrəciyin enerjisini təyin etmək üçün elektrik və 
maqnit sahəsinin intensivlik vektorları olan H

,ε vektorlarını elə seçirlər ki, zər-
rəcik düz xətt üzrə hərəkət etsin. Bu o zaman mümkündür ki, zərrəciyə təsir edən 
elektrik və maqnit qüvvələri modulca eyni, istiqamətcə əks olsun. Bu zaman 
elektrik və maqnit sahələrinin intensivlikləri bir-birinə perpendikulyar olur. Biz z 
oxunu maqnit sahəsi, y oxunu isə bircins elektrik sahəsi boyunca yönəltsək, onda 
zərrəcik x oxu boyunca düz xəttli hərəkət edər. Baxdığımız halda 

c
qvHq =ε   

oldugundan, bu ifadədən zərrəciyin sürətini tapsaq 

H
cv ε=  

olar. Klassik halda qeyri-relyativistik zərrəciyin enejisi 

2

222

22 H
mcmvE ε==                                      (15) 

bərabər olar. Eyni şərtlər daxilində biz qeyri-relyativistik halda kvant zərrəciyi-
nin hərəkətinə baxdıqda onun enerjisi (13) ifadəsi ilə təyin olunmuş olur. Əgər 
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baxdığımız halda zərrəcik x oxu boyunca hərəkət edirsə, onda 0== zy PP olur. 
Bunu (13)-da nəzərə alsaq, baxdığımız hal üçün kvant zərrəciyinin enerjisi üçün 
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ifadəsini almış olarıq. 
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ЗАРЯЖЕННАЯ РЕЛЯТИВИСТИЧЕСКАЯ ЧАСТИЦА, НАХОДЯЩЕЙСЯ 
ВО ВЗАИМНО ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХ ОДНОРОДНЫХ МАГНИТНОМ И 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ  ПОЛЯХ 
 

М.Р.РАДЖАБОВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Решено уравнение Дирака, найдены энергетические спектра и собственные функ-
ции для заряженной релятивистической частицы, находящейся во взаимно перпен-
дикулярных однородных магнитном и электрическом полях. 

 
Ключевые слова: Магнитное и электрическое поля, энергетический спектр, 

уравнение Дирака 
 

CHARGED RELATIVIST PARTICLES INTERPERPENDICULARLY ALIGNED IN 
HOMOGENOUOS ELECTRIC AND MAGNETIC FIELDS  

 
M.R.RAJABOV 

 
SUMMARY 

 
The Dirac equation has been solved for the charged relativist particles interperpen-

dicularly aligned in homogenous electric and magnetic fields and the energy spectrum and 
special functions have been found. 
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İşdə LiOH, NaOH və KOH-ın sulu məhlullarının 283,15-333,15 K temperatur və 0-0.07 
molyar hissə konsentrasiyası intervalında dinamik özlülüyü və sıxlığı ölçülmüşdür. Təcrübi 
nəticələrdən istifadə edərək tədqiq olunan sistemlərin baxılan temperatur və konsentrasiya 
intervalında özlü axınının aktivləşmə parametrləri və məhlulda LiOH, NaOH və KOH-ın 
parsial molyar həcmləri hesablanmış və bu parametrlərin konsentrasiyadan asılılıqları təhlil 
edilmişdir. Müəyyən olunmuşdur ki, hər üç əsas konsentrasiyanın artması ilə mövcud struktura 
dağıdıcı təsir edir. Belə ki, KOH NaOH-a, NaOH isə LiOH-a nisbətən mövcud struktura daha 
çox dağıdıcı təsir edir. 

 
Açar sözlər: LiOH, NaOH, KOH, özlü axının aktivləşmə parametrləri, parsial molyar 

həcm. 
 
Məlumdur ki, qeyri-üzvi maddələri suda həll etdikdə dissosiasiya 

nəticəsində onlar ionlara parçalanır. Buna səbəb suyun böyük dielektrik nü-
fuzluğuna malik olmasıdır. İonlar yüklü hissəciklər və su molekulları dipol qu-
ruluşuna malik olduğundan məhlulda hidratlaşma prosesi gedir. Buna görə də 
tərkibində ionlar olan məhlulun strukturu suyun strukturundan fərqlənir. Bio-
loji sistemlərdə su mühüm rol oynadığından sulu məhlullarda struktur xüsusiy-
yətlərinin tədqiqi müasir fiziki-kimyada, biofizikada böyük əhəmiyyət kəsb 
edir. 

Canlı orqanizmdə +Li , +Na , +K  və −OH  ionları mövcuddur və bu 
ionlar burada gedən bioloji proseslərdə mühüm rol oynayırlar. LiOH, NaOH və 
KOH-ın geniş tətbiq sahəsinin olmasına baxmayaraq onların sulu məhlullarının 
özlü axın və həcmi xassələri az araşdırılmışdır. Elmi ədəbiyyatın təhlili göstərir 
ki, LiOH, NaOH və KOH-ın sulu məhlullarında struktur xüsusiyyətlərinin araş-
dırılmasına və bu əsasların suyun strukturuna təsirinin öyrənilməsinə ehtiyac 
var. 

İşdə LiOH, NaOH və KOH-ın sulu məhlullarının 283,15-333,15 K tem-
peratur və 0-0.07 molyar hissə konsentrasiyası intervalında struktur xüsusiy-
yətləri viskozimetriya və piknometriya metodları ilə tədqiq olunmuşdur. 
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Baxılan temperatur və konsentrasiya intervalında sulu məhlulların dinamik 
özlülüyü və sıxlığı ölçülmüşdür. Təcrübi nəticələrdən istifadə edərək tədqiq 
olunan məhlulların özlü axınının aktivləşmə Gibbs enerjisinin ( ≠∆ ηG ), özlü axı-

nının aktivləşmə entalpiyasının ( ≠∆ ηH ), özlü axınının aktivləşmə entropiyasının 

( ≠∆ ηS ) və məhlulda LiOH, NaOH və KOH-ın parsial molyar həcmlərinin (V~ ) 
konsentrasiyadan asılılıqları təhlil olunmuşdur.  

 
Təcrübi hissə 

Tədqiqat obyekti və metodları. Tədqiqat obyekti olaraq müxtəlif kon-
sentrasiyalı LiOH, NaOH və KOH-ın sulu məhlulları götürülmüşdür. İstifadə 
olunmuş LiOH, NaOH və KOH kimyəvi saf maddələrdir. Məhlulların hazır-
lanmasında bidistillə edilmiş sudan istifadə olunmuşdur. İşdə özlülük kapilyar 
viskozimetrlə, sıxlıq isə piknometrlə ölçülmüşdür. 

Mayelərin özlü axınının Frenkel və Eyrinq nəzəriyyələrinə [1,2,3] görə 
özlü axınının aktivləşmə Gibbs enerjisi ( ≠∆ ηG ) 
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ifadəsilə təyin olunur. Eyrinq nəzəriyyəsinə [1,2] görə 
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olur. Burada R -universal qaz sabiti, AN -Avoqadro ədədi, h -Plank sabitidir. 
M -məhlulun molyar kütləsi olub  
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ifadəsilə təyin olunur [1]. ix  və iM  uyğun olaraq i -ci komponentin molyar 
hissəsi və molyar kütləsidir. T  mütləq temperaturunda mayenin dinamik 
özlülüyü (η ) və sıxlığı ( ρ ) təcrübədə təyin olunur. 

(1) ifadəsini termodinamikadan məlum olan [1] 
 ≠≠≠ ∆−∆=∆ ηηη STHG   (4) 
ifadəsində nəzərə alsaq və bütün hədləri T -yə bölsək alarıq: 
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(5) ifadəsindən görünür ki, özlü axının aktivləşmə entalpiyası ( ≠∆ ηH ) 

153 



 





∂

∂
=∆ ≠

T

RH
1

ln
0η

η

η    (6) 

olur [1]. (1) ifadəsindən ≠∆ ηG  və (6) ifadəsindən ≠∆ ηH  təyin edildikdən sonra 

(4) ifadəsilə özlü axının aktivləşmə entropiyası ( ≠∆ ηS ) hesablanır. 

Məhlulda PEQ-in parsial molyar həcmi (V~ )  
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düsturu ilə təyin olunur [1]. Burada mV -məhlulun molyar həcmi olub, 
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düsturu ilə hesablanır. 
 

Alınmış nəticələrin müzakirəsi 
LiOH, NaOH və KOH-ın sulu məhlullarının 293,150K temperaturda 

özlü axınının aktivləşmə parametrlərinin ( ≠∆ ηG , ≠∆ ηH , ≠∆ ηS ) və məhlulda 

LiOH, NaOH, KOH-ın parsial molyar həcmlərinin (V~ ) konsentrasiyadan ( x ) 
asılılıqları 1-4 saylı şəkillərdə göstərilmişdir.  
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Şək. 1. LiOH, NaOH və KOH-ın sulu              Şək. 2. LiOH, NaOH və KOH-ın sulu məhlullarının                                                                
məhlullarının özlü axınının aktivləşmə   özlü axınının aktivləşmə entalpiyasının 
Gibbs enerjisinin konsentrasiyadan asılılığı                     konsentrasiyadan asılılığı (T=293,15 K). 
(T=293,15 K).                               

1-LiOH,     2-NaOH,     3-KOH 
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Şək. 3. LiOH, NaOH və KOH-ın sulu    Şək. 4. LiOH, NaOH və KOH-ın sulu  
məhlullarının özlü axınının aktivləşmə    məhlullarında LiOH, NaOH və KOH-ın parsial 
entropiyasının konsentrasiyadan asılılığı                          molyar həcmlərinin konsentrasiyadan asılılığı 
(T=293,15 K).                                 (T=293,15 K). 

1-LiOH,     2-NaOH,     3-KOH 
 

Şəkil 1-dən göründüyü kimi, baxılan konsentrasiya intervalında hər üç 
əsasın (LiOH, NaOH, KOH) sulu məhlulu üçün götürülmüş temperaturda 
konsentrasiyanın artması ilə ≠∆ ηG  artır, həmçinin verilmiş temperatur və kon-

sentrasiyada ( ) ( ) ( )KOHGNaOHGLiOHG ≠≠≠ ∆>∆>∆ ηηη  olur. Frenkel və Ey-

rinq nəzəriyyələrinə görə ≠∆ ηG  1 mol sayda molekulun bağlı haldan aktiv hala 
keçməsinə sərf olunan enerjidir [1, 2, 3]. Qeyd edək ki, 20 0C temperaturda 
suda molyar ion elektrik keçiriciliyinin limit qiyməti +Li , +Na , +K  və −OH  

ionları üçün uyğun olaraq 
molOm

sm2

⋅
 51,34 , 

molOm
sm2

⋅
 79,44 , 

molOm
sm2

⋅
 63,66  

və 
molOm

sm2

⋅
 39,180 -a bərabərdir [11]. Bu qiymətlərin müqayisəsi göstərir ki, 

−OH  ionu üçün bu kəmiyyətin qiyməti çox böyükdür. Bu isə ehtimal etməyə 
imkan verir ki, −OH  ionunun ətrafında, demək olar ki, hidrat təbəqəsi yaran-
mır. Aydındır ki, tədqiq etdiyimiz məhlullarada özlü axın prosesində su mole-
kulları ilə yanaşı hidratlaşmış +Li , +Na  və +K  ionları da aktiv hala keçə-
cəklər. Təbiidir ki, su molekullarına nisbətən hidratlaşmış ionların aktiv hala 
keçməsinə daha çox enerji sərf olunacaq. Konsentrasiyanın artması ilə ≠∆ ηG -
nin artmasını aktiv hala keçən hidratlaşmış ionların sayının su molekulları ilə 
müqayisədə tədricən çoxalması ilə izah etmək olar. +Li , +Na  və +K  ionlarının 
hidratlaşma enerjiləri (uyğun olaraq molkC / 36,531− , molkC / 18,422−  və 

molkC / 58,338−  [4]) fərqli olduğundan bu hidratlaşmış ionların ölçüləri və 
kütlələri də fərqli olacaq. Həm suda molyar ion elektrik keçiriciliyinin limit 
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qiymətlərinə, həm də ionların hidratlaşma enerjilərinə əsasən deyə bilərik ki, 
verilmiş temperaturda hidratlaşmış +Li  ionunun kütləsi hidratlaşmış +Na  ionu-
nun kütləsindən, hidratlaşmış +Na  ionunun kütləsi isə hidratlaşmış +K  ionu-
nun kütləsindən böyük olur. Buna görə də verilmiş temperatur və kon-
sentrasiyada ( ) ( ) ( )KOHGNaOHGLiOHG ≠≠≠ ∆>∆>∆ ηηη  olur. 

Şəkil 2-dən göründüyü kimi, baxılan konsentrasiya intervalında götürül-
müş temperaturda ≠∆ ηH  konsentrasiyanın artması ilə LiOH və NaOH məhlulu 
üçün artır, KOH məhlulu üçün isə azalır, həmçinin verilmiş temperatur və kon-
sentrasiya üçün ( ) ( ) ( )KOHHNaOHHLiOHH ≠≠≠ ∆>∆>∆ ηηη  olur. ≠∆ ηH  məh-
lulda yaranan dəyişmələri enerji baxımından xarakterizə edir [1,5]. Belə ki, 
konsentrasiyanın artması ilə ≠∆ ηH -ın artması sistemin daha möhkəm struktura 
malik olmasını göstərir və əksinə. Qeyd edək ki, güclü hidratlaşan ionların 
yaxın ətrafında su molekullarının hərəkətinin intensivliyi azalır, zəif hid-
ratlaşan ionların isə yaxın ətrafında su molekullarının hərəkətinin intensivliyi 
artır [7]. Güman edirik ki, +Li  və +Na  güclü, +K  isə zəif hidratlaşan ionlar ol-
duqlarından [8, 9, 10] götürülmüş temperaturda ≠∆ ηH  konsentrasiyanın artması 
ilə LiOH və NaOH məhlulu üçün artır, KOH məhlulu üçün isə azalır. Hesab 
edirik ki, ( ) ( ) ( )KOHHNaOHHLiOHH ≠≠≠ ∆>∆>∆ ηηη  olması isə +Li , +Na  və 

+K  ionlarının hidratlaşma enerjilərinin qiymətləri ilə əlaqədardır. 
Elektrolitlərin sulu məhlullarında ionlarının hidratlaşma prosesi baş verir 

ki, bu da suya nisbətən məhlulun fərqli strukturunun yaranmasına səbəb olur. 
Məhlulda yaranan struktur dəyişmələri ≠∆ ηS  parametri ilə xarakterizə edilir. 

Belə ki, konsentrasiyanın artması ilə ≠∆ ηS -in artması sistemin daha struktur-
laşmış hala, azalması isə nisbətən strukturu dağılmış hala keçməsini göstərir 
[1,6-10]. Şəkil 3-dən göründüyü kimi, baxılan konsentrasiya intervalında hər 
üç əsasın (LiOH, NaOH, KOH) sulu məhlulu üçün götürülmüş temperaturda 
konsentrasiyanın artması ilə ≠∆ ηS  azalır. Lakin LiOH-la müqayisədə NaOH-ın, 
NaOH-la müqayisədə isə KOH-ın sulu məhlulu üçün konsentrasiyanın artması 
ilə ≠∆ ηS  daha sürətlə azalır. Belə ki, verilmiş temperatur və konsentrasiya üçün 

( ) ( ) ( )KOHSNaOHSLiOHS ≠≠≠ ∆>∆>∆ ηηη  olur. Konsentrasiyanın artması ilə 

hər üç əsasın sulu məhlulu üçün ≠∆ ηS -in azalması bu əsasların məhlulun struk-

turunu dağıtmasını göstərir. ( ) ( ) ( )KOHSNaOHSLiOHS ≠≠≠ ∆>∆>∆ ηηη  olması 
isə onu göstərir ki, KOH NaOH-a, NaOH isə LiOH-a nisbətən mövcud struk-
tura daha çox dağıdıcı təsir edir. Güman edirik ki, bu da +Li , +Na  və +K  
ionlarının hidratlaşma enerjiləri ilə əlaqədardır. Bir çox tədqiqatlarda göstərilir 
ki, ionlar suyun strukturuna Hofmeysterin liotrop sırasına uyğun ardıcıllıqla 
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təsir edirlər [1,11-14]. Göründüyü kimi, aldığımız nəticə Hofmeysterin liotrop 
sırasına uyğundur. 

Həll olan maddələri suda həll etdikdə məhlulun yeni strukturu yaranır ki, 
bu da suya nisbətən məhlulun həcmi xassələrinin dəyişməsinə səbəb olur. 
Məhlulun həcmi xassələrini xarakterizə edən parametrlərdən biri də komponent-
lərin parsial molyar həcmləridir. Məlumdur ki, i -ci komponentin parsial molyar 
həcmi verilmiş tərkibli sistemə həmin komponentdən mol 1  əlavə etdikdə 
həcmin dəyişməsinə bərabərdir [1,15,16]. Şəkil 4-dən göründüyü kimi, baxılan 
konsentrasiya intervalında hər üç əsasın (LiOH, NaOH, KOH) sulu məhlulu üçün 
götürülmüş temperaturda konsentrasiyanın artması ilə V~  artır, həmçinin verilmiş 
temperatur və konsentrasiya üçün ( ) ( ) ( )KOHVNaOHVLiOHV ~~~ <<  olur. Konsen-
trasiyasının artması ilə məhlulda əsasların parsial molyar həcminin artmasını 
məhlulun nisbətən strukturu dağılmış hala keçməsi ilə izah etmək olar. Suda 
olan hər bir ionun ətrafında elektrik sahəsi yaranır və bu sahənin intensivliyi 
məsafənin artması ilə kəskin azalır. Belə qeyri-bircins sahədə su molekulları 
ionun ətrafında oriyentləşirlər. Nəticədə, ionun ətrafında su molekullarının 
tutduğu həcm su fazasında onların tutduğu həcmdən kiçik olur. Bu sıxlaşma 
effekti elektriksiya adlanır və bütün ionlar sulu məhlullarda elektrostriksiya 
yaradırlar. Aydındır ki, elektrostriksiya effekti ionun səthi yük sıxlığından ası-
lıdır. Belə ki, böyük səthi yük sıxlığına malik kiçik ionların yaratdıqları elek-
trostriksiya effekti, kiçik səthi yük sıxlığına malik böyük ionların yaratdıqları 
elektrostriksiya effektinə nisbətən daha güclü olacaq. +Li , +Na  və +K  ion-
larının səthi yük sıxlıqları uyğun ardıcıllıqla azaldığından, bu ionların yaxın ət-
rafında yaranan elektrik sahəsinin intensivliyi və məhlulda yaratdıqları elek-
triksiya effektləri də uyğun ardıcıllıqla azalır. +Li , +Na  və +K  ionlarının uy-
ğun ardıcıllıqla həm ölçüləri artdığı, həm də yaratdıqları elektriksiya effektləri 
azaldığı üçün məhlulda LiOH-ın parsial molyar həcmi NaOH-a, NaOH-ın 
parsial molyar həcmi isə KOH-a nisbətən kiçik olur. 

Şəkil 4-dən görünür ki, 293,15 K temperaturda məhlulda, konsentra-
siyanın 03.0≈x  qiymətinə kimi LiOH-ın, 02.0≈x  qiymətinə kimi isə NaOH-
ın parsial molyar həcmi mənfi olur. Doğrudur, heç bir maddə mənfi həcm tuta 
bilməz, lakin parsial molyar həcmin mənfi qiymətinə həqiqətən də rast gəlinir. 
Termodinamik baxımdan bəzi maddələrin duru sulu məhlulunda parsial molyar 
həcmin mənfi olması maraq kəsb etmir, həlledicinin və məhlulun sıxlığının 
dəqiq ölçülməsi bu faktın doğruluğunu təsdiq edir və hesablamada ölçülən 
qiymətlərdən istifadə etmək olar. Lakin molekulyar səviyyədə hansı proseslərin 
baş verdiyini bilmək lazımdır. Həm +Li  və +Na , həm də −OH  ionları birva-
lentli ionlardır. +Li  və +Na  ionları çox kiçik ölçüyə malikdirlər və suda bu 
ionların ətrafında güclü elektrik sahəsi yaranır. Odur ki, bu ionların yaratdıqları 
elektriksiya effekti də güclü olur. Nəticədə, bu ionların ətrafında su molekul-
larının tutduğu həcm su fazasında onların tutduğu həcmdən çox-çox kiçik olur. 

157 



Güman edirik ki, +Li  və +Na  ionlarının yaratdıqları elektriksiya effekti o 
qədər böyük olur ki, kiçik konsentrasiyalarda ionların özlərinin hesabına həc-
min artmasını artıqlaması ilə kompensasiya edir. Qeyd edək ki, əksər hallarda 
ionların özlərinin hesabına həcmin artması elektriksiya hesabına həcmin ki-
çilməsindən böyük olur. Odur ki, LiOH və NaOH-ın duru məhlulları kimi bir 
sıra nadir hallar müstəsna olmaqla, parsial molyar həcm müsbət olur. 
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СТРУКТУРНЫЕ ОСОБЕННОСТИ ВОДНЫХ РАСТВОРОВ LiOH, NaOH и KOH 

 
Э.А.МАСИМОВ, Б.Г.ПАШАЕВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
В работе измерены динамическая вязкость и плотность водных растворов LiOH, 

NaOH и KOH в интервале температур 283,15-333,15 K и мольной доли 0-0.07. 
Вычислены активационные параметры вязкого течения (энергия Гиббса, энтальпия и 
энтропия) и парциальный молярный объем LiOH, NaOH и KOH в растворе. Установлено, 
что эти вещества оказывают деструктурирующее действие на структуру воды. Так что 
деструктурирующее действие KOH больше, чем NaOH, NaOH больше чем LiOH. 

 
Ключевые слова: LiOH, NaOH, KOH, параметры активации вязкого течения, 

парциальный молярный объем. 
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STRUCTURAL CHARACTERISTICS OF LiOH, NaOH and KOH 
WATER SOLUTIONS 

 
E.A.MASIMOV, B.G.PASHAYEV 

 
SUMMARY 

 
The density and dynamic viscosity of LiOH, NaOH and KOH water solutions have been 

measured in the temperature range between 283,15-333,15 K and for concentrations varied in 
the range of 0-0.07 (mol.part). Activation parameters of viscous flow (Gibbs energy, enthalpy 
and entropy) and partial molar volumes of LiOH, NaOH and KOH in water solutions have been 
calculated on the basis of experimental data. It is established that these substances have a 
destructuring effect on the water structure. So the destructuring effect of KOH is greater than 
that of NaOH,  whereas the destructuring effect of NaOH is greater than that of LiOH. 

 
Key words: LiOH, NaOH, KOH, activation parameters of viscous flow, partial molar 

volumes. 
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Nanokristallik silisium karbid (3C-SiC) hissəcikləri TRIGA Mark II tipli tədqiqat nüvə 

reaktorunda 5 saata qədər neytron seli (2x1013 n/sm2san) ilə şüalandırılmışdır. Eksperimental 
tədqiqatlar neytronlarla şüalanmadan əvvəl və sonra DSC (Differential Scanning Calori-
metry), TGA (Thermogravimetric Analysis) və DTG (Differential Thermogravimetric Analysis) 
analizləri aparılmışdır. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin oksidləşmə mexanizmi nəzəri və 
təcrübi olaraq temperaturun 300K<T<1300K intervalında öyrənilmişdir. Neytron selinin təsiri 
ilə kütlə və istilik selinin kinetikasında (qızma və soyuma prosesləri) effektlərin fərqli 
mexanizimlə baş verməsi müşahidə edilmişdir. 

 
Açar sözlər: nanokristallik 3C-SiC, neytronlarla şüalanma, termik parametrlər 

 
Son zamanlar öz mükəmməl fiziki və kimyəvi xassələrinin kombina-

siyası nəticəsində silisium karbid dünya tədqiqatçılarının diqqət mərkəzindədir 
[1-11]. Silisim karbid geniş qadağan olunmuş zolaq eninə (wide bandgap) ma-
lik olduğu üçün (politipdən asılı olaraq 2.4–3.3 eV) elektronikada mükəmməl 
tətbiq sahəsinə malikdir [12-19]. Eyni zmanda, SiC təbii halda (inherently) 
yüksək sərtliyə, ərimə temperaturuna (politipdən asılı olaraq 3000K və daha 
çox) kimyəvi və fiziki davamlılığa malikdir. Yarımkeçirici kimi SiC yüksək 
temperaturlarda funksional tətbiq sahəsinə malik materialdır [20-24]. Əlavə 
olaraq, son zamanlar nanoelektronikada yüksək fiziki və kimyəvi davamlılığa 
malik nano 3C-SiC, 4H-SiC və 6H-SiC politipləri geniş araşdırılır [25-29]. 
Yarımkeçirici kimi, nano ölçülərdə silisium karbidin tətbiqi zamanı onun p və 
ya n tip aşqarlanması müasir zamanda aktual məsələdir.  

Neytron seli ilə şüalanma zamanı nanomaterialın elektrik, dielektrik və 
digər fiziki xassələrində kəskin dəyişikliklər yaradır [30-37]. Şüalanma zamanı 
materialın elektrik xassələrində baş verən dəyişikliklərə yanaşı termik xassə-
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lərində mümkün dəyişikliyi öyrənmək məqsədilə nümunələrin DTG, DSC və 
TGA analizləri aparılmışdır. Nanomateriallarda xüsusi səth sahəsinin (Specific 
Surface Area - SSA) böyük olması səthdə istilik daşınmasında, fiziki pro-
seslərdə və xüsusən də termofiziki proseslərdə kəskin fərqin yaranmasına 
səbəb olur. Nano ölçülərdə 3C-SiC hissəciklərinin DTG, DSC və TGA 
spektrlərində temperatur və neytron selinin təsiri ilə mümkün dəyişikliklər 
araşdırılmışdır. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin termik parametirləri 
300K<T<1300K temperatur intervalında neytronlarla şüalanmadan öncə və 
sonra müqaisəli təhlil edilmişdir. 

 
Təcrübə 
Təcrübədə istifadə olunan nanomaterial 120 m2/q xüsusi səth sahəsinə, 

18nm ölçülü hissəciklərə və 0.03q/sm3 (həqiqi sıxlıq 3.216 q/sm3) sıxlığa malik 
kubik modifikasiyalı silisium karbid nanohissəcikləridir (US Research 
Nanomaterials, Inc., TX, USA). Təcrübələr zamanı istifadə olunan nümunələr 
Sloveniyanın Lyublyana şəhərində Jozef Stefan İnstitutunun “Reaktor Mər-
kəzində” TRIGA Mark II yüngül su (light water pool type reactor) tipli təd-
qiqat reaktorunda mərkəzi (kanal A1) kanalda 2x1013 n/sm2san sel sıxlığına 
malik neytron seli ilə tam güc rejmində (250kVt) şüalandırılmışdır. Mərkəzi 
kanalda tam güc rejmində mövcud neytron selinin parametrləri termal ney-
tronlar üçün 5.107x1012 n/sm2san (1±0.0008, En < 625eV), epitermal ney-
tronlar üçün 6.502x1012 n/sm2san (1±0.0008, En ~ 625eV ÷ 0.1MeV), sürətli 
neytronlar üçün 7.585x1012 n/sm2san (1±0.0007, En > 0.1 MeV) və nəhayət, 
bütün neytronlar üçün mərkəzi kanalda sel sıxlığı 1.920x1013 n/sm2san 
(1±0.0005) kimidir [38-45]. Beləliklə, mərkəzi kanalda neytronların orta 
enerjisi təqribən epitermal neytronların enerjisinə (En ~ 625eV ÷ 0.1MeV) 
uyğun gəlir. 

Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin termik parametrləri “Perkin Elmer” 
STA 6000 cihazında tədqiq edilmişdir. “Perkin Elmer” STA 6000 cihazında 
işçi oblast 16-1000 0C,  termik işləmə sürəti qızma prosesində 5 0C/dəq və so-
yuma prosesində 20 0C/dəq, PolyScience analizatoru və “digital temperature 
controller” soyuducu sistemidir. “Pyris Manger” proqram təminatından istifadə 
olunaraq kinetik parametrlər təyin olunmuşdur. Yanma məhsullarının sistem-
dən xaric edilməsi və kondensasiya prosesinin qarşısının alınması məqsədilə 
arqon təsirsiz qazından istifadə edilmiş və sistemə 20 ml/dəq sürətlə verilir. 
Standart 177,78 mg alüminium–oksid əsaslı pəndən istifadə olunmuşdur.  
Termocüt üzərində yerləşdirilmiş elektron qeydedici vasitəsilə nümunənin 
kütləsi 10-3 mq dəqiqliyi ilə təyin olunur və avtomatik rejimdə qeyd olunur. 
Proqram təminatı avtomatlaşdırılmış qaydada nümunə ilə dolu pənin kütləsi ilə 
boş pənin kütlə fərqin təyin edir. Təyin olunmuş kütlə proqram təminatında 
yaddaşda saxlanılır. Termik spektrlərdə yaranan endo və ekzotermik effektlərin 
parametrləri “Calculation” menyusundan istifadə olunmaqla hesablanılır. 
Təcrübələrdə alınmış və sonradan hesablanmış qiymətlərə uyğun alınan bütün 

161 



nəticələr “OriginPro 9.0” proqramında qrafik olaraq təsvir edilmişdir. 
 

Nəzəri yanaşmalar 
Məlumdur ki, nano ölçülü materiallarda xüsusi səth sahəsi kristal və 

mikro şəkildə tədqiq olunan materiallarla müqayisədə dəfələrlə böyükdür 
(təcrübələr aparılan nanokristallik 3C-SiC üçün xüsusi səthin sahəsi 120 m2/q). 
İstilik selinin nanomateriallarda axını digər materiallarla müqayisədə (səth 
sahəsinin böyük olması səbəbindən) fərqli mexanizmlə baş verir. Nano ma-
teriallarda səth sahəsinin istik seli axını prosesində iştirak mexanizmi aşağıdakı 
kimi xarakterizə olunur [46]: 

( )12 TTSQ −= α        (1) 
Burada T1 və T2 uyğun olaraq prosesin başlanğıc və son temperaturu, S 

materialın səthinin sahəsi, α isə səthdə istilik axınının əmsalıdır. Diferensial 
şəkildə səthdə istilik axını əmsalı aşağıdakı kimi təyin olunur. 

( ) n
T

TT ∂
∂

−
−=

12

λα        (2) 

 
Son bərabərliklərdən diferensial şəkildə aşağıdakı bərabərlikləri alırıq: 

( )dSTTdQ

dS
n
TdQ

12 −=
∂
∂−=

α

λ
       (3) 

 
Adətən α əmsalı materialın tipindən asılı olaraq Nusselt (Nu), Prandl 

(Pr), Reynolds (Re) və Grashof (Gr) kimi bir neçə kriteriya ədədləri ilə təyin 
olunur [46-48]. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
v

TTlgGr
v

wl
a
valNu 01

3

,Re,Pr, −==== β
λ

  (4) 

 
burada, λ - termik keçiricilik, a - termal diffuziya əmaslı, v - kinematik özüllük, 
l - xarakterik ölçülər, w – xarakterik sürət, g – qravitasiya sahəsində sürət-
lənmə, ( )01 TT −  - temperatur fərqi və β termal genişlənmə əmsalıdır. Nəzərə 
alınmayan istilik miqdarı Qr, temperatur TS qiymətinə uyğun AS səth sahəsi və 
temperaturun T0 qiymətinə uyğun A0 səth sahəsi olarsa ümumi şəkildə istilik 
miqdarı aşağıdakı kimi ifadə oluna bilər. 

( )4
0

4 TTAQ SmSr −= σε        (5) 
burada, εm - səth emissiyasından asılı olaraq emissiya əmsalı və σ - şüalanma 
sabitidir (σ=5.77∙10-8Wm-2∙K-4). Ümumi halda vahid sətdə olan yekun enerji 
aşağıdakı kimidir.  

S

r
r A

Qq =         (6) 
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Son iki bərabərlikdən, aşağıdakı ifadəni almaq olar: 
( )4

0
4 TTq Smr −= σε         (7) 

Yaxud (2) bərabərliyinə anoloji olaraq: 
( )0TTq Srr −= α         (8) 

burada 

( )( )2
0

2

0

4
0

4

TTTT
TT
TT

SSm
S

S
mr −+=

−
−= σεσεα      (9) 

Son bərabərlik şüalanma zamanı istilik daşınması kofisentini xarakterizə 
edir [46-47]. Seçilmiş temperatur aralığı üçün 0TTT S −=∆  olduğunu nəzərə 
alsaq, aşağıdakı ifadəni almış olarıq: 






 ∆+=
0

3
0 2

314
T
TTmr σεα        (10) 

Xüsusi halda 
0T
T∆ nisbəti çox kiçik olarsa və bunu nəzərə almasaq 

3
04 Tmr σεα =  bərabərliyini alarıq. Adətən istilikölçən cihazlar istilik axını 

kofisentini, konveksiyanın istilik axınını, ötürülən və şüalanan istilikləri ölçür. 
Kalorimetriyada G kofisientindən daha çox istifadə olunur ki, bu da istilik itkisi 
kofisienti adlanır. Bu isə birbaşa nümunənin bütün səthindən ötürülən istilik ilə 
mütənasib olaraq qiymətləndirilir.  
 

Nəticə və müzakirələr 
Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin neytron seli ilə şüalanmadan əvvəl 

və sonra aktivləşmə enerjisini Arenius yanaşması ilə qiymətləndirmək üçün ln 
k – 1000/T aslılıqları şəkil 1-də verilmişdir. Qeyd edək ki, Arenius yanaşma-
sına əsasən qurulmuş ln k – 1000/T asılılıqlarında əyrilərin xətti hissəsinin 
1000/T xətti ilə əmələ gətirdiyi bucağın tangensi birbaşa aktivləşmə enerjisini 
ifadə edir. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin aktivləşmə enerjisi həm 
qızma, həm də soyuma proseslərində ayrı ayrılıqda nəzərdən keçirilmişdir. 
Şəkildən göründüyü kimi qızma prosesində aktivləşmə enerjisi əsasən bir real 
qiymətə malikdir (şəkil 1a). Temperaturun kiçik qiymətlərində (1000/T > 3.1) 
müşahidə olunan kənaraçıxmalar, hesab olunur ki, nanomaterial daxilində ad-
sorbsiya olunan olan əlavə su və ya digər qatışıqlarla əlaqəlidir. Eyni zamanda 
xətti azalan hissənin aktivləşmə enerjisinin kiçik olması adsorbsiya olunmuş su 
molekullarının xemosorbsiya olunduğunu bir daha göstərir. Bu isə öz təstiqini 
soyuma prosesinin ln k – 1000/T asılılıqlarında tapır (şəkil 1b). Belə ki, 
soyuma zamanı ümumi yanaşmada aktivləşmə prosesini bir qiymətlə izah et-
mək mümkündür. Digər tərəfdən, şəkildən göründüyü kimi neytron seli ilə 
şüalanma nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin aktivləşmə enerjisinə, demək 
olar ki, təsir etmir. 
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Şək. 1. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin neytron seli ilə şüalanmadan öncə (c.s.) və 
(0.5h,1h,3h,5h) sonra ln k – 1000/T asılılıqları (a – qızma prosesi, b – soyuma prosesi). 

 
Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin neytron seli ilə şüalanmadan əvvəl 

və sonra kütləsinin temperaturundan asılı olaraq dəyişmə asılılıqları şəkil 2 – 
də təsvir edilmişdir. İlk öncə qeyd etmək lazımdır ki, aparılan eksperiment-
lərdən alınan nəticələr başlanğıc kütlənin ədədi qiymətindən asılı deyil və 
başlanğıc kütlənin fərqli olması tam texniki xarakterlidir ki, bu da heç bir fiziki 
məna kəsb etmir. Şəkildən göründüyü kimi, qızma və soyuma proseslərində 
kütlənin dəyişmə kinetikasında fərq mövcuddur (şəkil 2a və 2b). Qızma 
prosesində, temperaturun təqribən 300K<T<1000K intervalında heç bir də-
yişiklik müşahidə olunmur (şəkil 2a). Lakin temperaturun 1000K<T<1300K 
intervalında, temperaturun artaması ilə ümumi yanaşmada kütlədə çox az 
miqdarda artma müşahidə olunur. Mövcud kütlə artımının səbəbi oksidləşmə 
ola bilər, lakin bunu təstiqləmək üçün daha çox analitik tədqiqatlara ehtiyac 
vardır. “Pyris Manger” proqram təminatının köməyilə, neytron selinin təsi-
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rindən öncə və sonra oksidləşmə dərəcəsinin temperatur asılılığı çıxarılmışdır. 
Məlum olmuşdur ki, şüalanmadan əvvəl və sonra nanomaterialda temperaturun 
1270 K qiymətinə qədər oksidləşmə çox az miqdarda mövcuddur. Tempera-
turun təqribən 1000K qiymətinə qədər oksidləşmə, demək olar ki, tam yoxdur. 
Lakin temperaturun 1000K-dən böyük qiymətlərində çox cüzi oksidləşmə 
müşahidə olunur, bu da göstərilən intervalda kütlənin artmasına səbəb olur. 
Neytron selinin təsiri ilə nonakristallik SiC birləşməsində yaranan aktiv mər-
kəzlərə yüksək temperaturlarda O2 atomunun daxil olması və soyuma pro-
sesində kütlədə heç bir dəyişikliyin olmaması və artmış kütlənin saxlanılması, 
bir daha qızma prosesində mövcud olan artımın oksidləşmə ilə əlaqəli ola 
bilməsini təsdiqləyir (şəkil 2b). 

 
Şək. 2. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin hissəciklərinin neytron seli ilə şüalanmadan öncə 

(c.s.) və (0.5h,1h,3h,5h) sonra kütləsinin temperaturundan asılı olaraq dəyişməsi  
(a – qızma prosesi, b – soyuma prosesi). 

 
Fərqli müddətlərdə neytron selinin təsirinə məruz qalmış nanokristallik 

3C-SiC hissəciklərinin istilik selinin temperaturdan asılılıq (DSC) spektri şəkil 

165 



3-də verilmişdir. Ümumi yanaşmada istilik axımının temperatur asılılığında 
neytronlarla şüalanmadan asılılıq çox azdır və xaotiklik müşahidə olunur. Şə-
killərdən göründüyü kimi, neytronlarla şüalanmadan əvvəl və sonra nano-
kristallik 3C-SiC hissəciklərində baş verən termik prosesləri əsasən bir hissə ilə 
izah etmək olar. Digər kiçik kənaraçıxma, atmosferdən adsorbsiya olunan 
suyun və ya digər aşqar elementlərin sistemdən çıxması kimi qiymətləndirilə 
bilər. Belə ki, bu mərhələ temperaturun təqribən 400K qiymətində yekulaşır 
(şəkil 3a). Əsas mərhələ isə temperaturun təqribən 800K qiymətinə qədər 
davam edir. Nanomateriallar çox böyük xüsusi səth sahəsinə (Specific Surface 
Area - SSA) malik və səthi aktiv olduğu üçün, ilkin yanaşmada ehtimal olunur 
ki, bu mərhələdə atmosferlə təmasdan səthdən asılı hala düşən su və ya digər 
birləşmələr nanohissəciyi tərk edir. Bu proses təqribən temperaturun 800K 
qiymətinə qədər davam edir. 

 
Şək. 3. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin neytron seli ilə şüalanmadan öncə (c.s.) və 

(0.5h,1h,3h,5h) sonra istilik selinin temperatur asılılıqları (a – qızma prosesi, b – soyuma prosesi). 
 
Temperaturun 800<T<1300K intervalında sistemə verilən enerji sadəcə 

nümunənin qızmasına sərf olunur və digər efektlər müşahidə olunmur. Lakin 
soyuma prosesində də anoloji halın müşahidə olunması 800K temperaturda 
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sistemdən asılı maddələrin sistemi tərk etməsi fərziyyəsinə müəyyən mənada 
ziddiyyət yaranır (şəkil 3b). Belə olan hal, adətən Debay temperaturu ilə az və 
ya çox dərəcədə izah olunur. Lakin baxılan haldan fərqli olaraq, ədəbiyyatlarda 
silisium karbid üçün Debay temperaturu 1270K-dir [49-51]. Soyuma proses-
lərində mövcud pik, ola bilsin ki, ətrafdan sistemə yenidən daxil olan aşqar 
materiallarla əlaqəlidir. 

 
Nəticələr 
Neytronlarla şüalanmadan öncə və sonra aparılan müqaisəli analizlərdən 

məlum olmuşdur ki, ionlaşdırıcı şüalanmanın təsiri altında temperaturun təq-
ribən 1300K qiymətinə qədər nanokristallik 3C-SiC hissəcikləri çox davamlı 
fiziki xassəyə malikdir. Şüalanmadan öncə və sonra temperaturun təqribən 
300K<T<800K intervalında DSC əyrilərində bəzi effektlər müşahidə edilmiş-
dir. Neytron selinin nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin aktivləşmə enerjisinə 
təsir etmədiyi aşkar olunmuşdur (aktivləşmə enerjisi tipik qiymətə yaxın 
120kJ/mol alınmışdır). TGA və DTG analizlərindən məlum olmuşdur ki, 
300K<T<800K temperatur intrervalında, demək olar ki, oksidləşmə dərəcəsi 
sıfıra yaxındır. Baxmayaraq ki, temperaturun təqribən 800K<T<1300K interva-
lında nanomaterialda az miqdarda oksidləşmə müşahidə edilmişdir. 
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ВЛИЯНИЕ НЕЙТРОННЫХ ПОТОКОВ НА СПЕКТРЫ DSC ЧАСТИЦ КАРБИДА 

(3C-SiC) НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 
 

Э.M.ГУСЕЙНОВ, У.С.АЛИЕВА, M.Н.MИРЗАЕВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Нанокристаллический карбид кремния (3C-SiC), облученный нейтронами (2x1013 
н / см2 с) до 5 часов на исследовательском реакторе типа TRIGA Mark II. DSC (диффе-
ренциальная сканирующая калориметрия), анализ TGA (термогравиметрический анализ) 
и DTG (дифференциальный термогравиметрический анализ) частиц нанокристалличес-
кого карбида кремния (3C-SiC) до и после нейтронного облучения. Окисление нано-
кристаллических частиц 3C-SiC было исследовано в температурных диапазонах 300K <T 
<1300K. Несколько эффектов были обнаружены на кривой TGA и DSC до и после 
нейтронного облучения. 

 
Ключевые слова: нанокристаллический 3C-SiC, нейтронное облучение, терми-

ческие параметры 
 

NEUTRON FLUX EFFECTS ON THE DSC SPECTRA OF NANOCRYSTALLINE 
SILICON CARBIDE (3C-SiC) PARTICLES 

 
E.M.HUSEYNOV, U.S.ALIYEVA, M.N.MIRZAYEV 

 
SUMMARY 

 
Nanocrystalline silicon carbide (3C-SiC) particles were irradiated by neutrons (2x1013 

n/cm2s) up to 5 hours at the TRIGA Mark II type research reactor. DSC (Differential Scanning 
Calorimetry), TGA (Thermogravimetric Analysis) and DTG (Differential Thermogravimetric 
Analysis) analyses of nanocrystalline silicon carbide (3C-SiC)  particles were conducted before 
and after neutron irradiation. The oxidation of nanocrystalline 3C-SiC particles was investi-
gated at the temperature ranges of 300K<T<1300K. Several effects were found out from the 
TGA and DSC curve before and after neutron irradiation. 

 
Keywords: nanocrystalline 3C-SiC, neutron irradiation, thermal parameters 
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Məqalədə qaranlıq enerji, qaranlıq maddə mövzuları şərh olunur. İfrat yeni ulduzlar, 

onların alışma səbəbləri izah olunur. 
 
Açar sözlər: ifrat yenilər, qaranlıq enerji, qaranlıq maddə 
 

Məlumdur ki, təbiət elmləri üzrə Nobel mükafatına layiq görülən işlər 
cəmiyyətdə, xüsusən də tələbələr arasında böyük maraq doğurur. Bu cəhətdən 
2008-ci ildə bir qrup astronomun bu mükafata layiq görülən tədqiqatları, xüsu-
silə cəlbedicidir. Tədqiqatlar kosmologiyaya – kainatın təkamül proseslərinə 
aiddir. Amerika alimləri Sol Perlmutter, Adam Rayss və avstraliyalı Brayan 
Smidt aşkar etdilər ki [1], öz təkamülünün müəyyən mərhələsində Kainatın 
stasionar genişlənməsi təcillə əvəz olunur. Bu nəzəriyyə, ya da fərziyyə deyil, 
astronomik müşahidələrə əsaslanan təkzibedilməz faktdır. 

Kosmologiya özlüyündə müşahidə elmidir və o üç fundamental kəşfə 
əsaslanır: amerikalı astronom Habblın keçən əsrin 20-ci illərində kəşf etdiyi 
Kainatın genişlənməsi [2], 60-cı illərdə Amerika alimləri Penzias və Vilsonun 
kəşf etdikləri relikt-şüalanma (Böyük Partlayışdan qalan istilik şüalanması) və 
yenə də 60-cı illərdə Amerika astronomu Şmidtin kəşf etdiyi kvazarlar (Kaina-
tın ən uzaq obyektləri). Bunların son ikisi barədə [3]-də qısa məlumat ver-
mişdik. 

Bu yaxınlarda, keçən əsrin sonlarında daha möhtəşəm bir kəşf oldu: 
Kainatın indi təcillə genişləndiyi məlum oldu. Bu isə anti-qravitasiya təzahürü 
və kosmik fiziki vakuumun varlığı halında mümkündür. Bu kəşf kosmoloji mə-
safələrdə (çox uzaq məsafələrdə - bu məsafələrdə parlaqlıq məsafənin kvadratı 
ilə tərs mütənasib yox, başqa qanunla azalır) xüsusi tip İfrat Yeni ulduzların 
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alışmasının müşahidə materiallarının işlənilməsi nəticəsində aşkar edildi. Onu 
da qeyd edək ki, tədqiqatlar üç rəsədxanada məşhur “Kosmoloji layihə” üzrə 
yuxarıda adı çəkilən astronomların rəhbərlik etdiyi 100-dən çox astronom tə-
rəfindən aparılıb.  

İfrat Yeni (İY) ulduzlar eruptiv – dəyişən, alışan ulduzlar olub, qısa müd-
dətdə mənsub olduğu qalaktika qədər enerji şüalandıra bilən obyektlərdir. Bu 
obyektləri qısa şərh edək, çünki kəşf bu obyektlər üzrə edilib. 

Kütləsi Günəşin kütləsindən (8 ÷ 10) dəfə böyük olan ulduzların nüvə-
sində başlanğıcda hidrogendən heliumun yaranması, sonda isə silisiumdan 
dəmirin yaranması ilə nəticələn bütün növ nüvəsintezi reaksiyaları gedir. Bu 
reaksiyaların hər birində enerji ayrılır. Qeyd edək ki, bir növ nüvəsintezi reak-
siyasından digərinə keçid ulduzun qravitasiya sıxılması ilə müşaiyət olunur, bu 
da temperaturun yüksəlməsinə gətirir. Ulduzun nüvəsində temperatur 4-5 mil-
yard dərəcəyə qədər qalxır, bu şəraitdə silisiumdan dəmirin yaranması ilə nəti-
cələnən nüvəsintezi reaksiyaları gedir. Yüklü zərrəciklərin zəbt edilməsinin 
sonrakı reaksiyaları endotermik, yəni enerji sərf etməklə olur, odur ki, nüvə-
sintezi reaksiyaları dayanır. Nüvəsintezi dayandığından yaranan dəmir nüvədə 
mexaniki tarazlıq pozulur və nüvə sürətlə sıxılır. Sıxılma (kollaps) prosesində 
ulduzun nüvəsi neytron ulduza çevrilir və sıxılma (kollaps) dayanır, bu zaman 
böyük miqdarda enerji ayrılır. Ulduzun örtüyündə temperaturun kəskin artması 
nəticəsində örtükdə H, He, C və O-nin termonüvə yanma reaksiyaları gedir. Bu 
reasiyalarda Günəşin bir saniyəsində şüalandırdığı enerjidən 10¹⁶ - 10¹⁸ dəfə 
çox enerji ayrılır, ulduz alışır və ondan maddə atılır. Ulduzun işıqlığı bir neçə 
gün ərzində 108 dəfə artır. Bu hadisə İfratyeni hadisəsi adlanır (II tip alışma).  

Əgər ağ cırtdan ulduz sıx qoşa sistemdə yerləşirsə, sistemin digər uldu-
zundan ağ cırtdan ulduza maddə axını olur, ağ cırtdan ulduzun kütləsi tədricən 
artır və kütlə Çandrasekar həddindən (1.4 Günəş kütləsi) çox olduqda ulduz 
alışır (I tip alışma). I tip ifrat yenilər üç alt tiplərə bölünür: 𝐼𝑎, 𝐼𝑏, 𝐼𝑐.  𝐼𝑎 alt tip 
iftat yenilərin parlaqlıq əyriləri bir-birinə oxşardır və maksimumda işıqlıqları 
eynidir. 𝐼𝑏, 𝐼𝑐 alt tip iftat yenilərin isə parlaqlıq əyriləri və maksimumda işıq-
lıqları fərqlidir. 

Ulduz o vaxt Günəş kimi sabit, parlaqlığını dəyişmədən şüalanır ki, o 
daim dinamik tarazlıqda olsun, yəni onun maddəsini mərkəzin cəlb etdiyi qra-
vitasiya qüvvəsilə şüalandırdığı işığın təzyiq qüvvəsi arasında tarazlıq olsun və 
bu tarazlıq milyard illərlə saxlanılsın. Məhz bu tarazlığın pozulması alışmaya 
gətirir [4]. 
 

Müşahidə 
İfrat yeni ulduz alışanda onun parlaqlığı millyard dəfəyədək artdığından 

ulduz kosmoloji məsafələrdə, böyük teleskopda güclə müşahidə olunan qalakti-
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kalarda belə adi gözlə görünür. Belə uzaq məsafələrdə parlaqlığın r-dən asılı-
lığı  1

r2
 ilə yox, qırmızı sürüşmə kəmiyyəti Z-lə təyin olunur. Məlumdur ki, 

 𝑧 = λ−λ0
λ0

= Δλ

λ0
,     (1) 

burada λ0 buraxılan şüalanmanın, λ qəbul olunan şüalanmanın dalğa uzunlu-
ğudur. Qalaktika uzaqdırsa Z qırmızı sürüşmə kəmiyyəti də böyükdür. Habbl 
qanununa görə 

𝑐𝑧 = 𝐻𝑟     (2) 
burada 𝑐 işıgın vaakumda sürəti, 𝑟 qalaktikaya qədər məsafə, 𝐻 Habbl sabitidir 
𝐻 = 73 km

san
1

Mpc
-dir, yəni qalaktikaya qədər məsafə 1 Mpc artdıqda onun biz-

dən uzaqlaşma sürəti 73 km/san artır.  
Kosmoloji məsafələri təyin etmək üçün IY-lərin müşahidəsi əhəmiyyətli-

dir. 𝐼𝑎 alt tip IY-lərin maksimum parlaqlıqda ğörünən ulduz ölçülərini bilməklə 
onlara qədər, onların alışdıqları qalaktikalara qədər məsafəni təyin edə bilərik. 
Bu ifrat yenilər uzaq məsafələrin təyinində “standart şamlar” kimi istifadə 
olunur. Qeyd etdik ki,  𝐼𝑎 alt tip iftat yenilərin parlaqlıq əyriləri bir-birinə ox-
şardır və maksimumda işıqlıqları, demək olar ki, eynidir. Odur ki, parlaqlıq 
əyrisinin müəyyən hissəsinin qurulması kifayətdir, yəni alışmanın tam olmayan 
müşahidələrinə görə biz parlaqlığın maksimumunda ulduzun vizual ulduz öl-
çüsünü təyin edə bilərik. 𝐼𝑎 alt tip IY-lərin parlaqlığın maksimumunda mütləq 
ulduz ölçüləri məlum olduğundan məsafə moduluna əsasən bu ulduzlara qədər 
məsafə tapılır. Digər tərəfdən bu ulduzlara qədər məsafəni qırmızı sürüşmə və 
verilən kosmoloji modelə görə təyin edə bilərik: (2) düsturundan  

𝑟 =
𝑐𝑧
𝐻

 

Alınmış nəticələrin müqayisəsi əsasında Kainatın kosmoloji parametrləri 
təyin edilir.  

1998-ci ildə 𝐼𝑎 ifrat yenilərin müşahidəsi bu nəticəyə gətirdi ki, Kainatın 
sıxlığı 𝛺𝑀 = 0.3 (böhran sıxlığın hissələri ilə) kosmoloji sabit isə 𝛺𝜆 = 0.7-ə 
bərabərdir. Uzaq qalaktikalarda 𝐼𝑎  ifrat yenilərin müsahidə olunan parlaqlığı 
hesablanan parlaqlıqdan azdır, başqa sözlə aşkar edilmişdir ki, 𝐼𝑎 ifrat yenilərə 
görə bu qalaktikalara qədər təyin olunan məsafə qırmızı sürüşmə və verilən 
𝛺𝑀 = 0.3  sıxlıqlı kosmoloji modelə görə hesablanan məsafədən çoxdur. 
Beləliklə, müəyyən edilmişdir ki, Kainatın genişlənməsi sürətlənir. 

“Uzaq ifrat yenilərin müşahidə köməkliyilə Kainatın təcillə genişlənməsi 
kəşfinə” görə 2011-ci ildə Sol Perlmutter, Adam Rayss və Brayan Smidtə 
Nobel mükafatı verilmişdir.  
 

Fiziki vakuum, antiqravitasiya 
Beləliklə, parlaqlığın məsafədən asılı olaraq azalmasında kosmoloji ef-

fekt aşkar edildi. Bu kəşf Kainatın indiki vəziyyətinin öyrənilməsində böyük 
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rol oynayacaq. Hər şeydən əvvəl aşkar edildi ki, Kainatın genişlənmə dinami-
kası indi ləngimə mərhələsindən sürətlənmə mərhələsinə keçmişdir. Bu isə o 
halda ola bilər ki, kosmoloji miqyasda qravitasiya anti-qravitasiya ilə əvəz 
olunur. Belə ssenari isə yalnız Kainatda yüksək həcmli enerjiyə malik olan 
fiziki vakuumun olduğu halda mümkündür [5]. Fiziki vakuum virtual zərrə-
ciklər aləmidir. Ia İY-lərin müşahidələri göstərir ki, fiziki vakuumun enerjisi – 
“Qaranlıq enerji” – Kainatın tam enerjisinin ~ 75%-ni təşkil edir (onu bəzən 
mənfi enerji də adlandırırlar). 
 

Qaranlıq maddə 
Keçən əsrin 30-cu illərində astronomlar Svikki və Oort qalaktikalar 

topasını tədqiq edərkən qəribə effektlə qarşılaşdılar: topanın fırlanmasında pe-
riferiyadakı qalaktikaların sürəti ~1000 km/san-yə bərabərdir. Topanın müşa-
hidə olunan kütləsinin yaratdığı cazibə qüvvəsi isə bu fırlanmanın yaratdığı 
mərkəzəqaçma qüvvəsindən xeyli azdır. Onda sual olunur ki, bəs niyə qa-
laktikalar topanı tərk etmir? Qalaktikalar topada yalnız o halda qala bilərlər ki, 
topanın tam kütləsi onu təşkil edən qalaktikaların kütlələri cəmindən beş dəfə-
yə yaxın çox olsun. Deməli, Kainatda bizə məlum olmayan “gizli kütlə” möv-
cuddur [6]. Ia İY-lərin müşahidəsi göstərir ki, bu kütlə Kainatın ümumi küt-
ləsinin ~ 20%-ni təşkil edir. 

Qaranlıq maddənin nədən ibarət olduğu, onun təbiəti barədə çox müza-
kirə və mübahisələr gedir, bir o aydındır ki, bu maddə, qarşılıqlı təsirə girmə-
yən, kütləsi protonun kütləsindən çox olan ağır zərrəciklərdən ibarətdir. Elə bu 
səbəbdən də onu Wimp (ingiliscə - zəif qarşılıqlı təsirlə böyük kütləli zərrəcik 
sözlərinin baş hərfləri) adlandırıblar, maddəni isə bəzən barion maddə adlan-
dırırlar. Bu hipotetik zərrəciyi artıq kosmosda və yeraltı laboratoriyalarda ax-
tarırlar, bir azdan dünyanın Avropadakı ən böyük kollayderi də bu axtarışa 
qoşulacaq. 

Beləliklə, nəhayət, daim barəsində müzakirələr gedən qaranlıq enerji 
(ona bəzən mənfi enerji də deyirlər) və qaranlıq maddə reallığını tapdı. 

 
Nəticə 

1. Kosmoloji məsafələr üçün ölçü “şamları”müəyyən olundu. Bunlar 𝐼𝑎 alt 
tip ifrat yeni ulduzlardır. 

2. Qaranlıq enerji və qaranlıq maddənin mövcudluğu astronomik müşahi-
dələrlə təsdiq olundu. 

3. 1998-ci ildə aşkar edildi ki, Kainatın genişlənməsi sürətlənir.  
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tərtib edilir. Məs.: Qeybullayev Q.Ə. Azərbaycan türklərinin təşəkkülü tarixindən. Bakı: 
Azərnəşr, 1994, 284 s.  

Müəllifi göstərilməyən və ya dörddən çox müəllifi olan kitablar (kollektiv 
monoqrafiyalar və ya dərsliklər) kitabın adı ilə verilir. Məs.: Kriminalistika: Ali məktəblər 
üçün dərslik / K.Q.Sarıcalinskayanın redaktəsi ilə. Bakı: Hüquq ədəbiyyatı, 1999, 715 s. 

Çoxcildli nəşrə aşağıdakı kimi istinad edilir. Məs.: Azərbaycan tarixi: 7 cilddə, IV c., 
Bakı: Elm, 2000, 456 s. 

Məqalələrin təsviri aşağıdakı şəkildə olmalıdır. Məs.: Vəlixanlı N.M. X əsrin ikinci ya-
rısı – XI əsrdə Azərbaycan feodal dövlətlərinin qarşılıqlı münasibətləri və bir daha «Nax-
çıvanşahlıq» haqqında // AMEA-nın Xəbərləri. Tarix, fəlsəfə, hüquq seriyası, 2001, № 3, s. 
120-129. 

Məqalələr toplusundakı və konfrans materiallarındakı mənbələr belə göstərilir. 
Məs.: Məmmədova G.H. Azərbaycan memarlığının inkişafında Heydər Əliyevin rolu / Azər-
baycan Respublikasının Prezidenti H.Ə.Əliyevin 80 illik yubileyinə həsr olunmuş elmi-praktik 
konfransının materialları. Bakı: Nurlan, 2003, s.3-10.   

Dissertasiyaya istinad belə olmalıdır. Məs.: Süleymanov S.Y. Xlorofill-zülal kom-
pleksləri, xlorplastların tilakoid membranında onların struktur-molekulyar təşkili və forma-
laşmasının tənzimlənməsi: Biol. elm. dok. … dis. Bakı, 2003, 222 s.   

Dissertasiyanın avtoreferatıına da eyni qaydalarla istinad edilir, yalnız «avtore-
ferat» sözü əlavə olunur. 

Qəzet materiallarına istinad belə olmalıdır. Məs.: Məmmədov M.A. Faciə janrının 
tədqiqi. «Ədəbiyyat və incəsənət» qəz., Bakı, 1966, 14 may. 

Arxiv materiallarıına aşağıdakı kimi istinad edilir. Məs.: Azərbaycan Respublikası 
MDTA: f.44, siy.2, iş 26, vv.3-5.  

İstifadə edilmiş ədəbiyyat siyahısında son 5-10 ilin ədəbiyyatına üstünlük verilməlidir. 
 
PS: Rəhbərliyin bizə verdiyi göstərişə əsasən növbəti saylarda bu tələblərin hər hansı 

birinə cavab verməyən məqalələr nəşriyyat tərəfindən qəbul edilməyəcək.  
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