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 РЕШЕНИЕ РАЗНОСТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО ЛИНЕЙНОГО 

НАГРУЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
 ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА И ИССЛЕДОВАНИЕ  

УСТОЙЧИВОСТИ 
 

З.Ф.ХАНКИШИЕВ  
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 hankishiyev.zf@yandex.com 
 

В настоящей работе решена одна задача для линейного нагруженного диффе-
ренциального уравнения гиперболического типа методом конечных разностей. После 
применения метода конечных разностей построена трехслойная разностная задача, 
аппроксимирующая исходную задачу со вторым порядком точности. Разработан алго-
ритм решения полученной разностной задачи и исследована устойчивость решения 
этой задачи. Найдены достаточные условия устойчивости разностной задачи по на-
чальным данным и по правой части.  

  
Ключевые слова: нагруженные дифференциальные уравнения, аппроксимация, 

метод конечных разностей, устойчивость. 
 

1. Постановка задачи 
Большое число задач естествознания, например, некоторые задачи 

математической физики и биологии, задачи долгосрочного прогнозирова-
ния и регулирования грунтовых вод, задачи тепломассопереноса с конеч-
ной скоростью, движения мало сжимаемой жидкости, окруженной порис-
той средой и т. д. приводят к задачам для нагруженного дифференциаль-
ного уравнения (см., например, [1], [2]). 

Задачи для нагруженных дифференциальных уравнений изучены 
многими математиками (см., например, [3] - [4]).  
 В настоящей работе исследуется устойчивость по начальным данным 
разностной задачи, соответствующей следующей задаче для нагруженно-
го дифференциального уравнения гиперболического типа:  
 пусть требуется найти непрерывную в замкнутой области 

{ }TtlxD ≤≤≤≤= 0,0  функцию ),( txuu = , удовлетворяющую уравне-
нию  
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граничным условиям 
 ,)(),(,)(),0( 21 ttluttu µµ ==  ,0 Tt ≤≤      (1.2) 

и начальным условиям 

lxx
t
xuxxu ≤≤=

∂
∂= 0),()0,(,)()0,( 21 ϕϕ .    (1.3) 

Здесь −=> mkdba k ,...,2,1,,,0 действительные числа, ),(),(),,( 21 tttxf µµ  
−)(),( 21 xx ϕϕ известные непрерывные функции своих аргументов, 

],0(,...,, 21 Tttt m ∈ - фиксированные числа. 
 Предполагается, что задача (1.1)-(1.3) имеет единственное решение, об-
ладающее нужными по ходу изложения производными. 
 

2. Разностная задача и решение этой задачи  
Разделим отрезок [ l,0 ] оси Ox  точками ,nhxn = ,,...,2,1,0 Nn =  

Nlh /= , на N  равных частей, а отрезок [ T,0 ] оси Ot  точками 

00 /,,...,2,1,0, jTjjjt j === ττ , на 0j  равных частей. Шаг τ  выберем та-
ким образом, чтобы точки ,,...,2,1, mktk =  были среди точек 

,τjt j = 0,...,2,1 jj = . Пусть ....,,...,2,1,
21 mk jjjjk tttmktt <<<== Определим 

в области D  сетку { ,...,2,1,0),,( == ntx jnhτω }0,...,2,1,0, jjN = . В этой се-

точной области τωh задаче (1.1)-(1.3) сопоставим следующую разностную 
задачу [5]:  
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Здесь σ  - действительный параметр, 
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Эта разностная задача аппроксимирует задачу (1.1)-(1.3) с точностью 

),( 2 τ+hO  если решение уравнения (1.1) - функция ),( txuu =  имеет в об-
ласти { }TtlxD ≤<<<= 0,0 ограниченные частные производные по x до 
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четвертого, и по t до третьего порядков.  
 Разностную задачу (2.1)-(2.3) после элементарных преобразований 
можем привести к виду  
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    ,2,...,1,0,1,...,2,1 0 −=−= jjNn    (2.4) 
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Перепишем задачу (2.4)-(2.6) в следующем виде: 
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Разностную задачу (2.7)- (2.8) можно записать в следующем матричном 
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виде: 
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Перепишем разностные уравнения (2.9) с учетом условий (2.10) для 
каждого значения j  в отдельности: 
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 Определим условия, при выполнении которых матрица 1A  имеет 
обратную матрицу. С этой целью найдем собственные значения этой мат-
рицы.  
 Пусть −Ω пространство сеточных функций ,,,...,, 110

T
NN yyyyy −=  

,00 =y  .0=Ny  В этом пространстве рассмотрим следующую задачу на 
собственное значения: 

 .0,0, 01 === NyyyyA λ       (2.12) 
       

Эту задачу, в силу выражения матрицы 1A  и с учетом выражения элемен-
тов 1a  и 1c  можем записать в следующем виде: 
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 .0,00 == Nyy         (2.13)  
Решение этой задачи будем искать в виде  

 ,,...,1,0,sin Nnxy nn == α       (2.14)  
где −α  неизвестное число.  
 Подставляя это выражение ny  в уравнение (2.13), получим: 

 .sinsinsin21sin 12
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После элементарных преобразований, с учетом тождества  
 ,cossin2sinsin 11 hxxx nnn αααα ⋅=+ +−  
последнее равенство можем переписать в виде 

 .0sin1)cos1(2
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22
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
−+−⋅ nxh

h
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Это равенство может выполняться тогда, когда выражение в скобках рав-
няется нулю, так как предполагается, что nxαsin тождественно не равно 
нулю. 

 ,01)cos1(2
2

22

=−+−⋅ λατσ h
h
a  

откуда следует, что 
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sin41 2
2

22 h
h
a ατλ ⋅+=  

 Неизвестное число α  определим из выполнения граничных усло-
вий в (2.13). Первое из этих условий выполняется автоматически. Из вто-
рого условия, получим: 
 ,0sinsin === lxy NN αα   

откуда следует, что .1,...,2,1,, −==== Nk
l

kkl k
πααπα

 
 Итак, имеем, что собственные значения задачи (2.12) или (2.13) 
определяются равенствами 
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Пусть .0>σ Тогда все собственные значения ,1,...2,1, −= Nkkλ  положи-
тельны и возрастают с возрастанием .k  При этом справедливы следую-
щие неравенства: 
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В силу равенств (2.14), для собственных функций имеем:  

 .1,...,2,1,,...,1,0,sin)( −=== NkNn
l
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n
π    

 Итак, имеем, что, если выполняется условие ,0>σ  то существует 
обратная матрица .1

1
−A  

 Умножив обе части уравнений в (2.11) слева на ,1
1
−A  получим: 
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 Из первого уравнения в (2.17) можно определить 2y , с учетом найденно-
го выражения для ,2y из второго уравнения определить 3y , с учетом най-
денных выражений для 2y  и 3y , из третьего уравнения определить 4y , и 
т. д., из последнего 0jy  через сумму +++ ...21
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Выделив из этих равенств, равенства, в левых частях которых стоят jy  
при ,,...,, 21 mjjjj =  получим систему из m  векторных уравнений. Из по-
лученной системы векторных уравнений можно найти  

mj
m

jj yDyDyD +++ ...21
21 . Для этого достаточно сложить эти уравнения, 

предварительно умноженные слева на 1D , 2D , и т.д. mD , соответственно, 
и из полученного уравнения определить эту сумму. 

Пусть найдено mj
m

jj yDyDyD +++ ...21
21 . Тогда учитывая значение 

этого выражения в правых частях равенств (2.18), можем определить 
0,...,, 21 jyyy . 

 
3. Исследование устойчивости по начальным данным 

 Рассмотрим разностные уравнения (2.9) при :,...,, 21 mjjjj =  
 ( ) ,... 121111

21
2

1
1

1
2

1
jj

m
jjjjj fyDyDyDyAyByA m =+++−++ ++ τ  

 ( ) ,... 221222
21

2
1

1
1

2
1

jj
m

jjjjj fyDyDyDyAyByA m =+++−++ ++ τ  
 … … … … … … … … … 
 ( ) ....21

21
2

1
1

1
2

1
mmmmm jj

m
jjjjj fyDyDyDyAyByA =+++−++ ++ τ  

Суммируя эти уравнения, получим справедливость равенства 
 ( ) ( )++++++++ ++++++ 111

1
222

1 ...... 2121 mm jjjjjj yyyByyyA  
  ( ) ( )=+++−++++ mm j

m
jjjjj yDyDyDmyyyA ...... 2121

21
2

1 τ  
 ....21 mjjj fff +++=  
 Найдя из этого равенства ( )mj

m
jj yDyDyD +++ ...21

21
2τ  и подставляя 

найденное выражение в левую часть уравнения (2.9), получим уравнения 

( ) ( ) +




 +++−+





 +++− ++++++++ 1111

1
2222

1 ...1...1
2121 mm jjjjjjjj yyy

m
yByyy

m
yA

( ) ( ),...1...1
2121

1
mm jjjjjjjj fff

m
fyyy

m
yA +++−=





 +++−+

 

         
.2,...,1,0 0 −= jj   

Используя замены  

 ( ) ,2,1,0,,...,1,0,...1
0

21 ==+++−= +++++ kjjyyy
m

yz kjkjkjkjkj m   (3.1)  
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последние уравнения можем привести к виду 
 ,2,...,1,0, 01

1
1

2
1 −==++ ++ jjgzAzBzA jjjj    (3.2) 

где  

 ( ) .2,...,1,0,...1
0

21 −=+++−= jjfff
m

fg mjjjjj  

 Приведем уравнения (3.2) к виду (каноническому виду) 
 ,2,...,1,0, 0

1121
0 −==++ +++ jjgAzRzBz jjj

tt
j

t
τ    (3.3) 

где  

  ,
2

2
1

0 τ

jj
j

t

zzz −=
+

+  .2
2

12
1

τ

jjj
j
tt

zzzz +−=
++

+  

 Сравнивая (3.2) и (3.3), получим, что  
 .0,2, 111 =+== BBAAAR       (3.4) 

Итак, уравнение (3.2) принимает вид (3.3), если операторы BA, и R  оп-
ределяются равенствами (3.4). К уравнениям (3.3) прибавим условия  

 0z  и 1z  заданы.       (3.5) 
 Для исследования устойчивости схемы (3.3),(3.5) по начальным 
данным, рассмотрим разностную схему 
 ,2,...,1,0,0 0

1121
0 −==++ +++ jjAzRzBz jj

tt
j

t
τ   0z  и 1z  заданы.   

Учитывая, что оператор ,0=B  эту разностную схему можем записать в 
виде   
 ,2,...,1,0,0 0

112 −==+ ++ jjAzRz jj
ttτ   0z  и 1z  заданы.    (3.6)  

 Умножим это уравнение скалярно на :1
0

+j

t
z  

 .0,, 11112
00 =


+


 ++++ j

t

jj

t

j
tt zAzzRzτ      (3.7) 

В силу леммы 4 в [6, с.225] имеем:  

 ( ) ,,5,0, 1111
0 t

j
t

j
t

j

t

j
tt zRzzRz ++++ =


  

 ( ) ( )( ) ( ) .,
8

,
8
1, 11

2
1111

0 t
j

t
j

tt
jjjjj

t

j zAzzzzzAzAz ++++++ −++=


 τ  

Учитывая эти равенства в (3.7), приходим к равенству  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,
8

,
8
1,5,0 11

2
11112 =−+++ ++++++

t
j

t
j

tt
jjjj

t
j

t
j

t zAzzzzzAzRz ττ  

или 

 ( ) ( )( ) .0,
4
1,

4
1 11112 =+++










 − ++++

t
jjjj

t

j
t

j
t zzzzAzzARτ   (3.8) 
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 Операторы A  и −− AR
4
1 самосопряженные. Определим условия, 

при выполнении которых 0>A  и .0
4
1 >− AR   

 В силу равенств (3.4) имеем, что 

  ( ).2
4
1

4
1,2 1111 BAARBAA −=−+=   

 В пространстве сеточных функций Ω  рассмотрим следующие зада-
чи на собственные значения: 

 ,0,0, 0 === NyyyAy λ       (3.9) 

 .0,0,
4
1

0 ===




 − NyyyyAR µ      (3.10) 

 Используя аналогичный способ нахождения собственных значений 
и собственных функций задачи (2.12), можем найти и собственные значе-
ния и собственные функции последних двух задач. 
 Собственные значения задачи (3.9) определяются равенствами  

 .1,...,2,1,
2

sin4 22
2

22

−=−⋅== Nkb
l
hk

h
a

k τπτλλ    (3.11) 

Пусть .0≤b  Тогда .1,...,2,1,0 −=> Nkkλ  Собственные значения kλ  воз-
растают с возрастанием ,k  и удовлетворяют условиям 

 .4...80 2
2

22

121
2

2

22

ττλλλττ b
h
ab

l
a

N −≤<<<<−< −
   

(3.12) 

 Собственные значения задачи (3.9) определяются равенствами  

 .1,...,2,1,
4

1
2

sin)14( 2
2

2

22

−=++⋅−== Nkb
l
hk

h
a

k
τπτσµµ   (3.13) 

Пусть .014 >−σ  Тогда собственные значения kµ  возрастают с возраста-
нием ,k  и удовлетворяют условиям  

.
4

1)14(...
4

1)14(2 2

2

22

121

2

2

22 ττσµµµττσ b
h

ab
l

a
N ++−≤<<<<++−

−
 
(3.14) 

 
 Если ,014 >−σ  то при ,0ττ ≤  где −0τ  некоторое положительное 

число, левая часть этого неравенства будет положительным, и следова-
тельно будут выполняться неравенства .1,...,2,1,0 −=> Nkkµ   
 Таким образом, имеет место следующая  

 Теорема 1. Операторы A  и −− AR
4
1  самосопряженные. Оператор 

−A  положителен, если ,0≤b  оператор −− AR
4
1  положителен, если 
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014 >−σ  и ,0ττ ≤  где −0τ  некоторое положительное число. 
 Равенство (3.8) можно переписать в виде  

 ( ) ( )( ) 0,
4
1,

4
1 1111 =+++



 −−





 − ++++

t
jjjj

t

jjjj zzzzAzzzzAR   

или в виде 

 ( ) ( )( )=+++



 −−





 − ++++++++ 12121212 ,

4
1,

4
1 jjjjjjjj zzzzAzzzzAR   

 ( ) ( )( ).,
4
1,

4
1 1111 jjjjjjjj zzzzAzzzzAR +++



 −−





 −= ++++   (3.15) 

Учитывая замену (3.1), последнее равенство можем переписать в виде 

 
( ) +



 −−





 − ++++ 1212 ,

4
1 jjjj yyyyAR  

 
( ) ( ) =



 +++−+





 +++−++ ++++ mm jjjjjjjjjj yyy

m
yyyyy

m
yyA ...2,...2

4
1

2121 1212

 ( ) +



 −−





 −= ++ jjjj yyyyAR 11 ,

4
1

( ) ( ) ( ) ....2,...2
4
1

2121 11




 +++−+





 +++−++ ++ mm jjjjjjjjjj yyy

m
yyyyy

m
yyA  

Пусть 

 ( ) +



 −−





 −= ++ jjjj

j yyyyARE 11 ,
4
1

 
( ) ( ) ( ) ....2,...2

4
1

2121 11




 +++−+





 +++−++ ++ mm jjjjjjjjjj yyy

m
yyyyy

m
yyA  

 Тогда из последнего равенства получим, что 

 
.1...,2,1, 01 −==+ jjEE jj       (3.16)

 Пусть выполняются условия  

 
.,014,0 0ττσ ≤>−≤b        (3.17) 

Тогда ,0>A 0
4
1 >− AR  и выражение jE определяет норму в простран-

стве .2H  Поэтому условие (3.17) обеспечивает устойчивость разностной 
схемы (2.9)-(2.10) в норме jE . Согласно [5] эту норму обозначим через 

 ( ) ....2
4
1 2

12

4
1

1 21

A

jjjjj

AR

jj
Ej

myyy
m

yyyyy +++−++−= +

−

+

 
(3.18) 
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Теорема 2. Если выполняются условия (3.17), то разностная задача 

(2.9)-(2.10) устойчива по начальным данным. При этом имеет место ра-
венства  
 .... 11 EEjEj yyy === −  
 

4. Исследование устойчивости по правой части 
 Рассмотрим разностную схему (3.3),(3.5): 

 
,2,...,1,0, 0

1121
0 −==++ +++ jjgAzRzBz jjj

tt
j

t
τ

  

     
0z и 1z  заданы.     (4.1) 

Из теории устойчивости разностных схем известно [6] что, если операто-
ры BA,  и −R  самосопряжены и выполняются условия 

  ,0>A ,1,0
1
1

2
,0

4
1 ≥≥

+
−+>− ρ

ρ
ρτ ABAR

    
(4.2)  

то разностная схема (4.1) устойчива по начальным данным и по правой 
части. При этом для решения разностной схемы справедлива оценка  

 ( ) ,
1

11

1

10
0

1
1

−
−− ∑

=

−++
+ +++≤

A

j

k

k
t

kj

A

j

AE
j

Ej gggzz τρρ    (4.3) 

где 
Ejz  определяется равенством (3.18) при .zy =   

 Для разностной схемы (4.1) 0=B  и первые два условия в (4.2) вы-
полняются, если выполняются условия (3.17). В силу неравенств (3.12) 
имеем, что 

 ,08 2
2

22

>−≥ ττ b
l

aA так как .0≤b  

Отсюда следует, что последнее условие в (4.2) будет выполняться для 
всех .1≥ρ  
 Итак, имеет место следующая  
 Теорема 3. Если выполняются условия (3.17), то разностная задача 
(2.9)-(2.10) устойчива по начальным данным и по правой части. При этом 
имеет место неравенство (4.3). 
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HİPERBOLİK TİP XƏTTİ YÜKLƏNMİŞ DİFERENSİAL TƏNLİK ÜÇÜN  
BİR FƏRQ MƏSƏLƏNİN HƏLLİ VƏ DAYANIQLIĞIN TƏDQİQİ 

 
Z.F.XANKİŞİYEV 

 
XÜLASƏ 

 
 Məqalədə hiperbolik tip xətti yüklənmiş diferensial tənlik üçün bir məsələ sonlu 
fərqlər üsulu ilə həll edilib. Sonlu fərqlər üsulunu tətbiq etdikdən sonra ilkin məsələni ikinci 
tərtib dəqiqliklə approksimasiya edən üçlaylı fərq məsələsi qurulub, qurulmuş fərq məsələsinin 
həll alqoritmi hazırlanıb və bu məsələnin həllinin dayanıqlığı tədqiq edilib. Həllin başlanğıc və 
sağ tərəfə nəzərən dayanıqlığı üçün kafi şərtlər tapılıb.  

 
Açar sözlər. Yüklənmiş diferensial tənliklər, approksimasiya, sonlu fərqlər üsulu, 

dayanıqlıq. 
 

 
SOLUTION OF ONE DIFFERENCE PROBLEM FOR THE HYPERBOLIC  

TYPE LINEAR LOADED DIFFERENTIAL EQUATION  
AND INVESTIGATION OF THE STABILITY 

 
Z.F.KHANKISHIYEV 

 
SUMMARY 

 
Solution of one problem for the hyperbolic type linear loaded differential equation by 

the finite difference method was researched in present paper. After application of the finite 
difference method was constructed the three-ply difference problem, which approximate the 
considering problem with the second order of accuracy. The algorithm of solution of the 
obtaining difference problem was given and stability of the solution of this problem was 
investigated. The conditions of the stability with respect to initial data and right side was 
found. 

 
Keywords: loaded differential equations, the finite difference method, approximation, 

stability.  
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APPLICATION OF INTERVAL METHOD IN THE ANALYSIS  
OF ECONOMIC-ECOLOGICALLY ORIENTED FUZZY MODELS 

 
R.M.QULIYEV, F.A.MIRZAYEV 

Baku State University 
farhad_1958@mail.ru 

 
The system of linear algebraic relations (equations and inequalities) is the simple stand 

more widely used in mathematical model of most of problems of applied and computational 
mathematics (Dubois & Prade, 1979). However, in real problems, the values of coefficients 
and right-hand sides of such may have the indefinite even probabilistic character. 

The English term “fuzzy sets” suggested by Zadeh (1965) is visually illustrated by 
language examples (almost, not quite and so on) and has interesting applications on sphere of 
artificial intellect in the process of construction of mathematical models of real situations. 

In this work, the problems of the identification of unknown characteristics of model in 
case when the coefficients of linear fuzzy relations include these characteristics are described. 
They present evident interest in connection with problems of control by complex systems, 
economic-ecologically , medical diagnostics, and many other ones, in which determine factors 
often have fuzzy characters, and another time, in generally, they are determined by subjective 
way. 

 
Keywords: decision making, fuzzy factor, economic-ecologically, financial, the 

interval method, optimal investment, fuzzy guaranteed result 
 

Introduction 
As noted above, the modern development of decision-making under 

uncertainty is mainly related to the application of the fuzzy sets theory. The 
presence in decision-making uncertainty does not allow to accurately assess the 
impact of control actions on the objective function. If uncertainty which exists 
in the system itself can be represented as stochastic processes, so in the 
observations, methods of stochastic control are applicable to such problems. 
However, there is a relatively large class of problems, the solutions of which 
are ineffective (Altunin & Semukhin, 2002; Mamdani, 1974). 

Historically, the first and most common approach is the probabilistic one 
to deal with uncertainty. But its use is not always correct, because it requires 
statistical homogeneity of random events and knowledge of the distribution 
law, so sometimes it introduced non-classical subjective probability which does 
not have a partial sense and expresses a person point of view who decides a 
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deficit of information. Source of uncertainty cannot be random and sometimes 
can be partially or fully deterministic. At the present time, developed 
quantitative decision-making methods (maximization of expected utility theory 
of mini-max, game theory, etc.) help to choose the best solution from a set of 
options only in terms of one particular type of uncertainty or with full certainty. 
The application of the theory of probability for operating with uncertain values 
leads to the fact that. uncertainty, regardless of its nature, is identified with the 
accident, while blurry or fuzzy (fuzziness) is the main source of uncertainty in 
many decision-making processes. 

Therefore, the account of uncertainty in solving problems largely 
changes methods of decision-making: The principle of representation of input 
data and model parameters changes, notion of solving the problem and the 
optimal solution become ambiguous (Tagıyev, Guliyev, & Mirzayev, 2011). 

This paper gives some definitions and significations which are used in 
present work. 

R is a widen numerical straight; {x | p(x)} is the set of all x for which the 
condition p(x) is satisfied; the one-point set {C} (C ∈ 𝐑)we’ll interpret as 
interval [C,C], the ends of which are coincided; the fuzzy subset A� in R we 
identified (Orlovsky, 1981) by the totality of well-regulated pairs {x, 
A(x)}, x ∈ 𝐑,  where A:R→[0,1]  is the function of belonging of fuzzy defined 
set A�, and its value A(x) by the degree of belonging of element x to A�; the 
fuzzy number (FN) is a normal fuzzy set A� in R characterized by all sets of 
non-negative level Aλ ≝ {x |A(x) ≥  λ} (λ [0,1])  are convex and reserved 
intervals; N� is family of all FN in R. 

By interval number (IN), this paper understands the finite reserved 
interval  𝛼 = [𝛼−,𝛼+]  (𝛼−  ≤ 𝛼+)  over R; I(R) is the totality of all IN 
(Ahlefeld & Hertzberger, 1987). 

All IN in dependence of their structure may be divided by four groups: 
𝐼+(R)≝ {𝛼 ∈ 𝐼(𝑹)| ∀𝑥 ∈ 𝛼: 𝑥 > 0}; 
𝐼−(R)≝ {𝛼 ∈ 𝐼(𝑹)| ∀𝑥 ∈ 𝛼: 𝑥 < 0}; 
𝐼0(R)≝ {𝛼 ∈ 𝐼(𝑹)| 𝛼 = [𝛼−,𝛼+]:𝛼−𝛼+ = 0}; 
𝐼±(R)≝ {𝛼 ∈ 𝐼(𝑹)| 𝛼 = [𝛼−,𝛼+]:𝛼−𝛼+ < 0}. 

Further, let 𝛼,𝛽 ∈ 𝐼(𝐑  ) 𝑎𝑛𝑑  +,−,×,÷, ∨  and ∧ are four arithmetical 
operations, the operation of taking of maximum and minimum accordingly. 
Then the operation (*) acted as 𝛼(∗)𝛽 = {𝑧|𝑥(∗)𝑦 = 𝑧; 𝑥 ∈ 𝛼, 𝑦 ∈
𝛽} synonymous defined a new IN γ where (*) ∈ {+,−, ×, ÷, ∨, ∧}. Really, 
𝑧 = 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥(∗)𝑦 is a continuous function and, therefore 𝛼(∗)𝛽𝜖𝐼(𝑹). It is 
not difficult to verify that ∀ 𝓀 ∈ 𝑹;𝛼,𝛽 ∈ 𝐼(𝑹): 

𝛼 + 𝛽 = [𝛼− + 𝛽−;  𝛼+ + 𝛽+];𝛼 − 𝛽 =  [𝛼− − 𝛽+;  𝛼+ − 𝛽−]; 

𝛼 ∙ 𝛽 = [𝛼−𝛽−⋀𝛼−𝛽+⋀𝛼+𝛽−⋀𝛼+𝛽+;𝛼−𝛽− ∨ 𝛼−𝛽+ ∨ 𝛼+𝛽− ∨ 𝛼+𝛽+]; 
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𝛼 ÷ 𝛽 = �
𝛼−

𝛽−
⋀
𝛼+

𝛽−
⋀
𝛼−

𝛽+
⋀
𝛼+

𝛽+
;
𝛼−

𝛽−
∨
𝛼+

𝛽−
∨
𝛼−

𝛽+
∨
𝛼+

𝛽+
� ; 

𝛼 ∨ 𝛽 = [𝛼− ∨ 𝛽−;𝛼+ ∨ 𝛽+];  𝛼 ∧ 𝛽 = [𝛼− ∧ 𝛽−;𝛼+ ∧ 𝛽+]; 

𝓀𝛼 ≝ [𝓀.𝓀][𝛼−,𝛼+] = [𝓀𝛼−,𝓀𝛼+], 𝑖𝑓 𝓀 ≥ 0; [𝓀𝛼+,𝓀𝛼−] 

𝑖𝑓 𝓀 < 0;     𝛼 ≅ 𝛽 ⇔ 𝛼− = 𝛽− 𝑎𝑛𝑑 𝛼+ = 𝛽+;𝛼 ≤ 𝛽 ⇔ 𝛼− ≤ 𝛽− 𝑎𝑛𝑑 𝛼+
≤ 𝛽+. 

Now all linear relations in IN which have the form: 𝛼𝑥 = 𝛽  or 𝛼𝑥 <
𝛽 (𝛼,𝛽𝜖𝐼(𝑹) are known, 𝑥𝜖𝐼(𝑹) – will be found) by method of their solving 
may be divided by four groups (in all there are 𝐶41𝐶41 = 16 relations in each 
case). 

This paper considers the equation: 
𝛼𝑥 ≅ 𝛽 (𝛼,𝛽𝜖𝐼±(𝑹))                                  (1) 

or inequality   

                       𝛼𝑥 ≤ 𝛽 (𝛼,𝛽𝜖𝐼±(𝑹))    (2) 

Let ∀ 𝛾𝜖𝐼±(𝑹)   𝑀𝑎𝑥𝐴𝑏𝑠 𝛾(𝑀𝑖𝑛𝐴𝑏𝑠 𝛾) - that end of the interval 𝛾 which 
on absolute value not less (not more) other and ∀𝛼,𝛽𝜖𝐼±(𝑹)  we define 
ordinary numbers m, n and d: 

                       𝑚 = 𝑀𝑎𝑥𝐴𝑏𝑠𝛽 
𝑀𝑎𝑥𝐴𝑏𝑠 𝛼

 ;   𝑛 = 𝑀𝑖𝑛𝐴𝑏𝑠 𝛽 
𝑀𝑖𝑛𝐴𝑏𝑠 𝛼

;    𝑑 = |𝑚| − |𝑛|. 

On the base of above considered properties of the interval arithmetic, the 
truth of next statements is proved. 

Theorem 1.  
The equation (1) has solution then and only then when 𝑑 ≤ 0. Otherwise, 

this equation does not have a solution. If  𝑑 = 0, then (1) has infinitely number 
of solutions and always there is a maximal (with respect to including) element - 
solution. The uniqueness of the solution of equation (1) is conditioned by 
𝑑 < 0. 

There is a short explanation of theorem 1: If the equation (1) has a 
solution (𝑑 ≤ 0), the number m, depending on its sign will coincide with one of 
the ends of the segment solutions 𝑋 = [𝑥−, 𝑥+] (i.e. if 𝑚 < 0 ⇒ 𝑚 = 𝑥− and, 
if 𝑚 > 0 ⇒ 𝑚 = 𝑥+). If the solution is unique (𝑑 < 0), then the solution of (1) 
is [𝑚, 𝑙] (when 𝑚 < 0) or [𝑙,𝑚] (if 𝑚 >  0), where 𝑙 = 𝑀𝑖𝑛 𝐴𝑏𝑠 𝛽

𝑀𝑎𝑥 𝐴𝑏𝑠 𝛼
. In the case 

when the equation (1) has an infinite number of solutions, then 𝑋 =  [𝑚, 𝑥] 
(when 𝑚 < 0 and 𝑚 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙) or 𝑋 =  [𝑥,𝑚] (with 𝑚 >  0 and 𝑙 ≤  𝑥 ≤ 𝑚). 
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Finally, the case 𝑑 >  0  will corresponds to the absence of solutions of 
equation (1).  

Consider a few examples: 
1) 𝛼 =  [− 1, 4],𝛽 =  [− 2, 10] . Because 𝑑 = 10

4
− 2

1
= 0.5 > 0 , then 

𝛼𝑥 =  𝛽 has no solution. 
2) 𝛼 =  [− 5, 2],𝛽 =  [− 15, 6] . Then 𝑑 = 15

5
− 6

2
= 0 , then 𝛼𝑥 =  𝛽 

has an infinite number of solutions [𝑥−, 3], where 𝑙 =  −1,2 ≤ 𝑥− ≤ 3. 

3) 𝛼 =  [− 5, 2],𝛽 =  [− 15, 10] . Because 𝑑 =  −2 < 0 , then the 
original equation 𝛼𝑥 =  𝛽  has a unique solution 𝑋 =  [− 2,3]  (in this case 
𝑙 =  3). 

Theorem 2.  
For solving of inequality (2) it is necessary and sufficiently those 

relations 𝛽− = 𝑀𝑎𝑥𝐴𝑏𝑠 𝛽 and |𝑚| − |𝑛| > 0 are not satisfied simultaneously. 
Indeed, it is not difficult to check that if 𝛽− = 𝑀𝑎𝑥 𝐴𝑏𝑠 𝛽 and |𝑚| −

|𝑛| ≤ 0 0Tinequality (2) always has a solution:  
• if 𝑚 > 0 ⇒ 𝑥− ∈  ] −∞, 𝑙], 𝑥+  ∈  [𝑚,𝑛];  
• if 𝑚 < 0 ⇒ 𝑥− ∈  [𝑛,𝑚], 𝑥+  ∈  [𝑥−, 𝑙].  
In the case if |𝑚| − |𝑛| > 00T, the relation (2) has no solutions. Next, in the case 
if 𝑀𝑎𝑥 𝐴𝑏𝑠 𝛽 =  𝛽+, then (2) can always be solved:  

• when 𝑚 > 0 ⇒ 𝑥− ∈  [𝑘, 𝑙], 𝑥+  ∈  [𝑥−,𝑚];  
• if 𝑚 < 0 ⇒ 𝑥− ∈  [𝑚, 𝑥+], 𝑥+  ∈  [𝑙,𝑘], where 𝑘 = 𝑀𝑎𝑥 𝐴𝑏𝑠 𝛽

𝑀𝑖𝑛 𝐴𝑏𝑠 𝛼
. 

Further, these results are applied to approximately (with a sufficiently 
accuracy) solution of  linear fuzzy equations  

                                            𝛼𝑥 + 𝛽 = 𝛾     (3) 
or  inequality 

                                            𝛼𝑥 + 𝛽 ≤ 𝛾     (4) 
of more general form, where 𝛼,𝛽, 𝛾 ∈ 𝑁� are known and 𝑥 ∈ 𝑁� will be found 
IN. 
As each fuzzy set 𝐷� in case when it is FN is quite described by boundary points 
of reserved intervals 𝐷𝜆, (𝜆 ∈ [0,1]) , then “clear equivalent” of the equation 
(3) or inequality (4) will be in form 

                                             𝛼𝜆+𝛽𝜆 = 𝛾𝜆                                            (5) 
or 

𝛼𝜆+𝛽𝜆 ≤ 𝛾𝜆            (6) 
In other words the equation (3) (inequality (4)) has solution in FN then 

and only then when equation (5) (inequality (6)) has a solution in IN by all 
𝜆 ∈ [0,1]. 

Further, in this work the concrete problems of identification which are 
solved by means of statements of theorem 1 and theorem 2 are given. 
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Methodology 
Decision making under uncertainty is very diverse and its complexity is 

much superior to similar problems in the deterministic (i.e. in the absence of 
uncertainty) case. 

To formalize most tasks theory of decision-making, under conditions of 
stochastic uncertainty, each researcher typically uses probability theory and 
based on it are statistical decision theory and queuing theory. 

The successful application of mathematical methods for the analysis of 
many applications with uncertain parameters can be performed using the 
methods of interval analysis. 

In management, decision-maker is often faced with a lot of cases, when it 
isn’t possible to avoid the problem of the uncertainty caused by lack of clarity 
(fuzzy) goals and (or) restrictions. 

A sure step in the formalization and analysis of such decision-making 
problems (as well as the application of information technology in the non-
traditional or humanitarian fields, such as economics, medicine, and 
sociology), and in building mathematical, environmental, and economic 
models of specific processes, apparatus of fuzzy set theory is considered as a 
fairly new area of applied mathematics, associated with the name of a 
prominent mathematician of Zadeh.  

Typically, the main goal of any business is profit. In the case of 
construction or operation of any financial entity, there is a problem of its 
profitability, because if its yield is below the average interest rate, then its 
existence is meaningless in terms of profit. In financial entities (such as banks, 
investment funds, insurance companies, brokerage, dealer firms, etc.), the basic 
moments are the income from the placement and the costs in the form of 
payments on borrowed funds. 

The most important task of commercial banks is also getting profit. For 
this purpose, they use a variety of features, including expanding credit 
operations, increase services to the population. However, it is important to 
maintain the liquidity of each bank, which usually refers to the ability of the 
bank promptly and fully repay its obligations to the customers, other banks, 
etc.. 

The combination of the desire to increase profits and liquidity support 
should be an important landmark in the banks. However, this is not consistently 
enforced. 

For better grounding decision-making to attract and place money, it is 
suggested to consider the general methodology for calculating key performance 
indicators of the bank and their prediction. Key indicators are derived from the 
main purpose of the bank—attraction and allocation of funds. The main 
indicator for the raised funds is the average rate of interest on borrowed funds, 
the main indicator for allocated funds is the yield of active operations 
(calculated as a percentage). 
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Naturally, for the calculation of the indicators, it is necessary to have 
information collected during the period. In banking, today it is not difficult, 
because all banks have automated systems to ensure the operations of the bank 
which accumulate information from the inception of the bank (the system of 
the bank). Thus with the availability of data, there are no difficulties with their 
processing. However, as noted above, the data (or part of the data) are usually 
unclear, since they are mainly determined by the subjective (expert) way. 

In the case of fuzzy methods, for example, in the financial business, as 
opposed to existing planning and management techniques, it is possible to use 
different views of the active persons engaged in the planning and decision-
makers. 
 

Discussion 
Studying the relationship of economic indicators is one of the major 

problems of economic analysis. Therefore, any management activity is to 
regulate the economic variables and it should be based on knowledge of how 
these variables affect other variables that are crucial to the decision-making 
policy. Thus, in a market economy, it is impossible to directly regulate the rate 
of inflation, but it can be influenced by means of fiscal and monetary policy. 
Therefore, in particular, the relationship between the money supply and the 
price level should be studied. 

This work is dedicated to discussion of the basic principles of modeling 
with fuzzy uncertainty, for example, in determining the coefficients Ai of the 
corresponding regression linear model (Xi is indicator of the object), the 
coefficients-parameters of the model are naturally identified with the fuzzy sets 
(in most cases—fuzzy numbers), and the simulation should be performed for 
the fuzzy phenomena and systems: 

Y = AıXı + … + AnXn 
The solution is obtained in a fuzzy form corresponding to fuzzy set 

information. 
This paper notes that the investment in the real economy by the banks 

and other investors should reasonably consider not only the investment 
program, but also the financial, industrial, economic, and socio-economic 
activities of the company. Therefore, the decision-maker is interested in the 
study of the correlations of investments with other areas, and, above all, with 
the financing and production. 

The ways of making investment and financial program solutions in 
definite situations (i.e. when the future income and expenses associated with 
the implementation of the project are assumed to be known) can be combined 
into a group of models to determine (Andreychikov & Andreychikova, 2000): 
• optimal investment program for a given individual investment object of a 

production program with a given production budget; 
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• simultaneously both investment and financial programs for a given 
production program for an individual investment property; 

• simultaneously optimal investment and financial program for the given 
financial resources and with the involvement of the various alternatives to 
the model of finance. 

However, the transition to market-based economic relations leads to a 
significant expansion of investment activities through the creation and 
development along with the goods and services markets of the capital market, 
which is a collection of various financial markets. Therefore, future revenues 
and costs associated with the implementation of the project for a large part of 
investment projects cannot be determined unambiguously, and investors in 
their decisions are often faced with the uncertainty of their evaluation. The 
reasons for this are the circumstances of both the essence of the market 
economy (in which the future performance of an investment or other business 
activities depends strongly on market conditions experiencing the influence of 
many factors that do not depend on the efforts of investors), and the fact that 
the economic phenomena and processes, as a rule, are exposed to a sufficient 
number of non-economic factors (climatic and environmental conditions, 
political, social, etc.), which cannot always be an accurate assessment and 
prediction. 

At present, fuzzy logic theory has become very popular for practical 
applications in many fields of science. In the area of decision-making on the 
basis of this theory, a wide range of different methods has developed. In 
particular, for forecasting and other planning problems in the business on the 
basis of data received from the experts, it is necessary to build fuzzy regressive 
nonlinear model. In this case, it is appropriate to use fuzzy sets as the 
undetermined coefficients of the model. 

The problem of mathematical programming with fuzzy parameter values 
and (or) restrictions occupies a special place among the areas of wide 
application of fuzzy set theory. Finally, this paper considers an optimization-
management model combining production program with a finite number of 
production structures with the environmental factor (i.e. the part of output is 
spent on environmental protection): 

(C, Y) → max, 
(Q, Y) ≤ R, 

Y ≥ 0 
In this model: 
Y: a vector of environmental program options; 
C: a vector of efficiency options; 
Q: a matrix of unit costs of the program versions; 
R: a vector of limit for environmental costs. 
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With advance planning, it is possible that components of the vectors C, 
Q, and R are appointed by the coordinating center and some deviations from 
the policy value are assumed. As a result, the values of the components of these 
vectors parametrically depend on the degree of permissibility. 

Obviously, with such an interpretation, the above components of the 
vectors will be fuzzy sets of allowable values for each efficiency variant, unit 
costs and limit for environmental costs. The resulting fuzzy linear 
programming problem can be solved by means of the theory of fuzzy sets. 

In the majority of such problems, the fuzzy guaranteed result is better in 
terms of optimization than normal (after the usual sets are subsets of the 
corresponding fuzzy sets). 
 

Conclusions 
In the author’s opinion, a difficult challenge today is to choose a suitable 

method or software to support different processes of decision-making. 
Therefore, it is especially important to conduct a comparative analysis (under 
the condition that there is uncertainty of different kinds) of specific methods 
and recommendations for their use. 
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İNTERVAL METODUNUN TƏTBİQİ 
 

R.M.QULİYEV, F.Ə.MİRZƏYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə qeyri-səlis təbiətli xətti münasibətlərlə təsvir olunan iqtisadi – ekoloji yö-
nümlü proseslərdə əsas parametrlərin identifikasiyası üçün interval metodunun tətbiq imkanları 
təhlil olunmuşdur. 

 
Açar sözlər: qərar qəbuletmə, qeyri-səlis faktor, iqtisadi-ekoloji, interval metodu, opti-

mal investisiya. 
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В данной работе рассматривается смешанная задача одной системы полулиней-
ных гиперболических уравнений с запоминающими операторами. Доказана теорема о 
существовании решений рассматриваемой задачи.  
        

Ключевые слова: полулинейное  гиперболическое уравнение, гистерезис, запо-
минающий  оператор, метод дискретизации по времени.                             

 

Исследование решений дифференциальных уравнений с частными 
производными с гистерезисными нелинейностями является нетривиаль-
ной задачей. Особую  трудность имеют  уравнения с запоминающим опе-
ратором, если запоминающий оператор находится под  оператором  диф-
ференцирования  по  времени. Глобальная  разрешимость  и отсутствие  
глобальных  решений  для  квазилинейных  уравнений  Соболева, когда  
нелинейное  слагаемое  находится  под  дифференцированием  по t, дос-
таточно  подробно исследованы и основные  результаты,  полученные  в 
этом  направлении,  изложены  в  монографии  [1]. Из  последующих ис-
следований,  проводимых  в  этом  направлении  можно отметить  работы 
[2], [3].  

В работах [4], [5] исследованы задачи с запоминающим оператором 
с применением результатов теории нелинейных полугрупп. Асимптоти-
ческий характер смешанной задачи для квазилинейного параболического 
уравнения с гистерезисом, в котором  гистерезисный  оператор находится 
под оператором дифференцирования по переменной t, исследован в [6]. 
Существование, единственность,  асимптотический характер периодиче-
ских решений аналогичных задач для полулинейных и квазилинейных   
гиперболических уравнений, исследованы в работах [7], [8]. 

В данной работе рассматривается нижеуказанная смешанная задача 
для одной системы полулинейных гиперболических уравнений с запоми-
нающими операторами и доказана теорема о существовании решений для 
этой задачи.  
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Определение. Пара функций ( )υ,u  такая, что при 

( )( ) ( )( )Ω∩Ω∈ 211
0

2 ;,0;,0, LTHHTLu υ  удовлетворяются включения 
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для любого ( )( ) ( )( )Ω∩Ω∈ 211
0

2 ;,0;,0 LTHHTLυ  ( ( ) 0, =⋅ Tυ  п.в. в )Ω , назы-
вается решением задачи (1)-(4). 
 Из определения решения следует, что  

           ( )[ ] 12

2

fuu
tt
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∂
∂ υ1F    в ( )( )Ω′ −1;,0 HTD ,                            (14) 

           ( )[ ] 22
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tt

=∆−+
∂
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∂
∂ υυυ

2F   в  ( )( )Ω′ −1;,0 HTD                             (15)     

и интегрирование по частям в соотношениях (12), (13) дает следующее: 

         ( )[ ] ( )0
1

)0(
0 wuu t +=+ =υ1F  в ( )Ω−1H ,  ( )1

0 u
t
u

t =
∂
∂

=   в ( )Ω2L ,               (16) 

          ( )[ ] ( )0
2

)0(
0 wu t +=+ = υυ 2F  в ( )Ω−1H ,   ( )1

0 υυ =
∂
∂

=tt
  в ( )Ω2L            (17) 

(в смысле распределений). 
         В свою очередь, из (14)-(17) получаются соотношения (12),(13). 
         Разрешимость аналогичной задачи для случая одного параболиче-
ского уравнения исследовано в [9].  
          В данной работе доказана теорема о существовании  решений зада-
чи (1)-(4). 
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          Теорема.  Пусть выполняются условия (5)-(11). Тогда задача (1)-(4) 
имеет по крайней мере одно решение ( )υ,u , для которого имеет место 
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           Доказательство. Докажем теорему методом дискретизации по пе-
ременному t  (см.[9]). 
          Разобьем отрезок [ ]T,0  точками mnnktn ,...,1,0, ==  на m  частей. 
Примем следующие обозначения:  
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 где  
    ( ) =⋅,xum линейная интерполяция по времени ( )nkxu , , 
    ( ) =⋅,xmυ линейная интерполяция по времени ( )nkx,υ  

 для       mn ,...,1,0=  п.в. в Ω . 
          Аналогичным образом определяем  ( ) ( )⋅⋅ ,,, 21 xwxw mm .   
          Рассмотрим задачу 
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в  ( )( ) ,,...,2,1,1
0 mnH =′Ω       

                      ( ) )1()0(1)1()0(10
1

0
1

)0(0 ,,, kuuukuuuwwuu mmmm −=+=== − ,           (20)                                                  
                     ( ) )1()0(1)1()0(10

2
0
2

)0(0 ,,, υυυυυυυυ kkww mmmm −=+=== − .          (21)                                            
        Действуя аналогичным образом, как это сделано в работе [9], пока-
жем, что эта задача может быть решена шаг за шагом. Действительно, 
предположим, что Vuu n

mm
n
mm ∈−− 1212 ,...,,,..., υυ  известны для любого 

{ }mn ,...,3∈  и рассмотрим задачу определения n
m

n
mu υ, .  

            ( ) ( )⋅⋅ ,,, xxu mm υ  являются аффинными на отрезке ( )[ ]nkkn ,1−  
почти для всякого Ω∈x ; поэтому ( )[ ]( )nkxm ,υ1F  зависит только от 

( ) ( )[ ]knkm x 1,, −−⋅υ ,  которое известно, и от ( )xn
mυ , которое должно быть опре-
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делено и ( )[ ]( )nkxum ,2F  зависит только от ( ) ( )[ ]knkm xu 1,, −−⋅ ,  которое извест-

но, и от ( )xun
m , которое должно быть определено. Поэтому 

                         ( ) ( )[ ]( ) ( )( ) ΩΨ== вп.в.,,, 11 xxnkxxw n
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n
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n
m υυ1F , 

                         ( ) ( )[ ]( ) ( )( ) ΩΨ== вп.в.,,, 22 xxunkxuxw n
m

n
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n
m 2F . 
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n
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       Таким образом ( )Ω∈− 21 LU n
m , ( )Ω∈− 21 LV n
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что для любого ( ) ( )ΩΜ∈ΩΜ∈ υ~,~u  
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m
n
m υυ ,                    (24) 

( )( ) ( ) ( ){ } ( ) .вп.в.,~,max,~ 1
2 Ω+≤Ψ − xgxuxULxxu n

m
n
m                   (25)                          

      Определим операторы  
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11 υυ n
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n
m , 

                   ( ) ( ) ( )( )⋅⋅Ψ→ΩΜ→ΩΜΨ ,,:ˆ
22 uu n

m
n
m . 

      Согласно (6), (24) и (25): 
( ) ( ) ( ) ( )Ω→ΩΨΩ→ΩΨ 22

2
22

1 :ˆ,:ˆ LLLL n
m

n
m  .                                     (26) 

 аффинно-ограничены и сильно непрерывны. 
       Из (8) получается, что для любого ( )Ω∈ 2Lυ  
                             ( )( )( ) Ω≥−−Ψ −− вп.в.,0ˆ 11

11
n
m

n
m

n
m w υυυ , 

                             ( )( )( ) Ω≥−−Ψ −− вп.в.,0ˆ 11
22

n
m

n
m

n
m uw υυ . 

        Из последних неравенств и из (24), (25) получается, что существуют 
такие постоянные +∈ Rcccc 4321 ,,,  (зависящие от nm, , но не от υ ), что 
для любого )(2 Ω∈ Lυ   

                                        ( ) ( ) 211 2
ˆ ccdx

L
n
m −−≥Ψ

Ω
Ω
∫ υυυ ,                           (27) 

                                        ( ) ( ) 432 2
ˆ ccdx

L
n
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Ω
Ω
∫ υυυ .                         (28) 

         Если не учесть фиксированные индексы nm и , то уравнения (18), 
(19) можем записать в виде: 

                               ( ) ϕυ =∆−Ψ++ ukkuk 2
1

ˆ)1(      в  ( )( ) ,1
0

′ΩH                   (29) 

                               ( ) ψυυ =∆−Ψ++ 2
2

ˆ)1( kukk     в   ( )( ) ,1
0

′ΩH                  (30) 
где 21

1
1

1
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m
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n
m ukwukfkϕ , 21
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2
2 )2( −−− −+++= n

m
n
m

n
m

n
m kwkfk υυψ . 

30 



Для доказательства существования хотя бы одного решения этого урав-
нения воспользуемся стандартной процедурой ([9]). Пусть { }

NjjV
∈

 после-

довательность конечномерных подпространств, покрывающих ( )Ω1
0H ; 

для любого Nj∈  рассмотрим следующую конечномерную задачу: 
         найти jjjj VVu ∈∈ υ, такие, что 

( ) ( ) /2
11 вˆ)1( jjjjj VukukukuZ ϕ=∆−Ψ++=   ,                               (31) 

( ) ( ) /2
22 вˆ)1( jjjjj VkkkZ ϕυυυυ =∆−Ψ++=                                  (32)                   

         Согласно (26) ( )( ) ( )( )′Ω→Ω 1
0

1
021 :, HHZZ является сильно непрерыв-

ным оператором. Из (26)  получается, что эти операторы удовлетворяют 
еще следующему условию:                                   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) +∞→><
Ω′

Ω
Ω

1
01

01
0

,1
HH

H

Z υυ
υ

 при ( )( ) +∞→Ω1
0Hυ .                (33) 

          Отсюда по теореме Брауэра о неподвижной точке (см. [10], гл I, 
раздел 4.3), вытекает, что задача (31),(32) имеет хотя бы одно решение. 
Умножая (31) на ju , (32) на jυ  и используя (33),  получаем, что последо-

вательности { } { }jju υ,  равномерно ограничены в ( )Ω1
0H . Тогда на осно-

вании слабой компактности ограниченных множеств из ( )Ω1
0H , сущест-

вуют такие υ,u  и можно выделить такие подпоследовательности  

{ } { }jju ~~ , υ , что υυ →→ jj uu ~~ ,  слабо  в  ( )Ω1
0H . 

          Согласно компактному вложению ( ) ( )Ω⊂Ω
21

0 LH  и (26) имеем: 
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          Переходя к пределу в (31), (32) (для j

~
j = ) при  ∞→j

~ , получаем, что 
( )υ,u  является решением системы (29), (30) (или (18), (19)). 
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m
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         Учитывая последние неравенства в (34), (35) и складывая их, получаем 
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откуда используя неравенство Гельдера и условие (9) имеем  

+










 −






≤

≤


 ∇−∇+


 ∇−∇+

+




 −+




 −+

+











−




 −+











−




 −

∑∫∑∫

∫∫

∑∫∑∫

∫∫

= Ω

−

= Ω

ΩΩ

= Ω

−

= Ω

−

Ω

−

Ω

−

2
1

1

212
1

1

2
1

2)0(22)0(2

1

21

1

21

2)1(
212)1(

21

2
1

2
1

2
1

2
1









n

n
m

n
m

n

n
m

mm

n

n
m

n
m

n

n
m

n
m

mmmm

dx
k
uukdxfk

dxdxuu

dx
k

kdx
k
uuk

dx
k

dxu
k
uu

υυ

υυ

υυυ

 

    






 −+




 −+

+

+−
++−+≤

≤−−+










 −






+

∑∫∑∫

∑∫∑∫∑∫∑∫

∑∫∑∫∑∫

= Ω

−

= Ω

−

= Ω

−

= Ω= Ω

−

= Ω

= Ω

−−

= Ω

−

= Ω







1

2
1

1
1

2
1

1

1

21

1

2
2

1

21

1

2
1

1

111
2
1

1

212
1

1

2
2

2222

2

n

n
m

n
m

n

n
m

n
m

n

n
m

n
m

n

n
m

n

n
m

n
m

n

n
m

n

n
m

n
m

n
m

n
m

n

n
m

n
m

n

n
m

dx
k

kLdx
k
uukL

dx
k

kdxfkdx
k
uukdxfk

dxuu
k
Ldx

k
kdxfk

υυ

υυ

υυυυ

 

или 

        

.
22

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1

2
2

1

2
1

2)0(22)0(2

1

21

1
1

21

1

2)1(
212)1(

21

∑∫∑∫

∫∫

∑∫∑∫

∫∫

= Ω= Ω

ΩΩ

= Ω

−

= Ω

−

Ω

−

Ω

−

+≤

≤


 ∇−∇+


 ∇−∇+

+




 −





 −+




 −





 −+

+











−




 −+











−




 −









n

n
m

n

n
m

mm

n

n
m

n
m

n

n
m

n
m

mmmm

dxfkdxfk

dxdxuu

dx
k

kLdx
k
uukL

dx
k

dxu
k
uu

υυ

υυ

υυυ

            (37) 

 
      Так как (37) верно для любого { }m,...,2,1∈ , то проведя несложные пре-
образования получим, что  
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υ

υυ
                                         (38)       

где постоянная C   не зависит от m .    
 Пусть  

( ) ( )xutxu n
mm =,~  и ( ) ( )xtx n

mm υυ =,~ ,  если  ( ) ;m,...,2,1n,nktk1n =≤<−   п.в. в Ω  

и определим mmmm ffww 2121
~,~,~,~  аналогичным  образом. Тогда из (18), (19) 

имеем: 

      ( ) mmmm
m fuwu

tt
u

112

2 ~~ =∆−+
∂
∂+

∂
∂                                                      (39) 

и 

     ( ) mmmm
m fw

tt 222

2 ~~ =∆−+
∂
∂+

∂
∂ υυυ                                                      (40) 

 в ( )( )′Ω1
0H ,   п.в. на ( )T,0  и согласно (38): 

   ( )( ) ( )( ) ( )( )ΩΩΩ ∞∞∞ 1
0

1
0

2,1 ;,0;,0;,0
~, HTLmHTLLTWm uu


,   

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) constHTLmHTLLTWm ≤ΩΩΩ ∞∞∞ 1
0

1
0

2,1 ;,0;,0;,0
~, υυ


.    (41)       

        Так как  
                            ( )( ) ( )( ) [ ]( )( )T,0C;LT,0H;LL;T,0H 021221 Ω⊂Ω=Ω    
(с непрерывным вложением), то согласно (7) и (41) 

[ ]( )( ) [ ]( )( ) ( ) constgLw LTCLmTCLm ≤+≤ ΩΩΩ 20202 ,0;,0;1 υ ,         (42) 

  [ ]( )( ) [ ]( )( ) ( ) constguLw LTCLmTCLm ≤+≤ ΩΩΩ 20202 ,0;,0;2 .       (43)                                               

         Соотношения (39)-(43) дают: 
                               .,

)()( 22
constu

QLmQLm tttt
≤υ                                          (44)   

         Известно, что если D  Банахово пространство и [ ):1 +∞∈ρ , то  

( ) ( )( ) ( )D;LD;LD:L
w

′Ω=
′

Ω⊂′Ω ρ′ρρ′
∗ , где 

1−ρ
ρ=ρ′   если 1≠ρ ; ∞=′1 ; кроме того,  

если D  рефлексивно, или D′  сепарабельно, то  ( ) ( )( )′Ω=′Ω ρρ′ D;LD:L  
(напр., см. [ ]11 , глава I, стр. 14). 
Используя этот факт для ( )TLD ,01=  и полученные выше оценки,  заклю-
чаем, что существуют 11 ,,, wwu υ  такие, что после выделения быть мо-
жет под последовательности, при ∞→m  
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υυ →→ mm uu ,  ∗ -слабо в ( )( ) ( ))(;,0;,0 1
0

21 Ω∩Ω ∞ HTLLTH ,        (45)                                      
υυ →→ mm uu ~,~  ∗ -слабо в ( ))(;,0 1

0 Ω∞ HTL ,                             (46) 

2211 , wwww mm →→  ∗ -слабо в ( )( )TLLw ,0;2 ∞Ω∗ ,       (47)   

  11 wuwu mm +→+    ∗ -слабо в   

( )( ) ( ) 




 ′Ω∩Ω ∞

∗ )(;,0,0; 1
0

12 HTHTLLw
,           (48)                                 

ttmttm tttt
uu υυ →→ ,  ∗ -слабо в ( ).QL2            (49)                                                                  

      Таким образом, переходя к пределу при ∞→m  в  (39), (40), получа-
ем (14), (15); легко получается и (16), (17). И это, как мы уже отметили, 
приводит к (12), (13). 

      Известно (см.[12], глава 4), что для  




∈ε

2
1,0   

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]( )( )TCL

THHQHHTLLTH

,0;

,0;)(;,0;,0

02

111
0

21

Ω⊂

⊂Ω⊂⊂Ω∩Ω −∞ εε
 

с непрерывными вложениями (последнее вложение также компактное). 
Поэтому, выделяя быть может подпоследовательность, имеем: 

                              ,, υυ →→ mm uu   равномерно на [ ]T,0 , п.в. в Ω . 
        Тогда согласно (6):  
                  ( ) ( ) [ ]( )( )TCMu ,0; 0Ω∈21 F,F υ  и ( ) ( ) ( ) ( )uumm 2211 FF,FF →→ υυ  
равномерно на [ ]T,0 , п.в. в Ω . 
        Так как для почти всех Ω∈x   ( ) ( )⋅⋅ ,,, 21 xwxw mm  являются линейными 
интерполяциями по времени,        

( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( ) ( )mnnkxuxwnkxxw m
n
mm

n
m ,...,1,0,,, 21 === 21 FF υ  

имеем 
                 ( ) ( )uww mm 21 FF →→ 21 ,υ   равномерно на [ ]T,0 , п.в. в Ω . 
 Поэтому согласно (47)  ( ) ( )uFwFw 2211 , == υ  п.в. в Ω . Из (7) по-
лучается, что mm ww 21 ,  сходятся сильно в [ ]( )( )T,0С;L 02 Ω . 

Так как семейство непрерывных, частично линейных функций является 
плотным в ( )T,0W 1,1 , то из (8) получается, что для любого ( )





Ω∈ TWM ,01,1;υ  

( ) ( )( )TWMi ,0; 1,1Ω∈υF   и  ( )
dt
dL

dt
d

i
υυ 1≤F   п.в.  в Q  ( )2,1=i .                                           

           С другой стороны ( )( ) ( )( )THLLTHu ,0;;,0, 1221 Ω=Ω∈υ , поэтому 
( ) ( ) ( )( ).;,0, 21 Ω∈ LTHυυ 21 FF  

Теорема доказана. 
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YADDAŞ OPERATORU DAXİL OLAN  YARIMXƏTTİ HİPERBOLİK TƏNLİKLƏR 
SİSTEMİ ÜÇÜN BAŞLANĞIC-SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

 
S.E.İSAYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Bu işdə yaddaş operatoru daxil olan yarımxətti hiperbolik tənliklər sistemi üçün 

başlanğıc-sərhəd məsələsinə baxılıb. Həmin məsələ üçün həllin varlığı isbat olunub. 
 
Açar sözlər: yarımxətti hiperbolik tənlik, histerezis, yaddaş operatoru, zamana ğörə 

diskretizasiya üsulu. 
 

THE INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ONE SYSTEM OF 
SEMILINEAR  HYPERBOLIC EQUATIONS  WITH MEMORY OPERATOR 

 
S.E.ISAYEVA 

 
SUMMARY 

 
In this work we consider the initial-boundary value problem for one system of 

semilinear hyperbolic equations  with a memory operator. We prove the existence of  solutions 
for this problem. 

     
Keywords: semilinear hyperbolic equation, hysteresis, memory operator, time discretization 

method. 
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О НЕОБХОДИМЫХ УСЛОВИЯХ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ОДНОЙ 
СТУПЕНЧАТОЙ НЕЛОКАЛЬНОЙ ДИСКРЕТНОЙ ЗАДАЧЕ  

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
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*Бакинский Государственный Университет 
**Институт Систем Управления НАН Азербайджана 
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Изучается одна ступенчатая дискретная задача оптимального управления с 
нелокальными краевыми условиями. Установлены ряд необходимых условий оптималь-
ности. 

 
Ключевые слова: ступенчатая задача оптимального управления, нелокальная 

краевая задача, аналог уравнения Эйлера, необходимое условие оптимальности. 
 

В работах [1-7] и др. изучены ряд ступенчатых задач оптимального 
управления, описываемые дифференциальными или же разностными 
уравнениями при локальных начальных условиях. 

В предлагаемой же работе рассматривается одна дискретная сту-
пенчатая задача оптимального управления, описываемая системой разно-
стных уравнений с нелокальными краевыми условиями. Установлены не-
обходимые условия оптимальности первого и второго порядков при 
предположении открытости области управления. 

Постановка задачи. Предположим, что управляемый процесс 
описывается следующей системой нелинейных разностных уравнений с 
нелокальными краевыми условиями 

( ) ( ) ( )( ) { },1...,,1,,,,1 1001 −+=∈=+ tttTttutxtftx   (1) 
( ) ( ) ,txLtxL =+ 1100                                                (2) 

  ( ) ( ) ( )( ),tv,ty,tgty =+1    { }11 2112 −+=∈ t...,,t,tTt ,  (3) 
( ) ( )( )11 txGty = .                                                (4) 

Здесь ( )u,x,tf  ( )( )vytg ,,  – заданная n  ( )m -мерная вектор-
функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 
производными по ( ) ( )( )v,yu,x  до второго порядка включительно, 0t , 2t   
– заданные числа, причем разность 02 tt −  – есть натуральное число, 10 L,L  
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– заданные ( )nn×  постоянные матрицы,   – заданный n -мерный посто-
янный вектор, ( )xG  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая 
m -мерная вектор-функция, ( )tu  ( )( )tv  – r  ( )q -мерный вектор управляю-
щих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного и 
открытого множества U  ( )V , т.е. 

( )
( ) .Tt,RVtv

,Tt,RUtu
q

r

2

1

∈⊂∈

∈⊂∈
                                                     (5) 

Пару ( ) ( )( )tvtu οο ,  с вышеприведенными условиями назовем допус-
тимым управлением. 

Предполагаем, что каждому допустимому управлению ( ) ( )( )tvtu οο ,  
соответствует единственное решение ( ) ( )( )ty,tx οο  краевой задачи (1)-(2).  

На решениях краевой задачи (1)-(4) порожденных всевозможными 
допустимыми управлениями определим функционал 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )22101 , tytxtxvu,S ϕϕ += .                                                    (6) 
Здесь ( )b,a1ϕ , ( )y2ϕ  – заданные дважды непрерывно дифференци-

руемые скалярные функции. 
Допустимое управление ( ) ( )( )tvtu οο ,  доставляющее минимум 

функционалу (6), при ограничениях (1)-(5) назовем оптимальным управ-
лением, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )tytxtvtu οοοο ,,,  – оптималь-
ным процессом. 

Вариации функционала. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )tytxtvtu οοοο ,,,  – фиксиро-
ванный допустимый процесс. Через  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ),txtxtx,tvtvtv,tututu ∆+=∆+=∆+= οοο  
( ) ( ) ( ))tytyty ∆+= ο   обозначим произвольный допустимый процесс и за-

пишем приращение функционала (6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ]2222101101 tytytx,txtx,txv,uSv,uSv,uS οοοοοοο ϕϕϕϕ −+−=−=∆ .  (7) 

При этом ясно, что приращение ( ) ( )( )ty,tx ∆∆  траектории 
( ) ( )( )ty,tx οο ∆∆  является решением краевой задачи 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tu,tx,tftu,tx,tftx οο−=+∆ 1 ,                                          (8) 
( ) ( ) ,txLtxL 01100 =∆+∆                                                           (9) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),tv,ty,tgtv,ty,tgty οο−=+∆ 1                                          (10) 
( ) ( )( ) ( )( )111 txGtxGty ο−=∆ .                                                   (11) 

Считая ( ) ( )( )tp,t οοψ  пока неизвестной ( )mn +  мерной вектор-
функцией введем аналоги функции Гамильтона-Понтрягина. 

                                      ( ) ( )u,x,tfu,x,,tH ⋅= ′οο ψψ , 
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                                       ( ) ( )v,y,tgppv,y,,tM ⋅= ′οο , 
                                       ( ) ( ) ( )xGtpxN 11 −= ′ο . 
Из (8), (10) следует справедливость тождеств 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ],t,tu,tx,tHt,tu,tx,tHtxt
t

tt

t

tt
∑∑

−

=

−

=

−=+∆′
11 1

0

1

0

1 οοοο ψψψ    (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ].tp,tv,ty,tMtp,tv,ty,tMtytp
t

tt

t

tt
∑∑

−

=

−

=

−=+∆′
11 2

1

2

1

1 οοοο    (13) 

Легко доказать, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
−

=

′′
−

=

∆−+∆−+∆−′=+∆′
1

0011

1 1

0

1

0

1111
t

tt

t

tt
txttxttxttxt οο ψψψψ ,   (14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( ).tytptxGtxGtptytptytp
t

tt

t

tt
∑∑

−

=

′′′
−

=

′ ∆−+−−−∆−=+∆
1

11122

1 2

1

2

1

1111 οοοοο   (15) 

Далее для произвольного постоянного вектора nR∈λ  
( ) ( ) 01100 =∆′+∆′ txLtxL λλ .                                             (16) 

С учетом тождеств (12)-(16) в формуле приращения (7) получим 
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Отсюда используя формулу Тейлора будем иметь 
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Теперь, если предполагать, что 
( ) ( ) ( ) ( )( )t,tu,tx,tHt x

οοο ψψ =−1 ,                                            (19) 
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то формула приращения (18) примет вид: 
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      (23) 

В силу выпуклости множества U  специальное приращение 
( ) ( )( )tv,tu εε ∆∆  допустимого управления ( ) ( )( )tvtu οο ,  можно определить в 

виде 
( ) ( )
( ) ,0

,
=∆
=∆

tv
tutu

ε

ε δε
                                                              (24) 

где ε  достаточно малое по абсолютной величине число, а ( ) rRtu ∈δ , 

1Tt ∈   произвольная ограниченная вектор-функция (вариация допустимой 
управляющий функции ( )tuο ). 

Через ( ) ( )( )ty,tx εε ∆∆  обозначим решение краевой задачи (8)-(11) 
соответствующее специальному приращению управления ( ) ( )( )tvtu οο , . 

При помощи (8)-(11) учитывая гладкость вектор-функций ( )u,x,tf , 
( )v,y,tg  доказывается 

Лемма 1. При сделанных предположениях для ( ) ( )ty,tx εε ∆∆  
справедливы разложения 

( ) ( ) ( ),; ttxtx εοδεε +=∆                                                        (25) 
( ) ( ) ( ),; ttyty εοδεε +=∆                                                       (26) 

где ( ) ( )( )tytx δδ ,  (вариация траектории) ( ) ( )( )tytx οο ,  являющаяся решением 
краевой задачи 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tututxtftxtutxtftx ux δδδ οοοο ,,,,1 +=+ ,             (27) 
( ) ( ) 01100 =+ txLtxL δδ                                                              (28) 

( ) ( ) ( )( ) ( ),,,1 tytvtytgty y δδ οο=+                                                   (29) 

( ) ( )( ) ( )111 txtxGty x δδ ο= .                                                          (30) 
Уравнения (27), (29) являются линейными разностными уравне-

ниями. 
Следуя [8, 9] запишем представление решения краевых задач (27)-
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(28), (29)-(30), соответственно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑∑
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u uuxftFuuxftFtQtx

τ

οο

τ

οο τδτττττδττττδ ,     (31) 

где по определению 
                                        ( ) ( ) ( )( ) 1

1
01100 1,1, LttFLLttFtQ ⋅−+−−= − , 

                                              ( ) ( ) ( )( ) ( )111 1, txtxGttty x δδ ο−Φ= , 
где ( )τ,tF  и ( )τ,tΦ  матричные функции соответствующих размерностей, 
являющихся решениями задач 

                                ( ) ( ) ( ) ( )( )τττττ οο uxftFtF x ,,,1, =− , 
                                                  ( ) 11, EttF =− , 
  ( ) ( ) ( ) ( )( )τοο vsysgsxsx y ,,,1, Φ=−Φ ,                                             (32) 

                                                 ( ) 21, Exx =−Φ , 
( iE , 2,1=i  – единичные матрицы соответствующих размерностей). 

Полагая 

                                             ( )
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                                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τατττ ,,, 1 tFtFttR +Φ= , 
представление (31) записывается в виде 
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С учетом (33), из (32) получим 
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где по определению 
                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )ττ ο ,1,, 111 tRtxGtttL x−Φ= . 
Учитывая разложения (25), (26) в формуле приращении (23) при-
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Из разложения (35) в силу основного результата теории вариаци-
онного исчисления (см. напр. [10, 11]) следует, что оптимальное управле-
ние ( ) ( )( )tvtu οο ,  удовлетворяет соотношениям 
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для всех ( ) rRtu ∈δ , 1Tt ∈ . 
Из соотношения (37), в силу произвольности ( ) rRtu ∈δ , 1Tt ∈  сле-

дует, что 
( ) ( ) ( )( ) 0,,, =θψθθθ οοο uxHu ,    1T∈θ .                                            (38) 

Далее используя представления (33), (34) займемся преобразовани-
ем слагаемых в неравенстве (37). 
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Введя обозначения 
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и учитывая тождества (39)-(45) неравенство (37) записывается в виде 
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Теперь специальное приращение допустимого управления 
( ) ( )( )tvtu οο ,  определим по формуле 

( )
( ) ( ),

,0
tvtv

tu
δµµ

µ

=∆

=∆
                                                            (47) 

где µ  – произвольное, достаточно малое по абсолютной величине число, 
( ) qRtv ∈δ , 2Tt ∈   произвольная ограниченная вектор-функция (вариация 

управляющий функции ( )tvο ). Через ( ) ( )( )tytx µµ ∆∆ ,  обозначим специаль-

ное приращение траектории ( ) ( )( )tytx οο , , отвечающее приращению (47) 
управления ( ) ( )( )tvtu οο , . 

Имеет место 
Лемма 2. При сделанных предположениях 

( )
( ) ( ) ( ),;

,,0 1

ttty
Tttx

µοεµ

µ

+=∆

∈=∆


                                                            (48) 

где ( )t  является решением уравнения в вариациях 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),,,,,1 tvtvtytgttvtytgt vy δοοοο +=+                                 (49) 

           ( ) .01 =tyδ                                                                      (50) 
Решение ( )t  задачи Коши (49)-(50) допускает представление 
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где ( )st,Φ  решение задачи (32). 
Принимая во внимание (48) из формулы приращения (13) получа-

ем  справедливость разложения 
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Из разложения (52) следует, что вдоль оптимального управления 
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v tvtptvtytM δοοο ,                                           (53) 
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для всех ( ) qRtv ∈δ , 2Tt ∈ . 
Из соотношения (53), в силу произвольности ( ) qRtv ∈δ , 2Tt ∈ , 

следует, что 
( ) ( ) ( )( ) 0,,, =′ θθθθ οοο pvyM v .                                                 (55) 

Неравенство (54) есть неявное необходимое условие оптимально-
сти второго порядка. 

Используя представление (51), получим справедливость 
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Введя обозначение 
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и учитывая тождества (56)-(58) неравенство (54) записывается в виде 
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Полученные результаты позволяют сформулировать необходимые 
условия оптимальности первого и второго порядков. 

С учетом (38), (53) приходим к следующему утверждению. 
Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления 

( ) ( )( )tvtu οο ,  необходимо, чтобы выполнялись соотношения  
( ) ( ) ( )( ) 0,,, =θψθθθ οοο uxHu ,  1T∈θ ,                                   (60) 
( ) ( ) ( )( ) 0,,, =ξξξξ οοο pvyM v ,   2T∈ξ .                                 (61) 

Пару соотношений (60), (61) назовем аналогом уравнения Эйлера 
для рассматриваемой задачи. 

Каждое допустимое управление ( ) ( )( )tvtu οο , , являющееся решени-
ем уравнения Эйлера назовем классической экстремалью. 

Неравенства (46), (59) позволяют сформулировать необходимое 
условие оптимальности второго порядка. 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали 
( ) ( )( )tvtu οο ,  необходимо, чтобы выполнялись неравенства: 
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для всех ( ) rRtu ∈δ , 1Tt ∈ , 
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для всех ( ) qRtv ∈δ , 2Tt ∈ . 
Неравенства (62), (63) есть необходимые условия оптимальности 

второго порядка. Из них можно получить более легко проверяемые усло-
вия оптимальности. 
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XÜLASƏ 

 
 Məqalədə lokal olmayan sərhəd şərtli bir diskret pilləvari optimal idarəetmə məsələsi 

öyrənilir. Optimallıq üçün bəzi şərtlər alınmışdır. 
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Рассмотрен дискретный аналог одномерной системы Дирака. Предполагается, 

что рассеяние существует лишь в одну сторону. Исследован спектр дискретного 
оператора Дирака. 

  
Ключевые слова: дискретный оператор Дирака, решение Вейла, решение Йоста, 

компактное возмущение, непрерывный спектр. 
 
 Рассмотрим  систему разностных уравнений  

                                   



∈=+
=+

−−

+

,,
,

,2,1,21,11,1

,1,2,21,2,1

Znyyaya
yyaya

nnnnn

nnnnn

λ
λ

                           (1) 

 вещественные коэффициенты nn aa ,2,1 ,  которой удовлетворяют условиям  

                                 ( ) ,2,1,,0,,01 ,,
1 =−∞→→∈>− − jnaZna njnj

j            (2) 

                                   { }∑
>

=∞<++−
0

,2,1 .2,1,11
n

nn jaan                     (3) 

Заметим, что система разностных уравнений (1) является дискретным 
аналогом одномерной системы Дирака, различные спектральные задачи 
для которой изучалась в работах [ ] [ ]21 − . Следует отметить, что условия 
(2), (3) обеспечивают существование рассеяния  лишь на правом конце. В 
том случае, когда рассеяния существует в обе стороны, прямая и обратная 
спектральные задачи для системы уравнений (1) исследовались в работах 
[ ] [ ]43 − . Настоящая работа посвящена исследованию спектра задачи (1).  

Предварительные сведения 
Пространства [ ) ( ] ( )∞∞−∞−∞ ,,,,, 222  NN  с соответствующими 

скалярными произведениями ⋅⋅,  будем понимать в общепринятом 
смысле (см., например, [ ]5 ). Через 0L  обозначим оператор, порожденный 
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в ( ] ( ]1,1, 22 −∞−×−∞−   системой  уравнений  (1) при 1−≤n  и граничным 
условием 00,2 =y . Из условия (2) следует, что 0L  является вполне не-
прерывным самосопряженным оператором. Так как собственные зна-
чения оператора 0L  простые (см. [ ]5 ), то его спектр в силу вполне 
непрерывности состоит из простых собственных значений ,...2,1, =± nnλ , 
где 0→nλ   при ∞→n  и из точки  0=λ . Последнее является либо прос-
тым собственным значением оператора 0L , либо единственной точкой его 
непрерывного спектра. Известно, что (см., например, [6; гл. 7, § 4]) 
собственные векторы вполне непрерывного самосопряженного оператора 
образуют ортогональный базис в соответствующем пространстве. Сле-
довательно, спектральная функция оператора 0L , которую будем обоз-
начать через ( )λρ , является функцией скачков, сосредоточенной в точках 

,...2,1, =± nnλ . Обозначим через ( )λnjP , , ( )λnjQ ,  решения системы 

уравнений (1) с условиями ( ) ( ) 01,10,2 == − λλ QP , ( ) 11,1 =− λP , ( ) 1
1,10,2

−
−−= aQ λ . 

Рассмотрим спектральную функцию  
( ) ∑

<±

−=
λλ
αλρ

n

n
1 , 

где ( ) ( ){ }∑
±=

+=
n

kkn PP
λλ

λλα 2
,2

2
,1 . Следуя [ ] [ ]7,5  вводим функцию 

Вейля ( ) δδλ λ ,Rm =  оператора 0L , где λR – резольвента оператора  0L  

и ( ] ( ]1,1,
1,0,0...,
0,0,0...,

22 −∞−×−∞−∈





= δ . Функция Вейля и спектральная 

функция связаны (см. [ ] [ ]7,5 )равенством 

( ) ( )
∫
∞

∞− −
=

λ
ρλ

t
tdm , 

 из которого следует, что 

                                        ( ) ( )∑
∞

= −±
=

1

1
n nn

m
λλα

λ .                                          (4) 

Вводим также решение Вейля  
( ) ( ) ( ) ( )λλλλψ njnjnj PmQ ,,, +=                                     (5) 

системы уравнений (1). Согласно (4), (5) решение Вейля является ана-
литической функцией во всей комплексной λ - плоскости, за исклю-
чением простых полюсов ,...2,1, =± kkλ  (точка 0=λ  служит неизолиро-
ванной особой точкой решения Вейля). Кроме того, известно, что (см., 
например, [ ] [ ]7,5 ) для 0<n  верно равенство ( ) ( )nnj R δλψ λ=, . Откуда сле-
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дует, что решение Вейля при каждом +∞<N  принадлежит 
( ] ( ]NN ,, 22 ∞−×∞−    по переменной n . 

 Рассмотрим теперь систему уравнений (1) с параметром 
1−+= zzλ , где 1≤z . Всюду в дальнейшем будем считать, что  

1−+= nnn zzλ  , где 1=nz , 0Im >nz , 
izn →  при ∞→n . Введем обозначения 

( ) ( )1−+= zzmzM ,                                                      (6) 
                       ( ) ( )1

,,
−+=Ψ zzz njnj ψ .                                                (7) 

Пусть теперь выполняется условие (3). Тогда уравнение (1)  с параметром 
1−+= zzλ  имеет решение Йоста ( ) 2,1,, =jzf nj , (см., например, [ ] [ ]5,4 ) 

представимое в виде 

                   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,2,1,,1
1

222
, =





 −+−−= ∑

≥

− jzmnKzznzf
m

m
j

nj
jnj α . (8) 

 где величины ( ) ( )mnKn jj ,,α  удовлетворяют соотношениям  
( ) ( ) ( )
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здесь [ ]  означает целую часть. 
 Подставляя представление (8) в систему уравнений (1), имеем  

                                     
( )

( )
( )
( ) ,,1

2

1
,2

1

2
,1 n

na
n

na nn α
α

α
α

−=
+

=                    (10) 

Из формул (8)-(9) следует, что ( ) ( )zfzf nn ,2,1 ,  для всех n  являются 

аналитическими функциями в круге 1<z  и непрерывны вплоть до его 
границы. Пусть nju , и njv , - два решения системы уравнений (1). Величина  

[ ] ( )1,1,2,21,11,1,, , −−− −= nnnnnnjnj vuvuavuW  называется их вронскианом. Оче-
видно, что вронскиан двух решений не зависит от n . Для всех z , где  

1,1 2 ≠= zz , ( )zf nj , и  ( ) 




= ±±

z
fzf njnj

1
,,  образуют пару линейно независи-

мых решений, поскольку в силу (8), (9), их вронскиан  ( ) ( )[ ]zfzfW njnj
±±
,, ,  

равен zz −−1 . Тогда при ,...2,1,,1,1 222 =≠±≠= ± nzzzz n  имеют место 
разложения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zfzazfzaz njnjnj ,,, +=Ψ ,                                     (11) 
где  
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( ) ( ) ( ) ( )
1

0,21,11,1
−

−−

−
+

=
zz

zfzMazf
za .                                       (12) 

 
Исследование спектра  
Обозначим через L  оператор, порожденный в 

( ) ( )∞∞−×∞∞− ,, 22   системой  уравнений  (1). В силу условий (2), (3) 
этот оператор является ограниченным и самосопряженным оператором.  

Теорема 1. Оператор L , порождаемый задачи (1), имеет при 
условии (2), (3) непрерывный спектр, заполняющий отрезок [ ]2,2− . 
Кроме того, вне отрезка [ ]2,2−  этот оператор может иметь конечное 
число простых вещественных собственных значений. 

Доказательство. Вводим невозмущенный оператор  L̂ ,  
порожденный в ( ) ( )∞∞−×∞∞− ,, 22    системой  уравнений  (1), в случае  

1,1 ,2,1 −≡≡ nn aa при 0≥n и 0,0 ,2,1 ≡≡ nn aa при 0<n . Исследуем 

теперь спектр оператор  L̂ . Докажем, что любая точка отрезка [ ]2,2−  
принадлежит спектру оператора L̂ . Для этого достаточно показать, что 
существует последовательность ( ) ( ){ } Zn

m
n

m uu ∈=  такая, что 
( )

( ) ( )

[ ].2,2

, при0ˆ

,1

0

−∈

∞→→−

=

λ

λ muuL

u
mm

m

 

 Пусть [ ]2,2−∈λ  и 
z

z 1+=λ . Ясно, что при этом верно соотношение 

1=z . Рассмотрим последовательность  
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Заметим, что 
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } .1

0
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2

,2

2

,1

2
=+=+= ∑∑
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m
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m
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Zn

m
n

m
n

m uuuuu  

Кроме того, верны соотношения 
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 Поэтому, будем иметь  

( ) ( ) .при0
1

4ˆ 2

0 ∞→→
+

=− m
m

uuL mm λ  

Итак, мы доказали, что отрезок [ ]2,2−  принадлежит спектру оператора 
L̂ . Кроме того, оператор L̂  не имеет собственных значений на [ ]2,2− . В 
самом деле, если  ( ) ( ) ( ){ }0,20,10 , λλλ nnn yyy =  есть собственный вектор, 

соответствующий собственному значению  1
000
−+= zzλ ,  то ( )0λny   и  

( ) ( ) ( ){ }nnnn
n zzzf 2

0
12

0
1

0 1,1ˆ −−= ++  являются линейно зависимыми решениями 

уравнения yyL λ=ˆ ,  поскольку их вронскиан равен нулю: 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0lim=ˆ, 01,10,20,201,11,100 =− −−−∞→

zfyzfyazfyW nnnnnnnn λλλ . 

Следовательно, верно равенство 
( ) ( )00

ˆ zfCy nn =λ . 

К тому же, в силу равенства 1=0z , соотношения  ( ) [ ) [ )∞×∞∈ 0,0,ˆ
220 zf n  

не может выполнятся. Это означает, что точки отрезка [ ]2,2−  не явля-
ются собственными значениями оператора L̂ . Поэтому отрезок [ ]2,2−  
представляет собой непрерывный спектр оператора L̂ . Откуда следует, 
что отрезок [ ]2,2−  является существенным спектром оператора L̂ . 
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Вернемся теперь к оператору L . Заметим, что оператор L  служит 
компактным возмущением оператора L̂ . Следовательно, отрезок [ ]2,2−  
и для оператора  L  является существенным спектром (см. [ ]10 ). Кроме то-
го, два собственных вектора оператора L  линейно зависимы, поскольку 
их вронскиан равен нулю. Другими словами, собственные значения 
оператора L  простые, т.е. бесконечнократные собственные значения от-
сутствуют. Следовательно, существенный спектр оператора L  совпадает 
с его непрерывным спектром. Поэтому на отрезке [ ]2,2−  собственные 
значения оператора L  отсутствуют.   Таким образом, при условии (2), (3) 
оператор L  имеет непрерывный спектр, заполняющий вес отрезок [ ]2,2− .  

Пусть 0λ  собственное значение оператора L . Положим 

0
00

1
z

z +=λ . Так как 0λ  лежит вне отрезка [ ]2,2− , то имеем  10 <z . Так 

как )( 0, zf nj  экспоненциально при ∞→n , а ( ) ( ) ( )0,0, 220 ∞−×∞−∈Ψ zn , 
то решения  )( 0, zf nj и ( )0znΨ  линейно зависимы. Тогда из (11), (12) 
следует, что 0)( 0 =za . Повторяя соответствующие рассуждения из работ 
[ ] [ ] [ ]9,8,7 , находим, что функция )(za  может иметь лишь конечное число 
нулей. Тем самым заверщается доказательство теоремы. 
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DİSKRET DİRAK OPERATORUNUN SPEKTRİ HAQQINDA 
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XÜLASƏ 
 

Birölçülü Dirak sisteminin diskret analoquna baxılmışdır. Səpilmənin yalnız bir tərəfdə 
olduğu fərz olunur.  Diskret Dirak operatorunun spektri araşdırılmışdır. 
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ON THE SPECTRUM OF THE DISCRETE DIRAC OPERATOR 
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SUMMARY 
 

A discrete analogue of one-dimensional Dirac system is considered. It is assumed that 
the scattering exists only in one direction. The spectrum of the discrete Dirac operator is 
investigated. 
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continuous spectrum. 
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УДК  512.57  
 

ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ  ИНТЕРПРЕТАЦИЙ  МНОГООБРАЗИЙ  
 

О.М.МАМЕДОВ, Г.К.МУРАДЛЫ, А.Р.МУСТАФАЗАДЕ 
Бакинский Государственный Университет  

okmamedov@gmail.com, muradligk@gmail.com, mestafazadear@gmail.com  
 

В данной работе рассматривается некоторая параметризация семейства ло-
кальных интерпретаций многообразий и одно обобщение почти-единодушных термов. 

 
Ключевые слова: интерпретации многообразий, решётка интерпретаций, поч-

тиединодушный терм.  
 
 Многообразие алгебр есть класс однотипных алгебр, определяе-
мый некоторым множеством тождеств. Примерами являются группы, 
кольца, модули над фиксированным кольцом, решётки, булевы алгебры. 
Многообразие можно охарактеризовать и как класс алгебр, замкнутый 
относительно взятия гомоморфных образов, подалгебр и прямых произ-
ведений. Обычно многообразия, обладающие определёнными свойства-
ми, собирают в классы, называемые мальцевскими семействами. Напри-
мер, хорошо известно, что все алгебры в многообразии групп, колец, мо-
дулей обладают перестановочными конгруэнциями, т.е. реляционное 
произведение конгруэнций коммутативно. Ещё Дедекиндом было показа-
но, что перестановочность влечет модулярность решеток конгруэнций. 
А.И. Мальцев доказал, что все алгебры многообразия имеют перестано-
вочные конгруэнции тогда и только тогда, когда существует терм 
𝑝(𝑥,𝑦, 𝑧) удовлетворяющий тождествам 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑧) ≈ 𝑥 и 𝑝(𝑥, 𝑥, 𝑧) ≈ 𝑧. 
Этот терм называется термом Мальцева и условия такого типа (т.е. суще-
ствование термов, удовлетворяющих некоторым тождествам или импли-
кациям) называются мальцевскими. Мы будем рассматривать многообра-
зия с хотя бы одной индивидной константой (при этом не требуется её 
вхождение в сигнатуру).  

Для сравнения взаимных «сил» многообразий удобным оказалось 
понятие (глобальной) интерпретации многообразий, введённое У.Ней-
маном. Возникающая при этом решётка (носителем которой является 
класс) 𝓛 интерпретаций широко изучалась О.Гарсией и У.Тейлором [3]; 
мальцевские условия оказались фильтрами этой решётки. Локальная ин-
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терпретация, рассмотренная Я.Мыцельским, также привела к решётке 
(носителем которой является множество) эквациональных глав 𝓛𝓔𝓒 (lat-
tice of equational chapters [4]). Здесь мы связываем эти две интерпретации 
(решётки 𝓛 и 𝓛𝓔𝓒) некоторой параметризацией интерпретаций; что мож-
но рассматривать как ответ на один вопрос Мыцельского ([3], стр.120). В 
конце работы рассмотрено некоторое обобщение широко известных те-
перь почти единодушных термов и установлены ряд их свойств. Необхо-
димые сведения по универсальной алгебре можно извлечь из [2]. 
 Пусть 𝒱 есть многообразие типа 𝜏. Если типа 𝜏′ содержится в 𝜏, 
𝜏′ ⊆ 𝜏, то можно образовать редукт 𝒱′ (типа 𝜏′) многообразия 𝒱 так: 
𝒱′ = 𝑣𝑎𝑟(𝔄|𝜏′: 𝔄 ∈ 𝒱).  
 Определение 1. Для многообразий 𝒱 и 𝒰 (возможно, разнотип-
ных) и для неконечного кардинала k   𝒰 редукт-k-локально интерпрети-
руемо в 𝒱 (это обозначаем так: 𝒰 ⊴k 𝒱), если любой редукт 𝒰′ с типом 
мощности < k интерпретируемо (в обычном, т.е. глобальном смысле) в 𝒱.  
 Отношение ⊴k, как легко видеть, является квазипорядком (т.е., 
рефлексивным и транзитивным) на классе всех многообразий. Так как пе-
ресечение любого квазипорядка со своим обращением является эквива-
лентностью, то ⊴k определяет частичный порядок ≤k на семействе всех 
классов эквивалентности. Таким образом, если положить  

𝒰 ⋈k 𝒱     ⇔    𝒰 ⊴k 𝒱 & 𝒱 ⊴k 𝒰,   
то ⋈k будет эквивалентностью на классе всех многообразий и ≤k есть 
частичный порядок на классах ⋈k-эквивалентности. Класс ⋈k-эквива-
лентности, содержащий 𝒰, обозначим [𝒰]⋈k и назовём его эквациональ-
ной k-строфой многообразия 𝒰. Теперь запись [𝒰]⋈k ≤k [𝒱]⋈k означает в 
частности, что 𝒰 ⊴k 𝒱. Семейство всех этих классов ⋈k-эквивалентности 
обозначим LEkV (lattice of equational k-verses); итак,  

LEkV = ([𝒰]⋈k: 𝒰 есть многообразие).   
 Пусть 𝛼 - произвольная k-строфа, задаваемая многообразием 𝒰; 
т.е. 𝛼 = [𝒰]⋈k. Рассмотрим семейство всех редуктов многообразия 𝒰, 
мощности типов которых < k. Это семейство однозначно определяет 
строфу 𝛼. Всякое многообразие этого семейства интерпретируемо в 𝒰 и 
каждое такое многообразие имеет тип мощности < k. При ОКГ различ-
ных таких многообразий ≤ k. Тогда дизъюнктное объединение этих мно-
гообразий имеет тип мощности ≤ 2k и оно редукт k-локально интерпре-
тируемо в 𝒰 и наоборот. Итак, эквациональная k-строфа многообразия 𝒰 
имеет представитель с типом мощности ≤ 2k и поэтому |LEkV| ≤ 22k. 
Легко понять, множество LEkV, частично упорядоченное отношением ≤k, 
имеет нуль 𝟎 = [𝑥 = 𝑥]⋈k (эквациональная k-строфа многообразия всех 
множеств) и единицу 𝟏 = [𝑥 = 𝑦]⋈k (эквациональная k-строфа тривиаль-
ного многообразия одноэлементных алгебр).  

57 



 Теорема 1. Для любого кардинала k частично упорядоченное 
множество  

𝓛𝓔𝓴𝓥 = 〈LEkV,≤k〉    
является полной решёткой, в которой для сигнатурно разъединённых 
многообразий 𝒰 и 𝒱 типов 𝜏 и, соответственно, 𝜎, пересечение определя-
ется так:   

[𝒰]⋈k ∧ [𝒱]⋈k = [𝒲]⋈k, 
где 𝒲 имеет тип 𝜏 ∪ 𝜎 ∪ {∙} и задаётся тождествами (прямоугольная связ-
ка 𝒰 и 𝒱):  

1)    𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑥,   
2)   (𝑥 ∙ 𝑦) ∙ (𝑢 ∙ 𝑣) = 𝑥 ∙ 𝑣,   
3)   𝑓(𝑥1 ∙ 𝑦1, … , 𝑥𝑚 ∙ 𝑦𝑚) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚),   
4)   𝑔(𝑥1 ∙ 𝑦1, … , 𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛) = 𝑔(𝑦1, … , 𝑦𝑛),   
5)   𝓈 ∙ 𝑦 = 𝓉 ∙ 𝑦,   
6)   𝑥 ∙ 𝓊 = 𝑥 ∙ 𝓋,   

где 𝑓 ∈ 𝜏, 𝑔 ∈ 𝜎, 𝓈 = 𝓉 пробегает по всем тождествам 𝒰 и 𝓊 = 𝓋 пробе-
гает по всем тождествам 𝒱.  
 Доказательство. Пусть {𝒱𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} - некоторое множество много-
образий, причём каждое 𝒱𝑖 имеет тип 𝜏𝑖 и систему тождеств Σ𝑖. Рассмот-
рим дизъюнктное разъединение типов 𝜏𝑖0 и соответствующие им системы 
тождеств Σ𝑖0. Пусть ∐{𝒱𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} есть многообразие типа ⋃{𝜏𝑖0: 𝑖 ∈ 𝐼} с сис-
темой тождеств ⋃{Σ𝑖0: 𝑖 ∈ 𝐼}. Тогда понятно, что эквациональная k-строфа 
многообразия ∐{𝒱𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} есть ⋁�[𝒱𝑖]⋈k: 𝑖 ∈ 𝐼�. Кроме того, как отмечено 
выше, в частично упорядоченном множестве 〈LEkV,≤k〉 есть нуль и еди-
ница; это устанавливает полноту решётки 𝓛𝓔𝓴𝓥.  

Сначала докажем, что 𝒲 редукт-k-локально интерпретируемо в 𝒰 
и в 𝒱, затем покажем, что если некоторое многообразие 𝒵 редукт-k-
локально интерпретируемо и в 𝒰 и в 𝒱, то 𝒵 редукт-k-локально интер-
претируемо в 𝒲.  
 Для доказательства первого утверждения достаточно проинтерпре-
тировать операцию ∙ как проекцию 𝜋20(𝑥,𝑦) = 𝑥, все операции 𝑔 ∈ 𝜎 как 
одну и ту же константу многообразия 𝒰, а все операции 𝑓 ∈ 𝜏 как те же 
самые операции в 𝒰. Отсюда видно, что 𝒲 будет редукт-k-локально ин-
терпретируемо в 𝒰. Точно так же, беря вместо 𝜋20 проекцию 𝜋21(𝑥,𝑦) = 𝑦, 
получаем интерпретируемость 𝒲 в 𝒱.  
 Докажем второе утверждение. Рассмотрим редукт 𝒵′ многообра-
зия 𝒵 такой, что |тип(𝒵′)| < k. По условию, 𝒵′ интерпретируемо и в 𝒰 и 
в 𝒱. Пусть ℎ есть некоторая операция многообразия 𝒵′. Положим 
ℎ0 = ℎ𝒰 ∙ ℎ𝒱, где ℎ𝒰 и ℎ𝒱 есть интерпретация ℎ в операциях, соответст-
венно, 𝒰 и 𝒱. Тогда семейство {ℎ0: ℎ есть операция 𝒵′} определяет ин-
терпретацию 𝒵′ в 𝒰. Надо проверить, что для любого терма 𝑡 в языке 𝒵′    
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𝑡0 = 𝑡𝒰 ∙ 𝑡𝒱. Это показывается обычной индукцией по длине терма: если 𝑡 
переменная, то тождество 1) обеспечивает справедливость равенства 
𝑡0 = 𝑡𝒰 ∙ 𝑡𝒱; если же  

𝑡 = 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑟),   
то  

𝑡0 = 𝑓0(𝑡01, … , 𝑡0𝑟) = 𝑓𝒰(𝑡𝒰1 ∙ 𝑡𝒱1 , … , 𝑡𝒰𝑟 ∙ 𝑡𝒱𝑟) ∙ 𝑓𝒱(𝑡𝒰1 ∙ 𝑡𝒱1 , … , 𝑡𝒰𝑟 ∙ 𝑡𝒱𝑟) =   
= 𝑓𝒰(𝑡𝒰1 , … , 𝑡𝒰𝑟 ) ∙ 𝑓𝒱(𝑡𝒱1 , … , 𝑡𝒱𝑟) = 𝑡𝒰 ∙ 𝑡𝒱.   

 Предположим теперь, что 𝓉 = 𝓉′ есть некоторое тождество много-
образия 𝒵′. Так как 𝒵′ интерпретируемо и в 𝒰 и в 𝒱, то 𝓉𝒰 = 𝓉𝒰′  является 
тождеством многообразия 𝒰, а 𝓉𝒱 = 𝓉𝒱′  является тождеством многообра-
зия 𝒱. Из тождеств 5) и 6) вытекает, что 𝓉𝒰 ∙ 𝑦 = 𝓉𝒰′ ∙ 𝑦 и 𝑥 ∙ 𝓉𝒱 = 𝑥 ∙ 𝓉𝒱′ . 
Тогда   

𝓉𝒰 ∙ 𝓉𝒱 = (𝓉𝒰 ∙ 𝑦) ∙ (𝑥 ∙ 𝓉𝒱) = (𝓉𝒰′ ∙ 𝑦 ) ∙ (𝑥 ∙ 𝓉𝒱′ ) = 𝓉𝒰′ ∙ 𝓉𝒱′ .   
С другой стороны 𝓉𝒰 ∙ 𝓉𝒱  равно 𝓉0 (т.е. интерпретации терма 𝓉 в 𝒰), и 
𝓉𝒰′ ∙ 𝓉𝒱′ = 𝓉0′ . Итак многообразии 𝒲 удовлетворяет тождеству 𝓉0 = 𝓉0′  и 
теорема доказана.  
 Предложение 1. Всякое конечнобазируемое многообразие конеч-
ного типа является компактным элементом решётки 𝓛𝓔𝓴𝓥.  
 Доказательство. Пусть конечнобазируемое 𝒱 имеет конечный тип 
и пусть  

[𝒱]⋈k ≤ ⋁�[𝒱𝑖]⋈k: 𝑖 ∈ 𝐼�.   
Так как ⋁�[𝒱𝑖]⋈k: 𝑖 ∈ 𝐼� = [∐{𝒱𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼}]⋈k, то конечный тип многообразия 
𝒱 можно проинтерпретировать в не более чем конечном числе многооб-
разий 𝒱𝑖. Теперь дизъюнктное объединение этого конечного числа мно-
гообразий даёт требуемое конечное подпокрытие для [𝒱]⋈k.  
 По теореме 1 в сигнатуру пересечения добавляется лишь одна би-
нарная операция; поэтому верно  
 Предложение 2. Пересечение компактных элементов решётки 
𝓛𝓔𝓴𝓥 является компактным элементом.  
 Предложение 3. В решётке 𝓛𝓔𝓴𝓥 есть скачки; в частности, на 
вершине есть скачок.  
 Доказательство. Рассмотрим любую компактную эквациональ-
ную k-строфу 𝛼. Объединение некоторой максимальной цепи строф, 
строго меньших 𝛼, опять будет строго меньше 𝛼. Поскольку в дизъюнкт-
ном объединении многообразий всегда выполняется некоторое нетриви-
альное тождество, то и на вершине решетки 𝓛𝓔𝓴𝓥 есть скачок: ⋁{𝛼 ∈
LEkV ∶ 𝛼 <k 𝟏} <k 𝟏.  
 Предложение 4.  В решётке 𝓛𝓔𝓴𝓥 для любых 𝛼,𝛽 >k 𝟎 имеем: 
𝛼 ∧ 𝛽 >k 𝟎.  

59 



 Доказательство.  В противном случае новая бинарная операция 
{∙} из условия теоремы 1 должна быть проинтерпретирована либо как 
проекция, либо же некоторой константой, что невозможно.  
 Напомним ([3]), в решётке 𝓛 интерпретационный тип многообра-
зия всех алгебр с одной константой обозначено через ∁.  

Предложение 5. Для любого k существует гомоморфизм из интер-
вала [∁,1] решётки 𝓛 на решётку 𝓛𝓔𝓴𝓥.  
 Доказательство.  Для доказательства сопоставим каждому много-
образию 𝒱 его эквациональную k-строфу [𝒱]⋈k. Это отображение сюръ-
ективно и сохраняет решёточные операции.  
 Заметим также, что в решётке 𝓛𝓔𝓴𝓥 семейство всех таких много-
образий 𝒱, что мощность типа 𝒱 меньше k, является «обобщенно» ком-
пактным в том смысле, что если супремум некоторого семейства накры-
вает 𝒱, то существует подсемейство мощности меньше k, которое также 
накрывает 𝒱. Кроме того, эти «обобщенно» компактные элементы сами 
образуют подрешётку.  

В завершении рассмотрим некоторое обобщение почти-едино-
душных термов, введённых в [1]. Пусть 𝐴 произвольная алгебра и 
𝑛 > 2k > 0. Терм 𝑡(𝑥0, … , 𝑥𝑛−1) назовём k-почти-единодушным для 𝐴, 
если 𝐴 удовлетворяет следующим тождествам:  

�𝑥 ≈ 𝑡�𝜑(0), … ,𝜑(𝑛 − 1)� |  ∀𝜑 ∈ {𝑥,𝑦}𝑛 & 0 ≤ |𝜑−1(𝑦)| ≤ k�;   
таким образом, не более k аргументных мест заполнены y-ами, а все ос-
тальные места заполнены x-ами. При k = 1 получаем обычный почти 
единодушный терм. Терм 𝑡 есть k-почти-единодушный терм для много-
образия 𝒱, если он является k-почти-единодушным для каждой алгебры 
из 𝒱. Пусть ℰ𝑛,k обозначает многообразие всех алгебр с одной-
единственной n-арной операцией 𝑡, удовлетворяющей указанным тожде-
ствам. Очевидно, каждый n-арный k-почти-единодушный терм является 
(k − 1)-почти-единодушным термом; в частности каждый k-почти-
единодушный терм является почти-единодушным термом. Следовательно 
ℰ𝑛,k является конгруэнц-дистрибутивным многообразием. Например, для 
многообразия решёток 5-арный терм  

𝑡(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡,𝑢) ∶= (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧) ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑡) ∧ (𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑢) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧 ∨ 𝑡) ∧
(𝑥 ∨ 𝑧 ∨ 𝑢) ∧   

 (𝑥 ∨ 𝑡 ∨ 𝑢) ∧ (𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑡) ∧ (𝑦 ∨ 𝑧 ∨ 𝑢) ∧ (𝑦 ∨ 𝑡 ∨ 𝑢) ∧ (𝑧 ∨ 𝑡 ∨ 𝑢)   
является 2-почти-единодушным и потому ℰ5,2 интерпретируемо в много-
образии всех решёток.   
 Точно также как в [6], теорема 1.2, можно показать, что мальцев-
ское семейство (идемпотентных) многообразий, обладающих k-почти-
единодушный термом, является робастным (англ.: robust), т.е. если 𝒱 и 
𝒲 однотипные идемпотентные многообразия, обладающие k-почти-
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единодушными термами арностей 𝑛 и, соответственно, 𝑚, то H(𝒱 ∘𝒲) 
(многообразие, порождённое мальцевским произведением) также облада-
ет k-почти-единодушный термом (арности 𝑛𝑚; более того, так же, как в 
[5], теорема 2.2, (легко проверить, что) арности 𝑛 + 𝑚− 1).  
 Согласно [7], в решётке интерпретаций 𝓛 фильтр многообразий, 
обладающих почти-единодушным термом, является пересечением двух 
больших фильтров. Нетрудно проверить этот результат для многообра-
зий, обладающих k-почти-единодущным термом. Таким образом, много-
образие 𝒱 имеет n-арный k-почти-единодушный терм тогда и только то-
гда, когда ℰ𝑛,k ≤ 𝒱. Так же, как в [7] легко показать, что ℰ𝑛+1,k < ℰ𝑛,k, т.е. 
фильтр ℰ𝜔,k всех многообразий, обладающих k-почти-единодушными 
термами не является главным фильтром в 𝓛. Более того, ℰ𝜔,k является 
разложимым фильтром в 𝓛 (конечно, ℰ𝜔,k содержится в фильтре всех 
конгруэнц-дистрибутивных многообразий). Сформулируем эти факты в 
виде теоремы.  
 Теорема 2. Мальцевское семейство всех многообразий, обладаю-
щих k-почти-единодушный термом является робастным. Кроме того, 
фильтр ℰ𝜔,k всех многообразий, обладающих k-почти-единодушными 
термами является разложимым (в пересечение) фильтром в 𝓛.  
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XÜLASƏ  
 
İşdə müxtəlifliklərin lokal interpretasiyalarının bir parametrlənməsinə  və sanki-yekdil 

termlərin bir ümumiləşməsinə baxılır.  
 
Açar sözlər: Müxtəlifliklərin interpretasiyaları, interpretasiyalar qəfəsi, sanki-yekdil 

term.  
 

61 



  

62 



PARAMETRIZATION OF INTERPRETATIONS OF VARIETIES  
 

O.M.MAMMADOV, G.K.MURADLI, A.R.MUSTAFAZADEH  
 

SUMMARY  
 
 The paper considers some parameterization of local interpretations of varieties and a 
generalization of near unanimity terms. 
 

Key words:  interpretations of varieties, the lattice of interpretations, near unanimity 
term 

 
Поступила в редакцию: 29.09.2018 г. 
Подписано к печати: 28.06.2018 г. 
 

 
 
 
 
 

63 



 

BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№2        Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası   2018 

 
 

 
УДК 517.97 

 
УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ  

СИСТЕМАМИ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ 
С ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ ПРИ НЕЛОКАЛЬНЫХ 

КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ 
 

Ф.М.ЗЕЙНАЛЛЫ*,  Я.А.ШАРИФОВ** 
*Гянджинский  Государственный Университет  

**Бакинский Государственный Университет 
sharifov22@rambler.ru 

 
В данной работе исследуется задача оптимального управления, где  состояние 

управляемой системы описывается  интегро-дифференциальными уравнениями с им-
пульсными воздействиями при нелокальных краевых условиях, который является есте-
ственным обобщением задачи Коши. Сначала с помощью принципа сжатых отобра-
жений доказано существование и единственность решения нелокальной краевой задачи 
при импульсных воздействиях при фиксированных допустимых управлениях. При неко-
торых условиях на исходные данные задачи вычислен градиент функционала и выведены 
необходимые условия оптимальности.   

 
Ключевые слова: нелокальные краевые условия,  существование и единственно-

сти решений краевой задачи, необходимые условия оптимальности, импульсные воздей-
ствие. 

 
Часто при математическом описании эволюции реальных процес-

сов с кратковременными возмущениями длительностью возмущения 
удобно пренебречь и считать, что эти возмущения носят «мгновенный» 
характер. Такая идеализация приводит к необходимости исследовать ди-
намические системы с разрывными траекториями или, как их называют, 
дифференциальные уравнения с импульсными воздействиями [1]. В [2] 
приведены конкретные примеры из теории электрических колебаний и 
часов, у которых математические модели  описываются дифференциаль-
ными уравнениями с импульсными воздействиями. Такие дифференци-
альные уравнения  достаточно подробно изучены [1-4]. Однако последние 
годы интенсивно исследуются интегро-дифференциальные уравнения с 
импульсными воздействиями при нелокальных краевых условиях [4-8]. В 
этих работах отмечается, что существуют многочисленные процессы фи-
зики, техники, экологии, механики и др.,  математические модели кото-
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рых описываются интегро-дифференциальными уравнениями с импульс-
ными воздействиями при нелокальных краевых условиях. Еще одним ис-
точником появления импульсных воздействий является научные отрасли 
как электроника, автоматика, робототехника, системы телекоммуникации 
и т.д. [9]. Поэтому целесообразно исследовать задачи оптимального уп-
равления, в которых состояние системы описывается интегро-дифферен-
циальными уравнениями с импульсными воздействиями при нелокальных 
краевых условиях.   

В настоящей работе впервые исследуются задача оптимального 
управления, состояние системы в которых описываются интегро-
дифференциальными уравнениями с импульсными воздействиями при 
нелокальных краевых условиях, которое, в свою очередь,  является есте-
ственным обобщением начальной задачи с импульсными воздействиями. 
Исследованы вопросы существование и единственности решений краевой 
задачи, найдены достаточные условия для дифференцируемости критерий 
качества, получена формула для его градиента и установлены необходи-
мые условия оптимальности в форме вариационных неравенств.  

Постановка задачи. Рассмотрим следующую нелокальную крае-
вую задачу при импульсных воздействиях: 
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dt
dx ≠≤≤+= ∫ ,0,,,,)),(,(

0

ττττ ,  (1)            

CTBxx =+ )()0( ,                 (2) 
TtttpivtxItx piiii <<<<<==∆ ...0,,...,2,1),),(()( 21 , (3) 

( ) [ ]( ) ( ) [ ] ( ) [ ]{ }Π∈∈∈∈=Π×∈⋅ i
rp vTtвпVtuTLtuUvu ,,0..,:,0, 2 ,    (4) 

где nRtx ∈)( , ),,( uxtf  - n -мерная непрерывная функция, −∈∈ ×× 1,, nnn RCRBA  
заданные постоянные матрицы, )()()( −+ −=∆ iii txtxtx , ( )−vxIi , некоторые 
заданные функции, [ ]( )vu, - управляющие параметры, rRV ∈ и mR∈Π - 
ограниченные выпуклые множества. 
 Требуется на решениях краевой задачи (1)-(4) минимизировать 
функционал 
                                              [ ]( ) ( ) ( )( )TxxvuJ ,0, Φ= .                               (5) 

Под решением краевой задачи (1) – (3), соответствующей фикси-
рованному управляющему параметру ( ) [ ]( ) pUvu Π×∈⋅ , , будем понимать 
функцию nRTtx →],0[:)( , абсолютно непрерывную на [0,T], itt ≠  и не-
прерывную слева при itt = , для которой существует конечный  правый 

лимит )( +
itx  при pi ,...,2,1= . Пространство таких функций обозначим 

)],,0([ nRTPC .  Очевидно, такое пространство является банаховым с нор-
мой  
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)(max
],0[

txx
TtPC ∈

= ,         

где |∙| - является нормой в nR . 
    Допустимый процесс ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ){ }vtutxvtu ,;,, , являющийся решением за-
дачи (1)-(5), т.е. доставляющий минимум функционалу (5) при ограниче-
ниях (1)-(4), будем называть оптимальным процессом, а ( ) [ ]( )vtu , - опти-
мальным управлением, где через ( ) [ ]( )vtutx ,;   обозначено решение крае-
вой задачи (1)-(3), соответствующее допустимому управлению ( ) [ ]( )vtu , . 

Существование решений краевой задачи (1)-(3). Предположим 
выполнение следующих условий: 

1). Пусть 1<B . 

2). nrn RRRTf →××],0[: , [ ] nrn RRRTTg →×× ,0],0[:     
nmn

i RRRI →×: ,  pi ,...,2,1= - непрерывные функции и существуют посто-
янные 0,0 >> GK , 0>iL , pi ,...,2,1=  

nRyxTtyxKuytfuxtf ∈∈−≤− ,],,0[,),,(),,( , 
nRyxTtyxGuytguxtg ∈∈−≤− ,],,0[,,),,,(),,,( τττ              

n
iii RyxyxLvyIvxI ∈−≤− ,,),(),(  ,       

3).                     ( ) 1]
2

[1
1

2
1 <++−= ∑

=

−
p

i
iLGTKTBL . 

Теорема 1. Пусть выполняется условие 1). Тогда функция 
( )nRTPCx ],,0[)( ∈⋅  является абсолютно непрерывным  решением краевой 

задачи (1) – (3) тогда и только тогда, когда  

( ) ( ) ( )( )

,)),((),(

,,,)),(,(),()()(

1

0 0

1

∑

∫ ∫

=

−

+

+








+++=

p

i
iiii

T

vtxIttK

ddssusxsguxftKCBEtx ττττττ
τ

,  (6) 

где  







≤≤+−
≤≤+

=
−

−

TtBBE
tBE

tK
τ

τ
τ

,)(
0,)(

),(
1

1

. 

Доказательство: Если )(⋅= xx  является решением дифференци-
ального уравнения (1), то для ),( 1+∈ jj ttt  

( ) ( ) ( )( ) ∫∫ ∫ ′=








+
tt

dssxddssusxsguxf
00 0

)(,,,)),(,( τττττ
τ

[ ] [ ] [ ]=−++−+−= +−+−+− )()(...)()()0()( 121 jtxtxtxtxxtx  
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[ ] [ ] [ ] )()()(...)()()()()0( 2211 txtxtxtxtxtxtxx jj +−−−−−−−−= −+−+−+ . 
Отсюда  

( ) ( ) ( )( ) ∑∫ ∫
<<

∆+








++=
tt

j

t

j

txddssusxsguxfxtx
00 0

)(,,,)),(,()0()( τττττ
τ

,  (7) 

где )0(x - пока произвольная постоянная. Для определения )0(x  потребу-
ем, чтобы функция, определяемая равенством (7), удовлетворяла условию 
(2). 
Так как 1<B , то матрица BE + обратима и ( ) ( ) 11 1 −− −<+ BBE . То-

гда 

( ) ( ) ( )( )

.)()(

},,,)),(,({)()()0(

0

1
0 0

11

∑
∫ ∫

<<

−

−−

∆+−

−++−+=

Tt
j

T t

j

txBBE

dtduxtgtutxtfBBECBEx ττττ
(8) 

Теперь учитываем значение )0(x , определяемое равенством (7), в (8). Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )( )

∑

∫ ∫

=

−

+

++++=

P

i
iiii

T

vtxIttK

ddssusxsguxftKCBEtx

1

0 0

1

)),((),(

},,,)),(,(){,()( ττττττ
τ

. 

Таким образом, показали, что краевую задачу (1)-(3) можно представить в 
виде интегрального уравнения (6). Непосредственной проверкой можно 
показать, что решение интегрального уравнения (6) также удовлетворяет 
краевой задаче (1) – (3). Теорема 1 доказана. 

Определим следующий оператор  ( ) ( )nn RTPCRTPCP ],,0[],,0[: →   
по правилу: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

∑

∫ ∫

=

−

+

++++=

P

i
iiii

T

vtxIttK

ddssusxsguxftKCBEtPx

1

0 0

1

)),((),(

},,,)),(,(){,()( ττττττ
τ

     (9) 

        Теорема 2. Пусть выполняются условия 1)- 3). Тогда для любого 
nRC ∈  и  ( ) [ ]( ) pUvu Π×∈⋅ ,  краевая задача (1) – (3) имеет единственное 

решение, которое удовлетворяет равенству    

( ) ( ) ( ) ( )( )

∑

∫ ∫

=

−

+

++++=

P

i
iiii

T

vtxIttK

ddssusxsguxftKCBEtx

1

0 0

1

)),((),(

},,,)),(,(){,()( ττττττ
τ

     (10)                                                        
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Доказательство: Пусть nRC ∈  и ( ) [ ]( ) pUvu Π×∈⋅ ,  фиксированы. 
Рассмотрим отображение ( ) ( )nn RTPCRTPCP ],,0[],,0[: → , определяемое 
равенством (9). Тогда для любых ( )nRTPCw ],,0[, ∈ω  имеем 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ττττ

ω

τ

ddssuswsgsusvsgtK

dssuswsfsusvsfstKtPwtP

T

T

∫∫

∫

−+

+−⋅≤−

00

0

,,,,,,,

)),(,()),(,(),())(())((

 

≤−⋅+ ∑
=

p

i
iiiiiii vtwIvtIttK

1
))(()),((),( ω  

( ) ],0[,)()(
2

1
1

2
1 TtwLGTKTB

PC

p

i
i ∈⋅−⋅







++−≤ ∑

=

− ω , 

или  

PCPC
wLPwPv −≤− ω .      (11) 

Оценка (11) показывает, что оператор P  является сжимающим в 
пространстве ( )nRTPC ],,0[ . Поэтому, согласно принципу сжимающих 
операторов, оператор P , определяемый равенством (10), имеет единст-
венную неподвижную точку в ( )nRTPC ],,0[ . Значит интегральное урав-
нение (9) или краевая задача (1) – (3) имеет единственное решение. Тео-
рема 2 доказана. 
    Градиент в задаче оптимального управления (1)-(4). Нетрудно пока-
зать, что при сделанных предположениях 1)-3) всякое решение краевой 
задачи (1)-(3) ограничено. Действительно, в силу ограниченности множе-
ства  допустимых управлений из (10) имеем: 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )[ ] [ ]∑∫

∫ ∫∫ ∫

∑∫

=

=

−

−+−+

+−++

++++=

P

i
iiiiii

T

TT

P

i
iii

T

vIvtxIttKdufuxftK

dsdsusgsusxsgtKdsdsusgtK

vIttKduftKCBEtx

10

0 00 0

10

1

),0()),((),(),0,()),(,(),(

,0,,,,,[,,0,,,

),0(),(),0,(),()()(

τττττττ

τττττττ

ττττ

ττ

 

Отсюда 

( ) ( ) ≤− txL1 ( ) ( ) CBElTglTB
p

i
i

1

1

2
01

2
1 −

=

− ++







+− ∑ , 

где 
[ ]

( )utfl
VuTt

,0,max
,,0 ∈∈

= ,  ( )ii
v

i vIl
i

,0max
Π∈

= ,   
[ ]

( )utgg
VuTt

,0,,max
,,0

0 τ
∈∈

=  

Таким образом, из последнего имеем: 
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( ) ( ) ( ) RCBElTglTBLx
p

i
i ≡









++







++−−≤ −

=

−− ∑ 1

1

2
011

2
11 . 

          Сформулируем теперь некоторых дополнительных условий, на 
( ) ( ) ( )yxvxIuxtf ,,,,,, Φ , которые предполагаются выполненными для всех 

TtvVuRx i ≤≤Π∈∈≤ 0,,, . 

4).Производные от функций ( )uxtf ,,  и ( )uxtg ,,  по аргументу u  ограни-
чены: 

( ) uKuuxtfu 1,, ≤ , 

( ) uKuuxtg g
u 1,, ≤ . 

5).Производные от функций ( )uxtf ,,  и ( )uxtg ,, по x  и u  удовлетворяют 
условиям Липшица, то есть 

( ) ( ) ( ) ( )

,

,,,,,,,,

2
3

2
2 uKxK

uuxtfxuxtfuxtfuuxxtf ux

+≤

≤−−−++
 

( ) ( ) ( ) ( )

.

,,,,,,,,

2
3

2
2 uKxK

uuxtgxuxtguxtguuxxtg

gg

ux

+≤

≤−−−++
 

6).Производные ( ) pivxIi ,...,1,0,0, ==  по аргументу v  ограничены: 
( ) ( ) vLvvxI iiv

1, ≤ . 
7).Производные ( ) pivxIi ,...,2,1,, =  по x  и v  удовлетворяют условиям 
Липшица, то есть 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,, 2322 vLxLvxIxvxIvxIvvxxI iiivixii +≤−−−++  
8).Функция ( )yx,Φ  имеет ограниченные  первые производные, и эти пер-
вые производные удовлетворяют условию Липшица 

( ) ( ) .,;, 54 KyxKyx yx ≤Φ≤Φ  

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,,, 2
7

2
6 yKxKyyxxyxyxyyxx yx +≤Φ−Φ−Φ−++Φ  

 Лемма 1. Пусть выполняются условия 1)-4), а ( ) [ ] ( )( )txvtu ,,  и 
( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )txtxvvtutu +++ ,,  - два решения краевой задачи (1)-(4). Тогда 

( ) [ ]( )vuctx +≤ 1 ,    

где 1c -некоторая постоянная, которая зависит от исходных данных задачи. 
Введем системы уравнений в вариациях: 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] i

t

ux

ux

ttTtduuxtgzuxtg

tututxtftztutxtf
dt
dz

≠≤≤++

++=

∫ ,0,,,,,,,

,,)),(,(

0

τττττττττ
 

0)()0( =+ TBzz  
( ) ( )

....0

,,...,2,1,),()),(()(

1210 Tttttt

pivvtxItzvtxItz

pp

iiiiviiiixi i

=<<<<<=

=+=∆

+

 

 Лемма 2. Пусть выполняются условия 1)-6); ( ) [ ] ( )( )txvtu ,, - те же, 
что и в лемме 1, а ( )tz - решение уравнения в вариациях. 
Тогда 

( ) ( ) [ ]( ),22
2 vuctztx +≤−   Tt ≤≤0 , 

где 2c - некоторая постоянная, зависит от данных исходной задачи.  
Теорема 3.Пусть выполняются условия 1)-7). Тогда функционал 

(5) при ограничениях (1)-(4) дифференцируем, причем его градиент имеет 
вид 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] mr
p

i
iiiivu RTLtvxItuxtHvuJ

i
×∈




 ′′=′ ∑
=

,0,,,,, 2
1

ψψ            (12) 

где ( )tψ  - решение дифференциально-разностной системы 
( ) ( ) ( )tuxtH

dt
td

x ψψ ,,′−= ,                                                (13) 

           ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )iiiixiiixi tEvtxIvtxIt ψψ 1,, −+′′−=∆ .      .,...,2,1 pi =           (14)      
с граничными условиями 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).,0,0

0
1

0
1

11

TxxBETxxBEB

BEBTBE

Txx Φ′+−Φ′+′=

=′+′+′+
−−

−− ψψ
                 (15) 

         Доказательство: Пусть [ ]( ) [ ]( ) pUvvuuvu Π×∈++ ,,, - два допусти-
мых управления. Тогда для приращения функционала (5) справедлива 
формула: 

            
[ ]( ) [ ]( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,00,,0

,,

0 η+Φ+Φ=

=−++

TzTxxzTxx

vuJvvuuJ

Txx

                 (16) 

где 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .,,00,,0

,0,00

,,000,,0

0

0

TxTxxxTxx

TxxTxTxxx

TzTxTxxzxTxx

Txx

Txx

Φ−Φ−

−Φ−++Φ+

+−Φ+−Φ=η

              (17) 

К формуле (16) добавим нулевые слагаемые 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ +++−
T

ux tututxtftztutxtf
dt
dzt

0

,,)),(,(,ψ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) dtduuxtgzuxtg u

t

x τττττττττ ],,,,,,[
0

++ ∫  

)()0(, TBzz +λ , 

где ( ) [ ]TLt r ,02∈ψ - пока произвольная функция, а nR∈λ - произвольный 
числовой вектор. 
 После несложных преобразований для приращения функционала 
получаем следующую формулу 

[ ]( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ,,,,

,,00,0,0

,,,,,,

,,,,,,

1

0

10

0

1

ηψψ

ψλψλ

ψ

ψψ

++′′+∆+

+−′+Φ+++Φ+

+++

++=−++

−

=

=

∑∫

∑ ∫
+

iiiiixiiixi

Txx

p

i
iiiiv

T

u

p

i

t

t
x

tztEvtxIvtxIt

TzTBTxxzTxx

vvxhdttuttutxtH

dttzttutxtHtvuJvvuuJ

i

i

i



(18) 

где ( ) ( ) ( )∫+=
T

t

duxtguxtfuxtH ττψψψ ,,,,,,,,,, , ( ) ( ) ( )iiiiiii vxItvxh ,,, ψ= . 

Теперь произвольную функцию ( ) [ ]TLt r ,02∈ψ  выбираем как решение 
дифференциально-разностного уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ix ttttutxtHt ≠−= ,,,, ψψ  

          ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )iiixiixi tEvtxIvtxIt ψψ 1,, −+′′−=∆  ,       ,,...,2,1 pi =                    
которое совпадает с (13), (14), а числовой вектор nR∈λ определяем из 
соотношений 
                         ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,0,0 =−′+Φ TBTxxTx ψλ                                        (19) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 00,00 =++Φ ψλTxxx .                                        (20) 
 
Так как в краевых условиях (19),(20) присутствует векторный пара 

метр nR∈λ , система уравнений (13)-(14), (19)-(20) называется сопряжен-
ной системой в параметрическом виде.  
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          Здесь, учитывая условие 3), можно исключить неизвестный вектор 
nR∈λ . Действительно, из (19),(20) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]TxxTxxTBA xTx ,0,00 0
1 Φ−Φ−−′+′= − ψψλ . 

Найденное значение учтем в (19) или (20), после несложных преобразо-
ваний  получаем (15). Из равенства (17) получаем оценку:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .,,00,,0

,0,00

,000,0

0

0

TxTxxxTxx

TxxTxTxxx

TzTxTxxzxTxx

Txx

Txx

Φ−Φ−

−Φ−++Φ+

+−Φ+−Φ≤η

 

Используя условия 1)-3), 7) и леммы 1 и 2, из последнего неравенства 
имеем: 

( ) ( )[ ] [ ]( ).22
67

2
1254 vuKKccKK ++++≤η  

Теорема 3 доказана. 
 Необходимые условия оптимальности. Имея формулы градиента 
для функционала (5) при ограничениях (1)-(4), можно получить необ-
ходимые условия оптимальности в задаче оптимального управления. 
 Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3.Тогда для опти-
мальности управления [ ]( ) pUvu Π×∈∗∗ , в задаче (1)-(5) необходимо, что-
бы выполнялось неравенство: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∑∫
=

∗∗∗∗∗∗∗ ≥−+−
p

i
iiiiiv

T

u vvvxhdttututtutxtH
i

10

0,,,,,, ψ       (21) 

для любого, [ ]( ) pUvu Π×∈, , где ( ) [ ]( )∗∗∗ = vutxtx ,; , ( ) [ ]( )∗∗∗ = vutt ,;ψψ . 
 Доказательство: Множество pU Π× , определяемое равенством 
(4), выпукло в пространстве [ ] pTL Π×,02 . Кроме того, согласно теореме 3, 
функционал [ ]( )vuJ ,  дифференцируем по Фреше на множестве pU Π× . 
Тогда в силу теоремы 3 из [10, с.524] на элементе [ ]( ) pUvu Π×∈∗∗ ,  необ-
ходимо выполнение неравенства [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) 0,,,, ≥−′ ∗∗∗∗ vuvuvuJ  при всех 

[ ]( ) pUvu Π×∈, . Отсюда и из (14) следует справедливость неравенства 
(21). Теорема 4 доказана. 
Из теоремы 4 следует следующее очевидное 

Следствие.  Пусть выполнены условия теоремы 3.Тогда для опти-
мальности управления [ ]( ) pUvu Π×∈∗∗ , в задаче (1)-(5) необходимо, что-
бы выполнялись неравенства: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0,,,,
0

≥−∫ ∗∗∗∗ dttututtutxtH
T

u ψ      
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( )∑
=

∗∗∗ ≥−
p

i
iiiiiv vvvxh

i
1

0,,  

для любого, [ ]( ) pUvu Π×∈, , где ( ) [ ]( )∗∗∗ = vutxtx ,; , ( ) [ ]( )∗∗∗ = vutt ,;ψψ . 
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QEYRİ-LOKAL ŞƏRTLİ İMPULSİV TƏSİRLİ İNTEQRO-DİFERENSİAL 
TƏNLİKLƏRLƏ TƏSVİR OLUNAN İDARƏ MƏSƏLƏSİNDƏ OPTİMALLIQ 

ŞƏRTLƏRİ 
 

F.M.ZEYNALLI, Y.Ə.ŞƏRİFOV 
 

XÜLASƏ 
 

Təqdim olunan işdə Koşi məsələsinin təbii ümuləşməsi olan, impuls təsirli qeyri-lokal 
şərtli inteqro-diferensial tənliklərlə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələsi tədqiq olun-
muşdur. Əvvəlcə sıxılmış inikas prinsipinin köməyilə hər bir qeyd olunmuş mümkün idarəedici 
üçün baxılan məsələnin həllinin varlığı və yeganəliyi haqqında teorem isbat edilişdir. Mə-
sələnin ilkin verilənləri üzərinə müəyyən şərtlər daxilində funksionalın qradienti hesablanmş 
və optimallıq üçün zəruri şərtlər tapılmışdır.  

 
Açar sözlər: qeyri-lokal sərhəd şərtləri, sərhəd məsələsinin həllinin varlığı və yeganəli-

yi, optimallıq üçün zəruri şərtlər, impuls təsirli sistemlər.    
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CONDITIONS OF OPTIMALITY IN PROBLEMS OF CONTROL OF SYSTEMS  
OF INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH IMPULSE IMPURITIES  

FOR NONLOCAL BOUNDARY CONDITIONS 
 

F.M.ZEYNALLY, Y.A.SHARİFOV 
 

SUMMARY 
 

In this work, the optimal control problem, which is characterized by impulsive-integro-
differential equations is studied. First, the existence and uniqueness of the solution for every 
fixed admissible control of the problem of nonlocal boundary with the use of contraction prin-
ciple are proven. Next, by setting certain conditions on the initial data of the problem, the func-
tional gradient is calculated and the necessary conditions for optimism are obtained. 

 
Key words: nonlocal boundary conditions, existence and uniqueness solutions bounda-

ry value problem, nesecaru condition for optimality, impulsive systems.    
 
 

Поступила в редакцию: 22.05.2018 г. 
Подписано к печати: 28.06.2018 г. 

 

73 



BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№2         Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası    2018 

 
 
 

UOT 517.977.52 
 

İKİ DƏYİŞƏN STRUKTURLU  
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İşdə xətti diferensial tənliklər sistemi ilə təsvir olunan, iki optimal idarəetmə 

məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün zəruri və kafi şərtlər tapılmışdır. 
 
Açar sözlər: dəyişən strukturlu optimal idarəetmə məsələsi, optimallıq üçün zəruri 

şərt, artım üsulu. 
 
1. Bir dəyişən strukturlu optimal idarəetmə məsələsində tənzimləyi-

cinin analitik konstruksiyası məsələsi. Tutaq ki, idarə olunan obyekt 
  ( ) ( ) [ ],,, 10111 ttTtutBxtAx =∈+=                                            (1.1) 

( ) ( ) [ ]21222 ,, ttTtvtBytAy =∈+=                                            (1.2) 
diferensial tənliklər sistemi və 

( ) 00 xtx = ,                                                                          (1.3) 
( ) ( )11 txCty =                                                                          (1.4) 

başlanğıc şərtləri ilə təsvir olunur. 
Burada ( )tx  ( )( )ty  – n  ( )m -ölçülü fəza vektoru, 210 t,t,t  ( )210 ttt <<  

– verilmiş ədədlər, ( )tA1 , ( )tB1 , ( )tA2 , ( )tB2  – verilmiş kəsilməz, uyğun olaraq 
( )nn×  və ( )mm×  ölçülü matris funksiyalar, C  – verilmiş sabit matris, 0x  – 
verilmiş sabit vektor, ( )tu  ( )( )tv  – r ( )q -ölçülü hissə-hissə kəsilməz (sonlu 
sayda birinci növ kəsilmə nöqtəsinə malik) idarəedici vektor funksiya olub öz 
qiymətlərini boş olmayan, məhdud və açıq U  ( )V  coxluğundan alır, yəni 

  
( ) [ ]
( ) [ ]21

10

t,tt,RVtv
,t,tt,RUtu

q

r

∈⊂∈

∈⊂∈
                                                    (1.5) 

məhdudiyyətləri ödənir. 
Bu şərtləri ödəyən ( ) ( )( )tv,tu  cütünə mümkün idarə deyəcəyik. (1)-(4) 

məsələsinin ( ) ( )( )tv,tu  mümkün idarəsinə uyğun hissə-hissə hamar ( ) ( )( )ty,tx  
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həllinə isə mümkün trayektoriya, ( ) ( ) ( ) ( )( )ty,tx,tv,tu  kvartetinə isə mümkün 
proses deyəcəyik. 

Bu (1.1)-(1.4) məsələsinin bütün mümkün idarələrə uyğun həlləri 
üzərində təyin olunmuş 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫

∫

′+′+

+′+′+′+′=

2

1

1

0

32

21232111

2
1

2
1

2
1

2
1

t

t

t

t

dttvtMtvtytMty

tyMtydttutNtutxtNtxtxNtxv,uJ
    (1.6) 

funksionalının minimallaşdırılması məsələsinə baxaq. 
Burada 1N , 1M  – verilmiş ( )nn×  və ( )mm×  ölçülü sabit matrislər, 

( )tNi , ( )tM i , 32,i =  uyğun ölçülü verilmiş kəsilməz matris funksiyalardır. 
Bu (1.6) funksionalına (1.1)-(1.5) şərtləri daxilində minimum verən 

( ) ( )( )tv,tu οο  cütünə mümkün idarə, ( ) ( ) ( ) ( )( )ty,tx,tv,tu οοοο  prosesinə isə 
opimal proses deyəcəyik. 

Fərz edək ki, ( ) ( ) ( ) ( )( )ty,tx,tv,tu  qeyd olunmuş mümkün prosesdir və 

          ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ],utBxtAutNuxtNx,u,x,tH 1113211 2
1 +′+′+′−= ψψ  

             ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]vtBytAvtMvytMy,v,y,tH 2223222 2
1 +′+′+′−= ψψ  

Hamilton-Pontryagin funksiyalarını daxil edək. 
 Burada ( )tiψψ = , 21,i =  uyğun olaraq n  və m ölçülü vektor 
funksiyalar olaraq 

( ) ( )xtNtA 2111 +′−= ψψ ,   [ ]10 t,tt ∈ ,                                                (1.7) 
( ) ( ) ytMtA 2222 +′−= ψψ ,   [ ]21 t,tt ∈                                                 (1.8) 

xətti, bircins olmayan diferensial tənliklər sisteminin 
( ) ( ) ( )121111 tCtxNt ψψ +−= ,                                                           (1.9) 

( ) ( )2122 tyMt −=ψ                                                                   (1.10) 
başlanğıc şərtlərini ödəyən həllidirlər. 

Tutaq ki,  
01 ≥N , 01 ≥M , ( ) 02 >tN , ( ) 02 >tM , ( ) 03 >tN , ( ) 03 >tM .    (1.11) 

Bu (11) şərtlərini nəzərə alaraq məsələn [1, 2] işlərində istifadə olunan 
üsulun vasitəsilə göstərmək olar ki, ( ) ( )( )tv,tu  mümkün idarəsinin baxılan 
məsələdə optimal idarə olması üçün zəruri və kafi şərt 

( ) ( ) ( )( ) 01 =
∂

∂
u

t,tu,tx,tH iψ ,   [ ]10 t,tt ∈ ,            (1.12) 

( ) ( ) ( )( ) 022 =
∂

∂
v

t,tv,ty,tH ψ ,   [ ]21 t,tt ∈             (1.13) 
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bərabərsizliyinin ödənməsidir. 
Əgər iH , 21,i =  Hamilton-Pontryagin funksiyalarının ifadələrini 

nəzərə alsaq, (1.12) və (1.13) bərabərliklərini 
                              ( ) ( ) ( ) ( ) 0311 =−′ tutNttB ψ , 
                              ( ) ( ) ( ) ( ) 03212 =−′ tvtNttB ψ  

şəklində yaza bilərik. 
Bu münasibətlərdən alırıq ki, ( ) ( )( )tv,tu  optimal idarəsi 

( ) ( ) ( ) ( )ttBtNtu 11
1

3 ψ′= − ,                                                             (1.14) 
( ) ( ) ( ) ( )ttBtMtv 22

1
3 ψ′= −                                                            (1.15) 

düsturları vasitəsilə təyin olunurlar. 
Daha sonra (1.14) və (1.15) düsturlarını (1.1)-(1.4) və (1.7)-(1.10) 

məsələlərində yerinə qoysaq alarıq ki, 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ttBtNtBtxtAtx 11

1
311 ψ′+= −             (1.16) 

( ) 00 xtx = ,                                                          (1.17) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttBtMtBtytAty 22

1
322 ψ′+= − ,         (1.18) 

( ) ( )11 txCty = ,                                                    (1.19) 
( ) ( ) ( ) ( )txtNttA 2111 +′−= ψψ ,                              (1.20) 

( ) ( ) ( )121111 tCtxNt ψψ +−= ,                                (1.21) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tytMttAt 2222 +′−= ψψ ,                         (1.22) 
( ) ( )2122 tyMt −=ψ .                                              (1.23) 

Əgər 
                            ( ) ( ) ( ) ( )tBtNtBtD 1

1
311 ′= − ,  

                            ( ) ( ) ( ) ( )tBtMtBtD 2
1

322 ′= −  
işarələmələri daxil etsək (1.16)-(1.19) məsələlərini 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ttDtytAty

,ttDtxtAtx

222

111

ψ
ψ

+=
+=




                                                        (1.24) 

( ) 00 xtx = ,  ( ) ( )11 txCty =                                                            (1.25) 
şəklində yaza bilərik. 

İndi ( )tiψ , 21,i =  vektor-funksiyalarını 
( ) ( ) ( )txtPt 11 −=ψ ,                                                                 (1.26) 
( ) ( ) ( )tytPt 22 −=ψ                                                                  (1.27) 

şəklində axtaraq. 
Bu (1.26), (1.27) düsturlarının hər iki tərəfini diferensiallasaq alarıq ki, 
                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtPtxtPt  111 −−=ψ , 
                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tytPtytPt  222 −−=ψ .  
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Buradan (1.20)-(1.23), (1.24)-(1.25) əsasən alarıq ki, 
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ttDtxtAtPtxtPtxtNttA 11111211 ψψ +−−=+′−  , 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ttDtytAtPtytPtytMttA 22222222 ψψ +−−=+′−  . 
Buradan alırıq ki, 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtNtxtAtPtxtPttAtDtP 21111111 −−−=′− ψ , 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tytMtytAtPtytPttAtDtP 22222222 −−−=′− ψ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0211111111 =+++−′ txtNtAtPtPtPtDtPtPtA  , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0222222222 =+++−′ tytMtAtPtPtPtDtPtPtA  . 

Axırıncı iki münasibətin ixtiyari ( )tx  və ( )ty  üçün ödənməsi yalnız və 
yalnız o vaxt mümkündür ki, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPtDtPtNtAtPtPtAtP 111211111 +−−′−= ,          (1.28) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPtDtPtMtAtPtPtAtP 222222222 +−−′−= .        (1.29) 

Bu tənliklər üçün başlanğıc şərtləri tapaq. 
Aydındır ki, 
                                          ( ) ( ) ( )11111 txtPt −=ψ , 
                                          ( ) ( ) ( )22222 tytPt −=ψ . 
Ona görə də alırıq ki, 
                                ( ) ( ) ( ) ( )1111211 txtPtCtxN −=+− ψ , 
                                       ( ) ( ) ( )22222 tytPtyN −=− . 
Buradan (1.26), (1.27) münasibətlərinə əsasən alırıq ki, 
                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11111211 txtPtytPCtxN −=−− , 
                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11112211 txtPtxCtPCtxN −=−− . 
Deməli, 

                                ( ) ( )CtPCNtP 12111 += ,                           (1.30) 
                                ( ) 222 NtP = .                                             (1.31) 

Alınmış (1.28), (1.29) tənlikləri Rikkati tipli matris tənliklər sistemidir. 
Onlar üçün başlanğıc şərtlər isə (1.30), (1.31) düsturları vasitəsilə verilir. 

Əgər (1.28)-(1.31) məsələsini həll etsək, onda optimal idarə 
                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtPtBtNtu 11

1
3 ′−= − , 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tytPtBtMtv 22
1

3 ′−= −  
düsturları vasitəsilə verilər. 
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2. Bolsa tipli dəyişən strukturlu optimal idarəetmə məsələsində 
optimallıq üçün kafi şərt. Bolsa tipli 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ]∫∫ +++++=
2

1

1

0

212211

t

t

t

t

dttv,thty,tgdttu,thtx,tftytxv,uS οοϕϕ  (2.1) 

funksionalının 
( ) [ ]
( ) [ ]21

10

t,tt,RVtv
,t,tt,RUtu

q

r

∈⊂∈

∈⊂∈
                                                         (2.2) 

( ) ( ) [ ],,,, 10 tttutfxtAx ∈+=                                                        (2.3) 
( ) 00 xtx = ,                                                                          (2.4) 

  ( ) ( )( ) [ ]21 ,,, ttttvtgytBy ∈+=                                      (2.5) 
( ) ( )( )11 txGty =                                                                     (2.6) 

şərtləri daxilində minimumunun tapılması məsələsinə baxaq. 
Burada ( )tu  ( )( )tv  – r  ( )q -ölçülü hissə-hissə kəsilməz (sonlu sayda kə-

silmə nöqtəsinə malik) idarəedici vektor funksiya, ( )tA , ( )tB  – verilmiş, uy-
ğun olaraq ( )nn×  və ( )mm×  ölçülü kəsilməz matris funksiyalar, ( )x1ϕ , ( )y2ϕ  
– verilmiş kəsilməz diferensiallanan skalyar funksiyalar, ( )u,tf , ( )v,tg  – 
verilmiş, arqumentlərinin küllüsünə nəzərən kəsilməz, uyğun olaraq n  və m  
ölçülü vektor-funksiyalar, ( )u,tf ο , ( )v,tgο  isə verilmiş, arqumentlərinin küllü-
sünə nəzərən uyğun olaraq x  və y -ə görə kəsilməz diferensiallanan skalyar 
funksiyalar, ( )xG  – verilmiş kəsilməz diferensiallanan m  ölçülü vektor-funk-
siya, 210 t,t,t  ( )210 ttt <<  – verilmiş ədədlər, 0x  – verilmiş sabit vektor, ( )u,th1 , 

( )v,th2  – verilmiş, arqumentlərinin küllüsünə nəzərən kəsilməz skalyar funk-
siyalar, U  və V  isə verilmiş, boş olmayan məhdud çoxluqlardır. 

Yuxarıda qoyulan şərtləri ödəyən hər bir ( ) ( )( )tv,tu οο  cütünə baxılan 
məsələdə mümkün idarə deyəcəyik. 

Fərz edək ki, ( ) ( ) ( ) ( )( )ty,tx,tv,tu οοοο ,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( =∆+=∆+= tx,tvtvtv,tututu οο  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ))tytyty,txtx ∆+=∆+= οο  – iki mümkün prosesdir. 
                           ( ) ( ) ( )u,thu,tf,u,tH 1−⋅= ′οο ψψ , 
                           ( ) ( ) ( )u,thv,tgpp,v,tM 2−⋅= ′οο , 
                                ( ) ( ) ( )xGtpxN 1

ο′=  
işarələmələrini daxil edək. 

Burada ( )tοψ , ( )tpο  uyğun olaraq n  və m  ölçülü vektor-funksiyalar 
olub (qoşma dəyişənlər) 

( ) ( )( ) [ ],t,tt,
x

tx,tftA 10∈
∂

∂+′−=
οο

οο ψψ               (2.7) 
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( ) ( )( ) ( )( )1
11

1 txN
x

txt x
ο

ο
ο ϕψ +

∂
∂−= ,                           (2.8) 

( ) ( )( )
y

ty,tgptBp
∂

∂+′−=
οο

ο ,                                      (2.9) 

( ) ( )( )
y

tytp
∂

∂−= 22
2

ο
ο ϕ .                                             (2.10) 

Daxil edilmiş işarələmələri nəzərə alsaq, (2.1) funksionalının artımını 
aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ]+−+−=−=∆ 22221111,,, tytytxtxvuSvuSvuS οοοοοο ϕϕϕϕ        

( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] .,,,,,,,,

,,,,

2

1

1

0

1

0

1

0

2

1

1

0

1122

11

∫∫

∫∫

∫∫

−−−−

−∆−−−∆+∆−

−∆+−+−+

′′′

′

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

dttptvtMtptvtMdtttutHttutH

dttytptxNtxNtytpdttxt

txtdttytgtytgdttxtftxtf

οοοοοο

οοοο

οοοοοοο

ψψ

ψ

ψ


  (2.11) 

Buradan, Teylor düsturundan istifadə etməklə və nəzərə almaqla ki, 
( ) ( )( )tpt οοψ ,  (2.7)-(2.8), (2.9)-(2.10) məsələlərinin həllidir, (2.11) artım düstu-

runu 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )∫∫

∫

∫

∆+∆+

+∆−∆+∆+−−

−−−=∆

2

1

1

0

2

1

1

0

54

132211

t

t

t

t

t

t

t

t

dttydttx

txtytxdttp,tv,tMtp,tv,tM

dtt,tu,tHt,tu,tHv,uS

οο

οοο

ψψ

οοο

οοοοο

  (2.12) 

şəklində yaza bilərik. 
Burada ( )⋅iο , 51,i =  kəmiyyətləri uyğun olaraq 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )111
11

1111 txtx
x

txtxtx ∆+∆
∂

′∂=− οϕϕϕ
ο

ο , 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )222
22

2222 tyty
y

tytyty ∆+∆
∂

′∂=− οϕϕϕ
ο

ο , 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )131111 txtxtxNtxNtxN x ∆+∆′=− οοο , 

( ) ( ) ( ) ( )xx
x

x,tfx,tfx,tf ∆+∆
∂

∂=− 4ο
οο

οοο , 

( ) ( ) ( ) ( )yy
y

y,tgy,tgy,tg ∆+∆
∂

∂=− 5ο
οο

οοο  
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ayrılışlarından təyin olunurlar. 
  Alınmış (2.12) artım düsturunun köməyilə aşağıdakı hökm isbat edilir. 

Teorem 2.1. Tutaq ki, ( )x1ϕ , ( )y2ϕ , ( )u,tf ο , ( )v,tgο  funksiyaları faza 
vektoruna nəzərən qabarıq, ( )xN  isə çökükdür. Onda ( ) ( )( )tv,tu οο  mümkün 
idarəsinin (2.1)-(2.6) məsələsində optimal idarə olması üçün zəruri şərt 

               ( ) ( )( ) ( )( )θψθθψθθ οοο ,u,Hmax,u,H
Uu∈

=  

                           (hər bir [ )10 t,t∈θ  üçün), 
               ( ) ( )( ) ( )( )ξξξξξ οοο p,v,Mmaxp,v,M

Uu∈
=  

                           (hər bir [ )21 t,t∈ξ  üçün) 
münasibətlərinin ödənməsidir. 

Teoremi isbat edərkən [1] işində veilmiş sxemin təkmilləşdirilmiş va-
riantından istifadə edilir. 
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The uniform regularity properties of abstract convolution-elliptic equations are inves-

tigated. Note that, the regularity properties of Wentzell-Robin type boundary value problem 
(BVP) for elliptic equations were studied. Here find sufficient conditions that guarantee the 
coercitivity of this problem under consideration in weighted space off all 𝒑 −summable scalar-
valued functions with mixed norm. In application, the Wentzell-Robin type BVPs for integro-
differential equations are obtained. 

 
Key words: 𝒑 −summable scalar-valued functions, sectorial operators, convolution 

differential equations, operator-valued multipliers, spaces with mixed norm. 
 

1.Introduction 
 

Maximal regularity properties for differential operator equations, espe-
cially elliptic type have been studied extensively e.g in [1-4], [6], [9-11], [13-
16], [19-20] and the references therein. Convolution-differential equations 
(CDEs) have been treated e.g in [4], [8], [12]. The convolution-differential op-
erator equations (CDOEs) is relatively less investigated subject. In [10], [16], 
[19] regularity properties of CDOEs studied. The regularity properties of 
Wentzell-Robin type BVP for elliptic equations were studied e.g in [7], [8] and 
the references therein. 

In this paper the main aim to study the Wentzell-Robin type boundary 
value problem for integro-differential equations. We get the following 
Wentzell-Robin type problem for integro-differential equation 

� 𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢
|𝛼|≤𝑙

+ �𝑎(𝑥,𝑦)
𝜕2

𝜕𝑦
+ 𝑏(𝑥, 𝑦)

𝜕
𝜕𝑦

+ 𝜆� ∗ 𝑢 = 𝑓(𝑥,𝑦)                (1.1) 

𝑥 ∈ 𝑅𝑛,𝑦 ∈ (0,1), 𝐴𝑢(𝑗) = 0, 𝑗 = 0,1, 
for all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 
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where 𝐴(𝑥)𝑢 = 𝑎(𝑥,𝑦)𝑢′′ + 𝑏(𝑥,𝑦)𝑢′ is a differential operator and 
𝑎𝛼(𝑥),𝑎(𝑥,⋅), 𝑏(𝑥,⋅) are complex-valued functions on (0,1) for all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑙  is 
a natural number, 𝜆 is a complex parameter. 

In this paper we establish the separability properties of the problem 
(1.1). Moreover, we prove that the operator generated by problem (1.1) is sec-
torial in 𝐿2(0,1). 

This facts is derived by using the representation formula for solution of 
the problem 

� 𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢 + (𝐴 + 𝜆) ∗ 𝑢 = 𝑓(𝑥)
|𝛼|≤𝑙

                           (1.2) 

and operator valued multiplier in 𝐸 −valued weighted 𝐿𝑝,𝛾 spaces, where 
𝑎𝛼 = 𝑎𝛼(𝑥) are complex-valued functions, 𝛼 = (𝛼1,𝛼2, . . . ,𝛼𝑛),𝛼𝑘are inte-
gers, 𝜆  is a complex parameter, 𝐴 = 𝐴(𝑥) is a linear operator in a Banach 
space 𝐸. 
Here the convolutions 𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢R and 𝐴 ∗ 𝑢 are defined in the distribution sense 
(see e.g. [2]). 

2.Notation and definitions 
Let ℕ,ℝ and ℂ denote the sets of natural, real and complex numbers, 

respectively. 
𝑆𝜑 = {𝜆;  𝜆 ∈ ℂ, |𝑎𝑟𝑔𝜆| ≤ 𝜑} ∪ {0}, 0 ≤ 𝜑 < 𝜋. 

Let 𝐸1 and 𝐸2 be two Banach spaces and 𝐵(𝐸1,𝐸2) denote the space of 
bounded linear operators acting from 𝐸1to 𝐸2. For 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸 we denote 
𝐵(𝐸,𝐸) by 𝐵(𝐸). 

Let 𝐷(𝐴) and 𝑅(𝐴) denote the domain and range of the linear operator 
in 𝐸, respectively. Let 𝐾𝑒𝑟 𝐴 denote a null space of 𝐴.   
A closed linear operator 𝐴 is said to be sectorial in a Banach space 𝐸 with 
bound 𝑀 > 0 if 𝐾𝑒𝑟 𝐴 = {0},𝐷(𝐴) and 𝑅(𝐴) are dense on 𝐸 and 

‖(𝐴 + 𝜆𝐼)−1‖𝐵(𝐸) ≤ 𝑀|𝜆|−1, 
for all 𝜆 ∈ 𝑆𝜑, 𝜑 ∈ [0,𝜋), where 𝐼 is an identity operator in 𝐸. Sometimes 
𝐴 + 𝜆𝐼 will be written as 𝐴 + 𝜆 and denoted by 𝐴𝜆. It is known [17,§1.15.1] the 
fractional powers of the operator 𝐴 are well defined. 

Let 𝛾 = 𝛾(𝑥),𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) be a positive measurable weighted 
function on a measurable subset 𝛺 ⊂ 𝑅𝑛. Let 𝐿𝑝,𝛾(𝛺;𝐸) denote the space of 
strongly 𝐸 −valued functions that are defined on 𝛺 with the norm 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾 = ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾(𝛺;𝐸) = �� ‖𝑓(𝑥)‖𝐸
𝑝

𝛺

𝛾(𝑥)𝑑𝑥�

1/𝑝

, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 

‖𝑓‖𝐿∞,𝑝,𝛾(𝛺;𝐸) = 𝑒𝑠𝑠sup
𝑥∈𝛺

[𝛾(𝑥) ‖𝑓(𝑥)‖𝐸]. 

For 𝛾(𝑥) ≡ 1, the space 𝐿𝑝,𝛾(𝛺,𝐸) will be denoted by 𝐿𝑝 = 𝐿𝑝(𝛺;𝐸). 
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The weight 𝛾(𝑥) satisfy an 𝐴𝑝 condition; i.e., 𝛾(𝑥) ∈ 𝐴𝑝,𝑝 ∈ (1,∞) if 
there is a positive constant 𝐶 such that 

sup
𝑄
�

1
|𝑄|

� 𝛾(𝑥)𝑑𝑥
𝑄

��
1

|𝑄|
� 𝛾−

1
𝑝−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑄

� ≤ 𝐶 

for all cubes 𝑄 ⊂ 𝑅𝑛. It is known that the weighted function 𝛾 = |𝑥|𝛼,−1 <
𝛼 < 𝑝 − 1, belong to 𝐴𝑝 class.  

Let 𝐸�𝐴𝜃� denote the space 𝐷�𝐴𝜃� with the graph norm 

‖𝑢‖𝐸�𝐴𝜃� = �‖𝑢‖𝐸
𝑝 + ‖𝐴𝜃𝑢‖𝐸

𝑝�
1
𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, −∞ < 𝜃 < ∞. 

𝑆 = 𝑆(𝑅𝑛;𝐸)denotes Schwartz class. 𝑆(𝑅𝑛;ℂ)will be denoted by 𝑆. 
Let 𝑆′(𝑅𝑛;𝐸) denote the space of all continuous linear operators, 

𝐿: 𝑆 → 𝐸, equipped with the bounded convergence topology. Recall 𝑆(𝑅𝑛;𝐸) is 
norm dense in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸) when 1 < 𝑝 < ∞, 𝛾 ∈ 𝐴𝑝. 

Let  𝛺 be a domain in 𝑅𝑛. 𝐶(𝛺,𝐸) and 𝐶𝑚(𝛺;𝐸) will denote the spaces 
of 𝐸 −valued bounded uniformly strongly continuous and 𝑚−times continu-
ously differentiable functions on 𝛺, respectively. 
An 𝐸 −valued generalized function 𝐷𝛼𝑓 is called a generalized derivative in 
the sense of Schwartz distributions of the function 𝑓 ∈ 𝑆(𝑅𝑛,𝐸) if the equality 

< 𝐷𝛼𝑓,𝜑 >= (−1)|𝛼| < 𝑓,𝐷𝛼𝜑 > 
holds for all 𝜑 ∈ 𝑆, where α=(𝛼1,𝛼2, . . . ,𝛼𝑛),  𝛼𝑖 are integers. Let 𝐹 denote the 
Fourier transform. Throughout this section the Fourier transformation of a 
function 𝑓  will be denoted by 𝑓, 𝐹𝑓 = 𝑓 and 𝐹−1𝑓 = 𝑓. It is known that 

𝐹(𝐷𝑥𝛼𝑓) = (𝑖𝜉1)𝛼1 … (𝑖𝜉𝑛)𝛼𝑛𝑓,     𝐷𝜉
𝛼(𝐹(𝑓))

= 𝐹[(−𝑖𝑥1)𝛼1 … (𝑖𝑥𝑛)𝛼𝑛𝑓] 
for all 𝑓 ∈ 𝑆′(𝑅𝑛;𝐸). 

Suppose 𝐸1 and 𝐸2 are two  Banach spaces. 𝐴 function 𝛹 ∈
𝐿∞�𝑅𝑛;𝐵(𝐸1,𝐸2)� is called a multiplier from 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸1) to 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸2) for 
𝑝 ∈ (1,∞) if the map 𝑢 → 𝑇𝑢 = 𝐹−1𝛹(𝜉)𝐹𝑢, 𝑢 ∈ 𝑆(𝑅𝑛;𝐸1) are well defined 
and extends to a bounded linear operator 

𝑇: 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸1) → 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸2). 
A Banach space 𝐸 is called a UMD space (see [13], [19]) if the Hilbert 

operator 

(𝐻𝑓)(𝑥) = lim
𝜀→0

�
𝑓(𝑦)
𝑥 − 𝑦

𝑑𝑦
|𝑥−𝑦|>𝜀

 

is bounded in 𝐿𝑝(ℝ;𝐸),𝑝 ∈ (1,∞) (see e.g. [6],[19]). UMD spaces include e.g. 
𝐿𝑝,𝑙𝑝spaces and Lorentz spaces 𝐿𝑝𝑞 ,𝑝, 𝑞 ∈ (1,∞). 
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A set 𝐾 ⊂ 𝐵(𝐸1,𝐸2) is called 𝑅 −bounded (see [6], [18], [19]) if there 
is a constant 𝐶 > 0 such that for all 𝑇1,𝑇2, . . . ,𝑇𝑚 ∈ 𝐾 and 𝑢1, 𝑢2, . . . ,𝑢𝑚 ∈
𝐸1,𝑚 ∈ ℕ 

���𝑟𝑗(𝑦)𝑇𝑗𝑢𝑗

𝑚

𝑗=1

�

𝐸2

𝑑𝑦 ≤ 𝐶���𝑟𝑗(𝑦)𝑢𝑗

𝑚

𝑗=1

�

𝐸1

𝑑𝑦
1

0

,
1

0

 

Where {𝑟𝑗} is a sequence of independent symmetric {−1; 1} −valued random 
variables on [0,1]. The smallest 𝐶 for which the above estimate holds is called 
the 𝑅 −bound of 𝐾 and denoted by 𝑅(𝐾). 

A Banach space 𝐸 is said to be a space satisfying the weighted multi-
plier condition if for any 𝛹 ∈ 𝐶(𝑛)(𝑅𝑛\{0};𝐵(𝐸)) the 𝑅 −boundedness of the 
set 

|𝜉|𝛽𝐷𝜉
𝛽𝛹(𝜉): 𝜉 ∈ 𝑅𝑛\{0}, 𝛽 = (𝛽1,𝛽2, . . . ,𝛽𝑚),𝛽𝑘 ∈ {0,1}   

implies that 𝛹 is a Fourier multiplier in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸). 
Note that, if 𝐸 is UMD space then by virtue of [6], [10], [19] it satisfies 

the multiplier condition. 
A sectorial operator 𝐴(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 is said to be a uniformly 𝑅 −sectorial 

in a Banach space 𝐸 if there exists a 𝜑 = 𝜑𝐴 ∈ [0,𝜋) such that the set �𝜉(𝐴 +
𝜉)−1: 𝜉 ∈ 𝑆𝜑� is uniformly 𝑅 −bounded, i.e. 

sup
𝑥∈𝑅𝑛

𝑅��[𝐴(𝑥)(𝐴(𝑥) + 𝜉𝐼)−1]: 𝜉 ∈ 𝑆𝜑�� ≤ 𝑀. 

 Note that, in Hilbert spaces every norm bounded set is 𝑅 −bounded. 
Therefore, in Hilbert spaces all sectorial operators are 𝑅 −sectorial. 

Let 𝐸0 and 𝐸 be two Banach spaces, where 𝐸0 is continuously and 
densely embeds into 𝐸. Let l be a integer number. 𝑊𝑝,𝛾

𝑙 (𝑅𝑛;𝐸0,𝐸)denotes the 
space of all functions from 𝑆′(𝑅𝑛;𝐸0) such that 𝑢 ∈ 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸0) and the gen-

eralized derivatives 𝐷𝑘𝑙 𝑢 = 𝜕𝑙𝑢
𝜕𝑥𝑘

𝑙 ∈ 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸) with the norm 

‖𝑢‖𝑊𝑝,𝛾
𝑙 (𝑅𝑛;𝐸0,𝐸) = ‖𝑢‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸0) + ��𝐷𝑘𝑙𝑢�𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸) < ∞

𝑛

𝑘=1

. 

It is clear to see that 
𝑊𝑝,𝛾

𝑙 (𝑅𝑛;𝐸0,𝐸) = 𝑊𝑝,𝛾
𝑙 (𝑅𝑛;𝐸) ∩ 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸0). 

The elliptic CDOE (1.2) is said to be uniform separable in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸) 
if the equation (1.2) has a unique solution 𝑢 for 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸) and the fol-
lowing coercive uniform estimate holds 

�‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸)
|𝛼|≤𝑙

+ ‖𝐴 ∗ 𝑢‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸) ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸), 

where the positive constant 𝐶 is independent of 𝑓. 
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3.Wentzell-Robin type BVP for elliptic integro-differential equation 

First we consider the followinng convolution differential operator equa-
tion 

� 𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢 + (𝐴 + 𝜆) ∗ 𝑢 = 𝑓(𝑥),
|𝛼|≤𝑙

                           (3.1) 

in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸), where 𝑎𝛼 = 𝑎𝛼(𝑥) are complex-valued functions, 
(𝛼1,𝛼2, . . . ,𝛼𝑛),𝛼𝑘 are integers, 𝜆  is a complex parameter, 𝐴 = 𝐴(𝑥) is a line-
ar operator in a Banach space 𝐸. 

Condition 3.1. Suppose the following are satisfied: 

1)    𝐿(𝜉) ≥ 𝑐�|𝑎�𝑘|
𝑛

𝑘=1

|𝜉𝑘|𝑙, 𝐿(𝜉) = � 𝑎𝛼(𝜉)(𝑖𝜉)𝛼 ∈ 𝑆𝜑1 ,
|𝛼|≤𝑙

𝜑1 ∈ [0,𝜋), 𝜉 ∈ 𝑅𝑛 

2) For0 ≤ |𝛽| ≤ 𝑛, 𝑎�𝛼 ∈ 𝐶(𝑛)(𝑅𝑛), |𝜉||𝛽|�𝐷𝛽𝑎�𝛼(𝜉)� ≤ 𝐶1, 
�𝐷𝛽𝐴̂(𝜉)�𝐴̂−1(𝜉0) ∈ 𝐶�𝑅𝑛;𝐵(𝐸)�, |𝜉||𝛽|��𝐷𝛽𝐴̂(𝜉)�𝐴̂−1(𝜉0)�

𝐵(𝐸)
≤ 𝐶2,   𝛽𝑘 ∈ {0,1},  

𝜉, 𝜉0 ∈ 𝑅𝑛\{0}.    
 Let 𝑋 = 𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸). In a similar way as in [16] we obtain: 

Lemma 3.1.  Suppose Condition 3.1 holds. Let 𝐴̂ be a uniformly 
𝑅 −sectorial in 𝐸 with 𝜑 ∈ [0,𝜋), 𝜆 ∈ 𝑆𝜑2 , 0 ≤ 𝜑 + 𝜑1 + 𝜑2 < 𝜋. 𝐸 is a 
Banach space satisfying the weighted multiplier condition. Then, problem (3.1) 
has a unique solution u and the coercive uniform estimate holds 

� |λ|1−
|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢‖𝑋 + +‖𝐴 ∗ 𝑢‖𝑋 + |λ|‖𝑢‖𝑋 ≤ 𝑐‖𝑓‖𝑋 ,           (3.2)

|𝛼|≤𝑙

 

for all 𝑓 ∈ 𝑋 and 𝜆 ∈ 𝑆𝜑. 
Proof. It is easy to see that the solution of the equation (3.1) can be rep-

resented in the form 
𝑢(𝑥) = 𝐹−1�𝐴̂(𝜉) + 𝜆 + 𝐿(𝜉)�

−1
𝑓. 

For a coercive estimate of equation (3.1) it is sufficient to show the uni-
form boundedness of the operator-valued functions arisig in the solution of 
convolution differential-operator equation (3.1.). By virtue of [13, Lemma 2.1] 
the corresponding operator-valued functions are multipliers in 𝑋.Moreover by 
using the [13, Theorem 2.1] we have  

|𝜆|‖𝑢‖𝑋 ≤ 𝐶1‖𝑓‖𝑋,
‖𝐴 ∗ 𝑢‖𝑋 ≤ 𝐶2‖𝑓‖𝑋 , � |λ|1−

|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢‖𝑋

|𝛼|≤𝑙

 ≤ 𝐶3‖𝑓‖𝑋 

for al 𝑓 ∈ 𝑋. So, we obtain that for all 𝑓 ∈ 𝑋 the estimate (3.2) holds. 
Let us choose in (1.2), 𝐸 = 𝐿2(0,1) and 𝐴 to be differential operator 

with generalized Wentzell-Robin boundary condition defined by 
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𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝑊2
2(0,1),𝐴𝑢(𝑗) = 0, 𝑗 = 0,1}, 

    𝐴(𝑥)𝑢 = 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢(2) + 𝑏(𝑥,𝑦)𝑢(1)for all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,𝑦 ∈ 0,1) , 
where 𝑎(𝑥,⋅) and 𝑏(𝑥,⋅) are complex-valued functions on (0,1) for all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. 
Then, from (1.2) we get the following Wentzell-Robin type problem for the 
integro--differential equation 

� 𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢
|𝛼|≤𝑙

+ �𝑎(𝑥,𝑦)
𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑏(𝑥,𝑦)

𝜕
𝜕𝑦

+ 𝜆� ∗ 𝑢 = 𝑓(𝑥,𝑦),         (3.3) 

�𝑎(𝑥, 𝑗)
𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑏(𝑥, 𝑗)

𝜕
𝜕𝑦
�𝑢(𝑥, 𝑗) = 0,   

𝑦 ∈ (0,1), 𝑗 = 0,1, 𝑥 ∈ 𝑅ⁿ,                      (3.4) 
where 𝑎𝛼, 𝜆 are as in the above and 

𝐴 ∗ 𝑢 = (𝐴 ∗ 𝑢)(𝑥,𝑦). 
Note that, the regularity properties of Wentzell-Robin type BVP for el-

liptic equations were studied e.g. in [7], [8] and the references therein. 
In this section we will consider the Wentzell-Robin type BVP (3.3)-

(3.4) 
Let 𝛺� = 𝑅ⁿ × (0,1),𝒑 = (2,𝑝) and 𝛾(𝑥) = |𝑥|𝛼. 𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) will denote 

the space of all 𝒑 −summable weighted scalar-valued functions with mixed 
norm (see e.g [5, §4]) i.e., the space of all measurable functions 𝑓 defined on 
𝛺� , for which 

‖𝑓‖𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) = �� ��|𝑓(𝑥, 𝑦)|2𝑑𝑦
1

0

�

𝑝
2

𝛾(𝑥)𝑑𝑥)
𝑅ⁿ

�

1
𝑝

< ∞. 

Analogously, 𝑊𝒑,𝛾
2 (𝛺�) denotes the weighted Sobolev space with corre-

sponding mixed norm, i.e., 𝑊𝒑,𝛾
2 (𝛺�) denotes the space of all functions 𝑢 ∈

𝐿𝒑,𝛾(𝛺�)possessing the derivatives 𝐷𝑥𝛼(𝛺�)𝑢 ∈ 𝐿𝒑,𝛾(𝛺�)with respect to 𝑥 for 

|𝛼| ≤ 2 and derivative 𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2
∈ 𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) with respect to y with the norm 

‖𝑢‖𝑊𝒑,𝛾
2 (𝛺�) = ‖𝑢‖𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) + �‖𝐷𝑥𝛼𝑢‖𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) + �

𝜕2𝑢
𝜕𝑦2

�
𝐿𝒑,𝛾(𝛺�)

.
|𝛼|=2

 

Now we are ready to present our main result. We find sufficient conditions that 
guarantee the seprability of the problem (3.3)-(3-4). Finally, we present the fol-
lowing result: 
Theorem 3.1. Assume the following conditions are satisfied: 
    (1) 𝑎(𝑥, . ) ∈ 𝑊∞

1(0,1),𝑎(𝑥, . ) ≥ 𝛿 > 0, 𝑏(𝑥, . ) ∈ 𝐿∞(0,1) for all 𝑥 ∈ 𝑅ⁿ; 
    (2) 𝑎𝛼,𝑎�(. ,𝑦),𝑏�(. ,𝑦) ∈ 𝐶⁽ⁿ⁾(𝑅ⁿ)and there are positive constants 𝐶𝑖 , 𝑖 =
1,2, 3 so that 
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|𝜉||𝛽|�𝐷𝛽𝑎�𝛼(𝜉)� ≤ 𝐶1, |𝜉||𝛽|�𝐷𝛽𝑎�(𝜉,𝑦)� ≤ 𝐶2|𝑎�(𝜉, 𝑦)|, |𝜉||𝛽|�𝐷𝛽𝑏�(𝜉,𝑦)�
≤ 𝐶3�𝑏�(𝜉,𝑦)�, 
𝜉 ∈ 𝑅ⁿ\{0},𝛽𝑘} ∈ {0,1}, 0 ≤ |𝛽| ≤ 𝑛, 

for all 𝑦 ∈ (0,1); 
(3) there exist positive constants  𝑀1 and 𝑀2 such that 

𝐶2�|𝑎�𝑘||𝜉𝑘|𝑙
𝑛

𝑘=1

≤ |𝐿(𝜉)| ≤ 𝐶3�|𝑎�𝑘||𝜉𝑘|𝑙
𝑛

𝑘=1

, 𝜉 ∈ 𝑅ⁿ 

Then for  𝑓 ∈ 𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) and 𝜆 ∈ 𝑆𝜑 problem (3.3)-(3.4) has a unique so-
lution 𝑢 ∈ 𝑊𝑝,𝛾

2 (𝛺�)and the following coercive uniform estimate holds 

� |λ|1−
|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷𝛼𝑢‖𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) + |𝜆|‖𝑢‖𝐿𝒑,𝛾(𝛺�)

|𝛼|≤𝑙

+ ��𝑎
𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑏

𝜕
𝜕𝑦
� ∗ 𝑢�

𝐿𝒑,𝛾(𝛺�)

≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿𝒑,𝛾(𝛺�) 
Proof. Let 𝐸 = 𝐿2(0,1). Consider the 𝐴 = 𝐴(𝑥) to be differential oper-

ator with generalized Wentzell- Robin boundary condition defined by 
𝐷(𝐴)  =  {𝑢 ∈ 𝑊2

2 (0, 1);𝐴𝑢(𝑗) = 0}, 𝑗 = 0,1, 

 𝐴(𝑥)𝑢  =  𝑎(𝑥,𝑦)
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2

+ 𝑏(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑢
𝜕𝑦

,𝑦 ∈ (0,1), 𝑥 ∈ 𝑅ⁿ. 

It is known [19] that 𝐿2(0,1) is an UMD space. Therefore, the problem 
(3.3)-(3.4) can be rewritten in the form of (1.2), where 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥, . ), 
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥, . ) are functions with values in 𝐸 = 𝐿2(0,1). By virtue of [7], [8]   
the operator A generates analytic semigroup in 𝐿2(0,1). Then in view of Hille-
Yosida theorem (see e.g. [17, § 1.13]) this operator is sectorial in 𝐿2(0,1). 
Since all uniform bounded set in Hilbert space is an R-bounded (see [7] ), we 
get that the operator 𝐴 is 𝑅 −sectorial in 𝐿2(0,1)Then from Lemma 3.1 we ob-
tain the assertion. 

Remark 3.1.There are a lot of sectorial operators in concrete Banach 
spaces. Therefore, putting in (1.2) concrete Banach spaces instead of 𝐸 and 
concrete sectorial differential, pseudo differential operators, or finite, infinite 
matrices, etc., instead of 𝐴, by virtue of Lemma 3.1 we can obtain the maximal 
regularity properties of different class of convolution equations. 
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ELLİPTİK KONVOLUTİON DİFERENSİAL TƏNLİKLƏR ÜÇÜN 
VENTZEL-ROBİN TİPLİ SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

 
H.K.MUSAYEV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə abstract elliptic konvolution tənliklər üçün müntəzəm requlyarlıq xassələri 

araşdırılır. Belə ki, elliptik tənliklər üçün Ventzel-Robin tipli sərhəd məsələsinin requlyarlığı 
öyrənilir. Qarışıq normal çəkili fəzalarda baxılan sərhəd məsələsinin koersitivliyini təmin edən 
kafilik şərtləri tapılır. Tətbiq zamanı inteqro-diferensial tənliklər üçün Ventzel-Robin tipli 
sərhəd məsələsi həll olunur. 

 
Açar sözlər: p-cəmlənən skalyar dəyişənli funksiyalar, sektorial operatorlar, konvolu-

tion diferensial tənliklər, operator dəyişənli multiplikatorlar, qarışıq normalı fəzalar.  
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ТИПА ВЕНТЦЕЛ-РОБИНА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
СВЕРТОЧНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Г.К.МУСАЕВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Исследуются однородные свойства регулярности абстрактных сверточно-

эллиптических уравнений. Отметим, что изучались свойства регулярности краевой зада-
чи типа Вентцел-Робина для эллиптических уравнений. Найдутся достаточные условия, 
гарантирующие коэрцитивность рассматриваемой задачи в весовом пространстве р-
суммируемых скалярно-значных функции со смешанной нормой. При применении изу-
чены решение граничных задач типа Вентцел-Робина для интегро-дифференциальных 
уравнений. 
 

Ключевые слова: p-cуммируемых скалярно-значных функции, секториал опера-
торов, сверточно дифференциальных уравнений, операторно-значных мультипликато-
ров, пространство со смешанной нормой. 
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Рассматривается вопрос аналитического описания  полной реакции одного клас-
са двоичных многомерных D3 - модулярных динамических систем в виде двухзначного  
аналога полинома Вольтерры. 

 
Ключевые слова: многомерные D3 - модулярные  динамические системы, по-

линомы Волтерры. 
 
Модулярные динамические системы (МДС) (или конечные после-

довательностные машины) [1—5] относятся к классу дискретных динами-
ческих систем, в которых входные, выходные последовательности и по-
следовательности состояния принимают значения из конечного поля или 
кольца. МДС широко применяются в вычислительной технике, системах 
диагностики, кодировании и декодировании дискретных сообщений, 
криптографии, моделирование и управлении непрерывных и дискретных 
объектов и т.д. [1—4, 6—11].  

МДС делятся на однопараметрические и многопараметрические 
классы.  Многопараметрические МДС (или −nD МДС) в отличие от  од-
нопараметрических МДС, эволюционируют не только в дискретном вре-
мени, но и в дискретном пространстве. Таким образом, −nD МДС имеет 
возможность более широкого применения, чем однопараметрическая 
МДС. В работах [9,10] исследовано  применение двоичных нелинейных 

−D2 МДС, заданных в виде двухзначных аналогов полинома Вольтерры, 
при моделировании некоторых объектов с распределенными параметра-
ми.  

В работах [3-5,10,12] рассмотрены вопросы аналитического пред-
ставления некоторых классов двоичных −D2  и −D3 МДС в виде двух-
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значных аналогов полинома Вольтерры, а также рассмотрены решения 
задачи квадратичной оптимизации для некоторых классов таких систем, 
заданных в виде двухзначных аналогов полинома Вольтерры. В работе 
[12] рассмотренные −D3 МДС имеют скалярные входные и выходные 
последовательности. А −D3 МДС с векторными, т.е. многомерными 
входными и выходными последовательностями к настоящими времени не 
исследованы. Поэтому несомненный интерес представляет исследование 
различных классов таких −D3 МДС. В данной работе рассматривается 
вопрос аналитического описания одного класса многомерных D3 –МДС 
(короче D3 –ММДС) , заданных входно-выходными соотношениями. 

Постановка задачи. Рассмотрим D3 –ММДС с фиксированной па-
мятью 0n  и  ограниченной связью 21 PPP ×= , полная реакция которой 
характеризуется следующим функциональным соотношением:  

                        ).2(},,],[{],[ 0 GFPpnnnpcuGcny ∈≤≤−+= ττ   (1) 

Здесь 0Zn∈ ;  ,  ),,( 21 Zcccc i ∈= 2,1 =i ; 2121 ),( PPPppp ×=∈= , ZPi ⊂ , 

2,1 =i ; где Z  и 0Z  есть множество целых и неотрицательно целых чисел 
соответственно; )2(],[ kGFcny ∈  и )2(],[ rGFcnu ∈  есть выходная и вход-
ная последовательности D3 –ММДС; )( T

kGGGG {...},...,{...}{...},{...} 21= .  
Пусть 

...}1,0,1{...,)(),(...)1()},(),...,1({ −∈<<= jprpprppP iiiiiiii , ,,1 irj =    

2,1=i  
и  кроме того,  )1(ip  и )( ii rp  конечные целые числа )2,1( =i .  Тогда  со-
отношение (1) можно записать в следующем виде 

    
. ,...,1                                                       

),2( },,...,1 ,,,],,[{
],,[                                                        

221102211

21

k
GFrjPPnnnccuG

ccny

j

=

=∈∈≤≤−++=
=

ν
ρρτρρτν

ν

  (2)              

Задача аналитического описания  полной реакции D3 - НМДС (1) 
или (2) состоит в описании оператора {...}G  в виде двухзначного  аналога 
полинома Вольтерры. 

Полиномиальное соотношение для описания полной реакции 
3D-МMДC. Для каждого },...,1{ k∈ν  отображение {...}νG  можно предста-
вить в виде модулярной функций νf  от  аргументов из множества    

}. ,},,...,1{,],,[{ 221102211 PPrnnnccuU ∈∈∈≤≤−++= ρρσρρσ   
Функции νf , },...,1{ k∈ν  можно представить в виде полинома над 

полем )2(GF  с помощью произведения элементов U  в разных комбина-
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циях, в которых  количество множителей (нелинейности) может быть от 0  
до  210 )1( rrrn + .  

Пусть })1(,...,0{ 210 rrrni +∈ . Рассмотрим те произведения элементов из  
множества U  в разных комбинациях, степень нелинейности которых рав-
на i . Пусть в произвольно выбранном произведении для каждого },...,1{ r∈  
из множества }1 ,1 ,0)](),(,[{ 2102211 rrnpcpcnuU ≤≤≤≤≤≤++−= βαξβαξ   

участвуют множители  количеством 
η , где ir =++ ηη ...1 . Ясно, что  для 

некоторых },...,1{ r∈  может быть 0=η . Ведем обозначение: ),...,( 1 rηηη = . 
Пусть                                                         

},1},)1(,...,1,0{ ,...),...,({)( 21011 rrrnii rr =+∈=++==Λ αηηηηηη α ,    (3)                                                     

}   вектора   компонент  есть     ;0   и  },...,1{ {)(0 ηηηη  ≠∈= rjQ ,  (4) 

  

}, ,1,,1                                         

 },1,...,0{ ,  ),...,({)(

21

0,,
1 1

,,,,1,1,

1 2

21

rr

nmmmmm
r r

rr

==

+∈===Φ ∑∑
= =

βα

ηη βα
α β

βα      (5)  

                  
. },1,,1                                        

,0и компонентаесть ),{(),(

21

,,,,

rr

mmmmQ

==

≠=

βα

βαη βαβα  (6) 

С этими обозначениями, рассмотренное произведение можно записать в 
виде: 

]∏ ∏ ∏
∈ ∈ =

++−
)(

2211
),(),( 10

,,

)(),( ),,,([   
η ηβα σ

βασβατ
βα

Q mQ

m

pcpcnu








.   (7) 

Введем следующие множества                                               
  ∏

∈

Φ=Φ
)(0

)(    )(
η

ηη
Q

 ,  ∏
∈

=
)(0

),(    ),(
η

ηη
Q

mQmQ


 ,   ),...,( 1 rmmm = , (8) 

  
}.),,(...                                 

...)1,,(0)),,(),...,1,,(({)(

0,,

,,,,,,,,

nm
mm

≤<

<≤==Γ

βα

βαβαβαβα

βατ
βατβατβαττ



       (9) 

Для всех ),(),(  mQ ηβα ∈  образуем из векторов βατ ,,  блочный 

вектор τ . Множество всех блочных векторов (наборов) τ  обозначим че-
рез ),(  mηΓ : 

                                 .)(       ),(
),(),(

,,,,∏
∈

Γ=Γ



mQ

mm
ηβα

βαβαη  

Пусть  
                                               ∏

∈

Γ=Γ
)(0

),(  ),(
η

ηη
Q

mm


 .                   (10)                        
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Элементы множества ),( mηΓ  обозначим через τ .  Ясно, что  каждому 
),( miΓ∈τ  соответствует произведение вида (6). Используя (3)-(10) мо-

жем записать: 

            ×= ∑ ∑ ∑∑
+

= Λ∈ Γ∈Φ∈

210 )1(

0 )(
,,,

),()(
21 ][      ],,[               

rrrn

i i
mi

mm
Kccny

η
ην

ητη
ν τ    

         

 . ,1 ),2(                                         

)],(),( ),,,([      221
)(

1
),(),( 10

,,

kGF

pcpcnu
Q mQ

m

=

++−× ∏ ∏ ∏
∈ ∈ =

ν

βασβατ
η ηβα σ

βα










  (11) 

Пусть )}1(,...,1{ 021 +∈ nrrri , )(iΛ∈η , )(0 ηQ∈ , )(  ηΦ∈m  и 

),()( ,, βα mmA =  21 ,1,,1 rr == βα . Удаляя нулевые столбцы и строки 
матрицы )(  mA , построим матрицу )(  mB . Ясно, что размерность мат-
рицы )( mB  не превышает размерности матрицы )( mA . Для всех эле-
ментов множества )(  ηΦ  вышеуказанным путем построим соответст-
вующую матрицу )( mB . Из элементов множества )(  ηΦ  построим спе-
циальные подмножества следующим образом: 1) любой элемент из мно-
жества )(  ηΦ  входит только и только в одно специальное подмножест-
во; 2) если для элементов 

m ′  и 
m ′′  из  множества )(  ηΦ , соответст-

вующие матрицы )( mB ′  и )( mB ′′  совпадают, тогда оба элемента входят в 
одно и то же специальное подмножество.  

Обозначим через )( ηλ  количество специальных подмножеств мно-
жества )(  ηΦ . 

i -е специальное подмножество обозначим через ),(  iηΦ′ .  
Рассмотрим какое-либо подмножество ),(  iηΦ′  множества )(  ηΦ . 

Пусть этому подмножеству соответствует матрица B  размерностью 
)()( 21  γγ × :  

                                    ),( ,βαmB ′=  )(,1 ,)(,1 21  γβγα == .  
Тогда элементы множества ),(  iηΦ′  можно представить в следующем 
виде 
                                     )(,1,)(,1, 21,)(),(  γβγαβατ βα

==′= mm j ,                                

                                 },...,,{},...,,{),(,0
21 2121,  µµµγσγσ ×∉= jjjm . 

Каждой паре ))(),((  µj  соответствует элемент из множества 
),(  iηΦ′ . Здесь ))(),...,(()( )(1 1

 γjjj =  и ))(),...,(()( )(1 2
 γτττ =  явля-

ются наборами соответственно в   ))(( 11,  γL   и  ))(( 22,  γL ,  где 
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  },)(...)(1))(),...,(()({))(( 1)(1)(111, 11
rjjjjjL ≤<<≤==   γγγ    

           }.)(...)(1))(),...,(()({))(( 2)(1)(122, 22
rL ≤<<≤==   γγ µµµµµγ  (12) 

Введем следующее обозначение 





=== ∑ ∑
= =
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βαγγγ mmmmmmF                                  
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1 2



 

 η
γ

α

γ

β
βα =∑ ∑

= =

m ;)(,1,)(,1},1,...,0{ 210,,  γβγαβα ==+∈ nm  

                )0)})((,...,1{)})((,...,1{( ,,21 ≠∈∃∈∀ βαγβγα  m  и  

)0)})((,...,1{)})((,...,1{( ,,12 ≠∈∃∈∀ βαγαγβ  m ;  }2,1},,...,1{)( =∈ σγ σσ r , (13) 

                     ),{()),(),(,( 21 βαγγη =′
  mQ βα ,,m есть компонента 

m  и             

                                              })(,1,)(,1 ,0 21,,  γβγαβα ==≠m , 

  ∏
∈

=
)(0

)(   )(
η

ηη
Q

FF


 ,  ∏
∈

=
)(

11,1
0

))((   
η

γ
Q

LL


  ,  ∏
∈

=
)(

22,2
0

))((   
η

γ
Q

LL


  , (14) 

))(),...,1((   )),(),...,1(( 222111 rr γγγγγγ == , ))(),...,1(( rjjj = , 
))(),...,1(( rµµµ = , ),...,( 1 rmmm = . 

Ясно, что элементы множество )(ηF суть набор в виде ),,( 21 mγγ  и  
))),(),((),..,),(),(((),,( 21121121 1 R

mmm RR   γγγγγγ = , где ,)(0 ηQR =  а 

R ,...,1  суть номера ненулевых компонентов )(iΛ∈η . 
Каждому )()),(),(( 21  ηγγ Fm ∈  соответствует одно специаль-

ное подмножество множества )(  ηΦ . Поэтому )()(  ηηλ F=  и 

.)(   )(
)(0

∏
∈

=
η

ηλη
Q

F


  

Множество всех блочных векторов (наборов)  
τ   обозначим через 

)),(),(( 21   mγγΓ , где )( ,,,,,,, βαβαβατ  mΓ∈ , )),(),(,(),( 21   mQ γγηβα ′∈ , 

,)(,1 1 γα =   )(,1 2 γβ = ,   Пусть 
                                    ∏

∈

Γ=Γ
)(

2121
0

)),(),((    ),,(
η

γγγγ
Q

mm


          (15) 

и элементы множества ),,( 21 mγγΓ  обозначим через τ .   
Теорема. Пусть имеют место соотношения (3)-(10) и (12)-(15).  То-

гда полная реакция D3 - МНМДС с фиксированной памятью 0n  и огра-
ниченной связью 21 PPP ×= , характеризующаяся соотношением (2), мо-
жет быть описаны  в виде следующего двузначного аналога полинома 
Вольтерры: 
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 .,1    ),2(                                                 kGF =ν                                 (16) 
Через 

 im )),(),(( 21 γγ обозначим i  - ого элемент множества 
)(  ηF .  Пусть .})(,0;)()},(,...,1{),...,({)( 1 ηηηλη QiQiiii r ∉=∈∈==Ψ    

Каждому )(),,( 21 ηγγ Fm ∈  взаимно-однозначно соответствует набор 
).(ηΨ∈i  Поэтому используя элементы  множества )(ηΨ ,  можем пере-

писать (16) в виде  
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 ,,1    ),2(                                                 kGF =ν                                   (17) 
где в правой части равенства (17) начиная с четвертей суммы используе-
мые 21   , γγ  и m  считаются компонентами элемента  )(),,( 21 ηγγ Fm ∈ , 
соответствующими набору ).(ηΨ∈i  

Заключение. Двухзначные аналоги полинома Вольтерры в виде 
(8),(11), (16),(17) являются общим функциональным соотношением  для 
некоторых классов D3 –ММДС с фиксированной памятью 0n  и ограни-
ченной связью 21 PPP ×= , и  может быть использованы при постановке и 
решении для них различных математических и прикладных задач и т.д.  
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ÇOXÖLÇÜLÜ ÜÇPARAMETRLİ MODULYAR DİNAMİK SİSTEMLƏRİN  

BİR SİNİFİNİN TAM REAKSİYASININ ANALİTİK TƏSVİRİ 
 

F.G.FEYZİYEV, M.R.MEHDİYEVA 
 

XÜLASƏ 
 

İkilik çoxölçülü D3 -modulyar dinamik sistemlərin bir sinifinin tam reaksiyasının 
Volterra polinomlarnın iki qiymətli analoqu  şəklində analtik təsviri məsələsinə baxılır. 

 
Açar sözlər: çoxölçülü D3 -modulyar dinamik sistemləri, Volterra polinomları. 

 
THE ANALYTICAL DESCRIPTION OF FULL REACTION OF ONE CLASS  

OF  MULTIDIMENSIONAL THREE - PARAMETER MODULAR  
DYNAMIC SYSTEMS 

 
F.G.FEYZIYEV,  M.R.MEHTIYEVA 

 
SUMMARY 

 
The question of an analytical description of a full reaction of one class of  binary multi-

dimensional 3D modular dynamic systems as  analogues of binary Volterra’s polynomial is 
considered. 
 

Key words: Multidimensional 3D - parameter modular dynamic systems, Volterra’s 
polynomial. 
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УДК 517.928 
 
DÖRDÜNCÜ TƏRTİB KOMPLEKS PARAMETRDƏN ASILI TƏNLİK 

ÜÇÜN BİR SƏRHƏD MƏSƏLƏSİNİN XARAKTERİSTİK 
DETERMİNANTININ SIFIRLARININ ASİMPTOTİKASI HAQQINDA 

 
S.Z.ƏHMƏDOV 

 Bakı Dövlət Universiteti 
salehmedov0@gmail.com 

 
İşdə dördüncü tərtib parametrdən asılı tənlik üçün bir məsələnin xarakteristik 

determinantının sıfırlarının asimptotikası tapılmışdır. Sıfırların daha dəqiq asimptotik 
göstərilişi qurulmuşdur. 

 
Açar sözlər: fundamental həll, asimptotika, analitik funksiya, Vronski determinantı, 

asimptotik düstur. 
 

   İşdə aşağıdakı məsələyə baxılır. 
        𝑖𝑦𝐼𝑉 + 𝑞(𝑥)𝑦′′ − 𝜆4𝑦 = 0 , 0 < 𝑥 < 1                                           (1) 
        𝐿1(𝑦) ≡ 𝑦(0) = 0 
       𝐿2(𝑦) ≡ 𝑦 ‘(0) = 0 
       𝐿3(𝑦) ≡ 𝑦(1) = 0 
       𝐿4(𝑦) ≡ 𝑦 ‘(1) = 0                                                                            (2) 
Burada q(x) kompleks qiymətli funksiyadır. 

   (1) tənliyinə uyğun Birhof mənada xarakteristik tənliyin kökləri  
       𝜃1 =  1

√𝑝4 𝑒−𝜋
8𝑖  ;  𝜃2 =  𝑖𝜃1 ;  𝜃3 =  −𝜃1 ;  𝜃4 =  −𝑖𝜃1 

şəklindədir. 
   (1) tənliyinin fundamental həllərinin asimptotikasını qurmaq məqsədilə λ-
kompleks müstəvisini aşağıdakı qayda ilə səkkiz sektora bölək. 
       𝑆1 = { 𝜆 ∶ −𝜆1𝑡𝑔 𝜋

8
< 𝜆2 < 𝜆1𝑡𝑔 𝜋

8
 } 

       𝑆2 = { 𝜆 ∶ 𝜆1𝑡𝑔 𝜋
8

< 𝜆2 < 𝜆1𝑡𝑔 3𝜋
8

 } 

       𝑆3 = { 𝜆 ∶ 𝜆1𝑡𝑔 3𝜋
8

< 𝜆2; 𝜆1𝑡𝑔 5𝜋
8

< 𝜆2} 

       𝑆4 = { 𝜆 ∶ −𝜆1𝑡𝑔 𝜋
8

< 𝜆2 < 𝜆1𝑡𝑔 5𝜋
8

 } 

       𝑆5 = { 𝜆 ∶ 𝜆1𝑡𝑔 𝜋
8

< 𝜆2 < 𝜆1𝑡𝑔 7𝜋
8

 } 
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       𝑆6 = { 𝜆 ∶ −𝜆1𝑡𝑔 7𝜋
8

< 𝜆2 < −𝜆1𝑡𝑔 5𝜋
8

 } 

       𝑆7 = { 𝜆 ∶  𝜆2 < −𝜆1𝑡𝑔 5𝜋
8

 ; 𝜆2 < −𝜆1𝑡𝑔 3𝜋
8

} 

       𝑆8 = { 𝜆 ∶ −𝜆1𝑡𝑔 3𝜋
8

< 𝜆2 < −𝜆1𝑡𝑔 𝜋
8

 } 
   Əgər q(x) funksiyası [0,1] parçasında kəsilməz diferensiallanan olarsa , onda 
𝑆𝑛 (𝑛 =  1,8����) sektorlarının hər birində |𝜆| −nın böyük qiymətlərində (1) 
tənliyinin fundamental həllərinin asimptotikası aşağıdakı göstərişə malikdir. 
       𝑑

𝑝𝑦𝑘(𝑥,𝜆)
𝑑𝑥𝑝 =  (𝜆𝜃𝑘)𝑝 �1 + 1

4𝜆𝜃𝑘
 ∫ 𝑞(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐸𝑘𝑝𝑛(𝑥,𝜆)

𝜆2
𝑥

0 � 𝑒𝜆𝜃𝑘𝑥 ;  k = 1,4����  ;  p 
= 0,3����  ;   λ 𝜖 𝑆𝑛 (𝑛 =  1,8����) , ( [2] , [4] ). 
burada 𝐸𝑘𝑝𝑛(𝑥, 𝜆) funksiyası λ –ya görə analitik , 𝑥 − 𝑎 görə məhdud 
funksiyadır. 
   (1) – (2) spektral məsələyə uyğun  𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) Qrin funksiyası aşağıdakı kimi 
qurulur : 
                 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) =  ∆(𝑥,𝜉,𝜆)

∆(λ) 
   ;  λ𝜖 𝑆𝑘 , 𝑘 =  1,8���� , 

burada ∆(λ) xarakteristik determinant olub aşağıdakı kimi tapılır : 

                 ∆(λ) = �

𝐿1(𝑦1) 𝐿1(𝑦2)
𝐿2(𝑦1) 𝐿2(𝑦2)

𝐿1(𝑦3) 𝐿1(𝑦4)
𝐿2(𝑦3) 𝐿2(𝑦4)

𝐿3(𝑦1) 𝐿3(𝑦2)
𝐿4(𝑦1) 𝐿4(𝑦2)

𝐿3(𝑦3) 𝐿3(𝑦4)
𝐿4(𝑦3) 𝐿4(𝑦4)

� 

   ∆(𝑥, 𝜉, 𝜆) Köməkçi determinantı isə aşağıdakı şəkildədir : 

∆(𝑥, 𝜉, 𝜆) =  
�
�

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) 𝑦1(𝑥, 𝜆) 𝑦2(𝑥, 𝜆)    𝑦3(𝑥, 𝜆) 𝑦4(𝑥, 𝜆)
𝐿1(𝑔)𝑥   𝐿1(𝑦1)   𝐿1(𝑦2)        𝐿1(𝑦3) 𝐿1(𝑦4)
𝐿2(𝑔)𝑥 𝐿2(𝑦1)    𝐿2(𝑦2) 
𝐿3(𝑔)𝑥 𝐿3(𝑦1) 𝐿3(𝑦2)
𝐿4(𝑔)𝑥 𝐿4(𝑦1) 𝐿4(𝑦2)

     
𝐿2(𝑦3)
𝐿3(𝑦3)

𝐿2(𝑦4)
𝐿3(𝑦4)

𝐿4(𝑦3) 𝐿4(𝑦4)

�
�
 

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) Koşi funksiyası  
                           𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) =  1

2
∑ 𝑧𝑘

4
𝑘=1 (𝜉, 𝜆)𝑦𝑘(𝑥, 𝜆) 

                           “+”əgər 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥 ≤ 1 , “-” əgər 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉 ≤ 1 
kimi tapılır. 
                           𝑧𝑘(𝜉, 𝜆) =  𝑉4𝑘(𝜉,𝜆)

𝑉(𝜉,𝜆)  ,   𝑘 =  1,4����  
   𝑉4𝑘(𝜉, 𝜆) funksiyası 𝑉(𝜉, 𝜆) Vronski determinantının dördüncü sətir element-
lərinin cəbri tamamlayıcısıdır. 
   ∆(λ) xarakteristik determinantının sıfırlarının asimptotikasını tapmaq üçün 
aşağıdakı teoremi verək. 
Teorem. 
   Əgər q(x) 𝜖 𝐶1[0,1] olduqda ∆(λ) xarakteristik determinantın sıfırlarının 
asimptotikası aşağıdakı kimi göstərişə malikdir. 
     𝜆𝑛

4 =  𝜋4 �𝑛4 + 2𝑛3 +  3
2

𝑛2� 𝑖 −  𝜋2𝑛2 ∫ 𝑞(𝜏)𝑑𝜏1
0 + 𝑂(𝑛) , 𝑛 → ∞        (3) 
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İsbatı. 
λ kompleks müstəvisində ∆(λ) xarakteristik determinantının baş hissəsini 
ayırsaq alarıq: 
λ kompleks parametri yalnız (1) tənliyində 𝜆4 kimi iştirak etdiyindən demək 
olar ki , 
      𝑦(𝑥, 𝜆) =  𝑦(𝑥, 𝑖 𝜆) =  𝑦(𝑥, −𝜆) = 𝑦(𝑥, −𝑖 𝜆)  
bərabərliyi doğrudur.Bu onu göstərir ki, (1) – (2) spektral məsələnin həllini o 
cümlədən ∆(λ) xarakteristik determinantın sıfırlarını birinci rübdə tapmaq 
kifayətdir. λ kompleks müstə visinin birinci rübündə  ∆(λ) xarakteristik 
determinantın baş hissəsi  
     ∆1(𝜆) =  �1 + 1

𝜆
𝑏2(1) + 𝑂 � 1

𝜆2� � 𝑒𝜆(𝜃1+𝜃2) + �1 + 1
𝜆

𝑏4(1) + 𝑂 � 1
𝜆2� � 

𝑒𝜆(𝜃1+𝜃4) , |𝜆| → +∞ 
şəklindədir.Burada 𝑏𝑘 =  1

4𝜃𝑘
 ∫ 𝑞(𝜏)𝑑𝜏𝑥

0  və λ kompleks parametri 𝜆2 =  𝜆1 𝑡𝑔 𝜋
8
 

yarımdüzxətti özündə saxlayan yarımzolaqda yerləşir.𝑅 > 0 olmaqla kifayət 
qədər böyük ədəddir. 
   ∆1(𝜆) = 0 tənliyini həll etmək üçün aşağıdakı düsturdan istifadə edək : ([1] , 
[3]) 
𝜆𝑛

𝑚 =  𝜇𝑛
𝑚 + 𝑚 ∑ (−1)𝑝

𝑝
∞
𝑝=1 res𝜆=𝜇𝑛 �𝜆𝑚−1 � 𝑓0(𝜆)

𝑓10(𝜆)�
𝑝

� , m = 1,2,...                     (4) 

𝑓10(𝜆) =  𝑒𝜆(𝜃1+𝜃2) +  𝑒𝜆(𝜃1+𝜃4)                                                                       (5) 

𝑓0(𝜆) =  �1
𝜆

𝑏2(1) + 𝑂 � 1
𝜆2�� 𝑒𝜆(𝜃1+𝜃2) +  �1

𝜆
𝑏4(1) + 𝑂 � 1

𝜆2�� 𝑒𝜆(𝜃1+𝜃4)         (6) 
   𝑓10(𝜆) = 0 tənliyini həll etsək alarıq : 

                                             𝜇𝑛 =  1+2𝑛
𝑛

∙ 𝜋
𝜃
  ,  𝑛 → ∞                                   (7) 

   (5) – (7) düsturlarını (4) –də nəzərə alaq: 

𝜆𝑛
𝑚 =  𝜇𝑛

𝑚 − 𝑚 ∑ (−1)𝑝

𝑝
∞
𝑝=1 res𝜆=𝜇𝑛 �𝜆𝑚−2

�𝑏4(1)+𝑂�1
𝜆��𝑒𝜆𝜃4+�𝑏2(1)+𝑂�1

𝜆��𝑒𝜆𝜃2

𝑒𝜆𝜃4+𝑒𝜆𝜃2
� +         

+ 𝑚 ∑ (−1)𝑝

𝑝
∞
𝑝=2 res

𝜆=𝜇𝑛
�𝜆𝑚−1 � 𝑓0(𝜆)

𝑓10(𝜆)�
𝑝

� 

   m = 4 olduqda aşağıdakı düsturu alırıq: 
                                              𝜆𝑛

4 =  𝜇𝑛
4 − 4 𝑏4(1)

𝜃4
𝜇𝑛

2 + 𝑂(𝑛)   , 𝑛 → ∞. 
𝜇𝑛 , 𝜃4 ,𝑏4(𝑥) ifadələrini nəzərə alsaq (3) düsturunu alarıq.Teorem isbat olundu. 
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TRİKOMİ TƏNLİYİ ÜÇÜN MƏHDUD MÜSTƏVİ OBLASTDA  
QEYRİ-LOKAL VƏ QLOBAL HƏDLİ SƏRHƏD ŞƏRTLƏRİ 
DAXİLİNDƏ MƏSƏLƏNİN HƏLLİNİN ARAŞDIRILMASI 

 
Ş.A.NİFTULLAYEVA, N.Ə.ƏLİYEV  

Lənkəran Dövlət Universiteti 
sebineniftullayeva_90@mail.ru 

 
Baxılan işdə Trikomi tənliyi üçün qeyri-lokal  və qlobal hədlər tutan sərhəd şərtləri 

daxilində məsələnin fredholmuğu araşdırılmışdır. Bu araşdırma tənliyin fundamental həllinin 
köməyilə alınmış zəruri şərtlərin köməyilə aparılmışdır. 

 
Açar sözlər. Trikomi tənliyi, qeyri-lokal və qlobal hədli sərhəd şərtləri, fundamental 

həll, əsas münasibətlər, zəruri şərtlər, sinqulyarlıqlar, requlyarizasiya, fredholmluq. 
 
Məlumdur ki, klassik riyazi fizika tənliklərində[ ] [ ]21 −  və xüsusi törə-

məli tənliklərdə sərhəd məsələsinə, əsasən elliptik tip tənliklər üçün baxılır
[ ] [ ]53 − . Sonralar isə parabolik və hiperbolik tip tənliklər üçün də sərhəd məsə-
lələrinə baxılmışdır [ ] [ ]86 − . Nəhayət, qarışıq və birgə tip tənliklər üçün də əv-
vəlcə lokal, indi isə qeyri-lokal və qlobal hədlər tutan sərhəd şərtləri daxilində 
məsələlərin həlləri araşdırılmışdır [ ] [ ]149 − . 

Məsələnin qoyuluşu: 
( ) ( )
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2
2
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2

2
1

21
2
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∂

∂
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∂
∂

≡
x

xxu
x

xxuxlu      ( ) ,, 2
21 RDxxx ⊂∈=                   ( )1    

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

+
∂

∂
++

∂
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


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∑ ∫∑ ∑ 1
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2

1
1

21
1
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1
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1
12

1

1

12
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,,)(, dt
t

ttutxKxux
x
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ttjj
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ijxx

k
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xxjk j

k
ij
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k γ
γ

γ

αα

( ) ( ) ( )
( )

( )1121110

12

1

1

,, xdtttutxK i

tt

b

a

k
i

k

α
γ

=






+
=

∫     [ ],, 111 bax ∈      ,2,1=i             ( )2   

burada ( )1  tənliyi 02 >x yarımmüstəvisində elliptik, 02 <x yarımmüstəvisində 
isə hiperbolikdir. Həqiqi ox üzərində bu tənlik parabolikə cırlaşır. 
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                                                          2x  
                                                                ( )122 xx γ=  
 
                                                         
 
                                                    D          
                                                                                             
                                                                        
 
                                                                           ν   ( )112 xx γ=      
                                 1a                   0                                             1b                1x     

                        
 

( ) ( ),1xk
ijα  ( ) ( ),, 11 txK k

ij ( ),1xiα  ;2,1=i ;2,0=j  2,1=k olduqda verilmiş 
kəsilməz funksiyalar, (2) şərtləri xətti asılı deyil, D oblastı 2x istiqamətində 
qabarıq D∂=Γ  sərhədi isə Lyapunov xəttidir. Sərhəd Γ -nın bölündüyü 1Γ  və 

2Γ  hissələrinin tənlikləri uyğun olaraq ( )112 xx γ=  və ( )222 xx γ= , 
( ) ( )1211 xx γγ <    ( )., 111 bax ∈  
     Məlumdur ki, ( )1  tənliyinin fundamental həlli [ ]9 : 

( ) ( ) ( ) ,
9
4ln

2
1 3

22
2

11 ξξ
π

ξ −+−=− xxxU                           )3(   

şəklindədir.   
Əsas münasibətlər və zəruri şərtlər  
Verilmiş ( )1  tənliyini ( )3  fundamental həllinə skalyar  vurub,  

Ostroqradski-Qaus formulunu tətbiq etməklə ikinci Qrin formulu alınır. 
Buradan zəruri şərtləri ayırsaq,  alarıq: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

...,

9
41

1,1,
11

1

111
3

1

1111111111

1

1

+
−

⋅
−′+

′= ∫ ξξσγ
γγγ

π
ξγξ

x
dx

x
xxuxxu

b

a

 
( )111 ,ba∈ξ

         

( )4

        ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

...,

9
41

1,1,
11

1

112
3

2

1211212121

1

1

+
−

⋅
−′+

′−= ∫ ξξσγ
γγγ

π
ξγξ

x
dx

x
xxuxxu

b

a

 
( )111 ,ba∈ξ

      

( )5  
Burada ( )...  ilə sinqulyar olmayan hədlərin cəmi işarə edilmişdir.  
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İndi isə ikinci əsas münasibətin alınması ilə məşğul olaq. Bunun üçün 
( )1  tənliyinin hər iki tərəfini ( )3  fundamental həllinin 1x -ə görə törəməsinə 
skalyar vuraq. 

 
Beləliklə, ikinci əsas münasibət aşağıdakı şəkildə alınmış olur. 
( ) ( ) ( ) +

∂
−∂⋅

∂
∂

∫
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dxx
x
xU

x
xux 1

11
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          ( )6

 

Burada da ikinci Qrin formulunda olduğu kimi alınan iki ifadənin 

ikincisi zəruri şərtlərdir. Onları ayırsaq:
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    Nəhayət, üçüncü  əsas münasibəti alaq. Bunun üçün verilmiş ( )1  
tənliyini ( )3  fundamental həllinin 2x -yə görə törəməsinə skalyar vuraq:  

( ) ( ) ( ) +
∂

−∂⋅
∂

∂
∫
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x
xux 1

21
2 ,cos υξ ( ) ( ) ( ) −
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−∂⋅
∂
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Buradan da zəruri şərtləri ayıraq: 
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Beləliklə, aşağıdakı hökmü almış oluruq: 
Teorem 1. Əgər D  oblastı  2x istiqamətində qabarıq məhdud müstəvi 

oblast,  D∂=Γ  sərhədi Lyapunov xəttidirsə, onda D -də təyin olunmuş  (1) 
tənliyinin ixtiyari həlli üçün (4)-(5), (7)-(8) və (10)-(11) sinqulyar zəruri şərtlər 
ödənilir. 

Zəruri şərtlərdə sinqulyarlıqların saflaşdırılması 
Teoremdə göstərilən ifadələrdə sinqulyarlıqların əmsallarını 

saflaşdıraq: 
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Zəruri şərtlərdə olan sinqulyarlıqların requlyarizasiyası 
Bunun üçün ( )14 - ( )15 ( )17 - ( )18  və ( )110 - ( )111  dən istifadə etməklə 

aşağıdakı kimi xətti kombinasiyaya baxaq.  
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Aldığımız  (12) ifadəsində inteqralları birləşdirib, sinqulyarlığı ayırsaq, 

alınan ifadəni (2) sərhəd şərtində uyğun hədlərlə tutuşdurmaqla, alarıq: 
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Bu ifadələrdən naməlum 
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Aldığımız  (13)-(15) ifadələrini (12)-də yerinə yazsaq, alarıq: 
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Aldığımız ifadənin sağ tərəfində birinci həddə məchul funksiya daxil 
olmadığından bu sinqulyar inteqral Koşinin baş mənasında mövcuddur. 

Asanlıqla görmək olar ki, əgər 
     ( ) ( ) ( ),, 11

1
1 baCxi ∈α        ( ) ( ) ,011 == ba ii αα                                  ( )17          

şərtləri ödənilərsə onda bu inteqral adi mənada  da mövcuddur. Qalan iki 
hədlərdə isə inteqralların növbəsini dəyişməklə bu hədlərdə olan sinqulyarlıqlar 
requlyarlaşdırılır. 

Beləliklə, aşağıdakı hökmü almış oluruq: 
Teorem 2. Əgər D  oblastı  2x istiqamətində qabarıq məhdud müstəvi 

oblast,  sərhədi Γ  Lyapunov xətti olmaqla xətti asılı olmayan (2) sərhəd şərt-
lərinin ( ) ( ),, 11 txk

ijα  ;2,1=i  ;2,0=j  2,1=k əmsalları Hölder sinfindən olmaqla,  
( ) ( ),, 11 txK k
ij  ;2,1=i  ;2,0=j  2,1=k nüvələri kəsilməz funksiyalar olub, sağ 

tərəfi  (17) şərtlərini ödəyirsə, onda aldığımız (16) ifadələri requlyardır. 
Beləliklə, (2) və (16) şəklində 4 requlyar ifadəmiz mövcuddur. Bu 4 

xətti cəbri tənliklər sistemindən 
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məchulları Kramer qaydası ilə təyin olunur. 
Bunun üçün aşağıdakı şərt ödənməlidir. 
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Yuxarıda verdiyimiz ( )18  məchulları ( )( )11 , ξγξ ku  və bütün 6 məchulun 
inteqralları vasitəsilə təyin olunur. 
Analizdən məlum olan  

( )( ) ( )
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( )
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( ),, 1
21

11

1212

ξγ
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ξ

ξ
ξξγξ

ξγξξγξ
kk

kk

uuu ′
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∂

∂=′
==

    2,1=k  

ifadəsinə əsasən ( )( )11 , ξγξ ku  üçün də həmin 6 məchulların köməyilə ifadələr 
alınmış olur. 

Bununla da aşağıdakı hökmü almış oluruq. 
Teorem 3.Teorem 2-nin şərtləri və (19) şərti daxilində qoyulmuş (1)- 

(2) sərhəd məsələsi Fredholm tiplidir. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ РЕЩЕНИЯ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ТРИКОМИ НА ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ С НЕЛОКАЛНЫМИ И 

ГЛОБАЛЬНЫМИ СЛОГАЕМЫМИ В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
 

Ш.А.НИФТУЛЛАЕВА, Н.А.АЛИЕВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 
Излагаемая работа посвящено исследование фредгольмовости граничной задачи 

для уравнения Трикоми с нелокальными и глобальными слагаемыми в граничных 
условиях. Исследование проводится с помощью необходимых условий которые 
получены из фундаментального решения рассматриваемого уравнения. 

 
Ключевые слова: Уравнения Трикоми, граничная условия с нелокальными и 

глобальными слогаемыми, фундаментальное решения, основные соотношение, необхо-
димые условии, сингулярность, регуляризация, фредгольмовость. 

 
 
 

RESEARCH OF THE SOLUTION OF THE SUM WITHIN NON-LOCAL AND 
GLOBAL LIMITED VERGE IN THE SPHERE OF LIMITED SURFACE FOR 

TRIKOMI EQUATION 
 

Sh.A.NIFTULLAYEVA, N.A.ALIYEV 
 

SUMMARY 
 
The fredholmness of the sum within non-local and global limited verge for Trikomi 

equation was searched in the work studied. This research work was carried out with the help of 
important conditions gained with the fundamental solution of the equation. 

 
Key words: Trikomi equation, non-local and global border conditions, fundamental 

solution, main relations, important conditions, singulars, regulations, fredholmness. 
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BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
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MEXANİKA 
 
УДК 517.977 

ОБ УПРАВЛЯЕМОСТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
 КОЛЕБАНИЯ СТРУНЫ С НЕКЛАССИЧЕСКИМИ 

 КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ  
 

Т.M.ГАСЫМОВ, Х.Т.ГУСЕЙНОВА 
Бакинский Государственный Университет 

telmanbsu@mail.ru 
 

При исследовании ряда задач, описывающих процесс гашения пульсаций потоков 
газа или жидкости в длинных трубопроводах, в процессах гашения отклонения в неко-
торой колебательной среде возникает задача оптимального управления для одномерной 
краевой задачи с нелокальными граничными условиями для гиперболического уравнения. 
В данной работе исследуется управляемость одной задачи управления, описываемой 
уравнением гиперболического типа, при отсутствии ограничений на управление. 
 
 Ключевые слова: неклассические граничные условия, уравнение колебание 
струны, обобщенное решение, управление, собственная функция.  
 
 Пусть объект управления в области ],10),,[( TtoxtxDT <<<<=  
описывается уравнением  

 ),((),(),( txftxztxz xxtt += ,                                                   (1) 
с начальными условиями 

 )()0,(),()0,( xuxzxxz t == ϕ                                                   (2) 
и краевыми условиями 

   )(),0(),1(),(),0( ttztzttz xx ηµ =−= ,                                     (3) 
где )(xu  - управление. 
 В дальнейшем в качестве допустимого управления )(xu  будем рас-
сматривать функции из пространства )1,0(2L , а решение задачи (1)-(3) для 
заданного управления понимается в обобщенном смысле. 
 При заданных допустимых управлениях )(xu  и функций 

)1,0()( )1(
2Wx ∈ϕ , )(),(,),0()(,)0()0(,),0()( 22

1
2 TDLtxfTLtTWt ∈∈=∈ ηµϕµ , 

под обобщенным решением задачи (1)-(3) понимается функция 
)(),( 1

2 TDWtxz ∈ , )(),0(),()0,( ttzxxz µϕ == , которая удовлетворяет инте-
гральному тождеству [2] 
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                   +Φ+Φ−Φ∫∫
TD

xxtt dxdttxtxftxtxztxtxz )],(),(),(),(),(),([  

0),0()()0,()(
0

1

0

=Φ+Φ+ ∫∫
T

dtttdxxxu η                                             (4) 

при любой )(),( )1(
2 TDWtx ∈Φ , ),0(),1( tt Φ=Φ , 0),( =Φ Tx . 

 Для нахождения обобщенного решения задачи (1)-(3) применим 
метод, используемый в работе [1]. Тогда будем иметь: 

),(),(),( 21 txztxztxzu += ,                                                             (5) 
где 

              +−+= ∫∫
t

t dtxFdsstsxGtxz
0

1

0
1 )(),()(),,(),( ττµτϕ  

∫ ∫∫ −+−+
tt

dsdsftsxGdtxF
0

1

00
1 ),(),,()(),( τττττµτ ,                            (6) 

∫=
1

0
2 )(),,(),( dssutsxGtxz ,                                                                   (7) 

           ∑
∞

=

 +−+−=−

1
200 )()(2sin2

1)()()(),,(
k

k sYtkkxXsYttsxG τππττ  

            +







 −−−−+ − )()()(2sin

4
1)(2cos)(2

1
21222 xXsYtk

k
tktk kkτπ

π
τπτπ  

∑
∞

=
−−−+

1
1212 )()()(2sin2

1
k

kk xXsYtkk τππ ,                                                 (8) 

            ∑
∞

=

=
1

2 )(2sin4),(
k

k xktXtxF π , 

           +



 −−= ∑

∞

=1
2221 )(2cos22sin1),(

k
k xXkttkkt

k
txF πππ

π
 

            )(2)(2sin2
0

1
12 xtXxktX

kk
k ++ ∑

∞

=
−π

π
, 

где системы 
            kxxXkxxxXxxX kk ππ 2sin)(,2cos)(,)( 2120 === −  
являются собственные и присоединенные функции краевой задачи [1]: 
                                ,0)()( =+′′ xXxX λ  
                                 )1()0(,0)0( XXX ′=′= . 
Системы 
                 kxxxYkxxYxY kk ππ 2sin)1(4)(,2cos4)(,2)( 2120 −=== −  
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являются собственными и присоединенными функциями сопряженной 
краевой задачи. 
 Определение [3]. Если для всех )1,0()( 2Lxu ∈  множество решений 
задачи (1)-(3) является всюду плотным в пространстве )(1

2 TDW , то систе-
ма, состояние которой определяется как решение задачи (1)-(3), называет-
ся управляемой. 
 Теорема. Пусть управление )(xu  пробегает пространство )1,0(2L  и 
T  - иррациональное число. Тогда финальное наблюдение ),( Txzu  замота-
ет некоторое подпространство L , плотное в пространстве  )1,0(2L , т.е. 
система (1) управляема. 
 Доказательство. При заданном управлении )1,0()( 2Lxu ∈  решение 
задачи (1)-(3) можно представить в виде 

),()(),,(),(
1

0

txdsstsxGtxzu ωψ += ∫ ,                                         (9) 

где 

                      +−+= ∫∫
t

t dtxFdsstsxGtx
0

1

0

)(),()(),,(),( ττµτϕω  

∫ ∫∫ −+−+
tt

dsdsftsxGdtxF
0

1

00
1 ),(),,()(),( τττττητ .                 (10) 

 Пусть функция )1,0()( 2Lxh ∈  ортогональна подпространству L . 
 Тогда имеем: 

)1,0()(,0)),(),()(( 2

1

0

LxudxTxTxzxh u ∈∀=−∫ ω .                (11) 

Подставляя (9) в (11) и меняя порядок интегрирования, получаем 

∫ ∫∫ ∫ 





=




 1

0

1

0

1

0

1

0

)(),,()()(),,()( dxdsshTxsGxudxdssuTsxGxh .    (12) 

 Можно доказать, что функция ∫ −−=
1

0

)(),,(),( dsshTxsGtxy τ  явля-

ется решением следующей задачи: 
),(),( txytxy xxtt = ,                                                               (13) 

)(),(,0),( xhTxyTxy t == ,                                               (14) 
),0(),1(,0),1( tytytyx == .                                                 (15) 

Учитывая условие (11), из равенства (12) получаем 
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0)()0,(
1

0

=∫ dxxuxy .                                                              (16) 

 Отсюда, в силу произвольности функции )1,0()( 2Lxu ∈ , имеем: 
0)0,( =xy .                                                                          (17) 

Из условия (17), учитывая, что T  иррациональное число, получаем 
0)( =xh . Отсюда следует, что подпространство L  всюду плотно в )1,0(2L , 

т.е. система управляема. 
Теорема доказана. 
Теперь рассмотрим вопрос об управляемости с помощью гранич-

ного управления. Для этого предположим, что функция )(tη  является 
управлением из ),0(2 TL , а остальные функции заданные. Докажем, что 
когда управление )(tη  пробегает пространство ),0(2 TL , финальное на-
блюдение ),( Txzη  замотает некоторое подпространство L , плотное в 

)1,0(2L . В данном случае решение ),( Txzη  можно представить в виде 

),()(),(),(
0

1 txgdtxFTxz
t

+−= ∫ ττητη ,                                       (18) 

где 

                    ++= ∫∫
1

0

1

0

)(),,()(),,(),( dssutsxGdsstsxGtxg t ϕ  

                    ∫ ∫∫ −+−+
tt

dsdsutsxGdtxF
0

1

00

),(),,()(),( τττττµτ .  

 Пусть функция )1,0()( 2Lxh ∈  ортогональна подпространству L : 

),0()(,0)),(),()(( 2

1

0

TLtdxTxgTxzxh ∈∀=−∫ ηη .                     (19) 

 Пусть ),( txy  является обобщенным решением задачи (13)-(15). То-
гда имеем: 

                     0),0()()),(),()((
0

1

0

=+− ∫∫
T

dttytdxTxgTxzxh ηη . 

Отсюда, учитывая равенство (19), получаем 

                    ,0),0()(
0

=∫
T

dttytη ),0()( 2 TLt ∈∀η . 

 Из обобщенного решения задачи (13)-(15), в силу ),0( ty , ],0[ Tt ∈ , 
получаем, что 0)( =xh . Следовательно, система (1) управляема. 
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KLASSİK OLMAYAN SƏRHƏD ŞƏRTLİ SİMİN RƏQS TƏNLİYİ ÜÇÜN  
İDARƏOLUNMA HAQQINDA 

 
T.M.QASIMOV, X.T.HÜSEYNOVA 

 
XÜLASƏ 

 
 Uzun borukeçiricilərdə qaz və ya maye axının pulsasiyasının söndürülməsi 
prosesində, müəyyən rəqs edən mühitlərdə kənara çıxmaların söndürülməsi proseslərində 
qeyri-lokal sərhəd şərtli hiperbolik tip tənliklər üçün idarəetmə məsələləri meydana çıxır. İşdə 
hiperbolik tənlik üçün idarəolunma məsələsinə baxılır.  
  
Açar sözləri: klassik olmayan sərhəd şərtləri, simin rəqs tənliyi, ümumiləşmiş həll, idarəetmə, 
məxsusi funksiya. 
  

ON CONTROLLABILITY FOR THE VIBRATION EQUATION OF OSCILLATION  
OF STRING WITH NON-CLASSICAL BOUNDARY CONDITIONS 

 
T.M.GASIMOV, Kh.T.HUSEYNOVA 

 
SUMMARY 

 
 A problem of optimal control for a one-dimensional boundary-value problem with 

non-local boundary conditions for a hyperbolic equation arises in the study of a number of 
problems describing the process of quenching the pulsations of gas or liquid flows in long 
pipelines, in the processes of damping the deflection in a certain vibration medium. In this pa-
per we study the controllability of a control problem described by an equation of hyperbolic 
type in the absence of constraints on control. 

 
Key words: non-classical boundary conditions, vibration equation of string, glueralized 

solution, controlling, eigenfunction. 
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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ НЕОДНОРОДНОЙ ПО 
ДЛИНЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, ЛЕЖАЩЕЙ НА 

НЕОДНОРОДНОМ ВЯЗКОУПРУГОМ ОСНОВАНИИ 
 

C.Р.РАСУЛОВА*, Г.Р.МИРЗОЕВА**, А.И.ШИРИЕВ** 

*Бакинский Государственный Университет 
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Национальная Академия Наук Азербайджана 
seva.yuzbekova@yahoo.com, gulnar.mirzayeva@gmail.com 

 
В работе исследуется осесимметричная форма колебания неоднородной по длине 

цилиндрической оболочки кругового поперечного сечения, лежащей на неоднородном 
вязкоупругом основании. 

 
 Ключевые слова: колебание, метод ортогонализации, метод Бубнова-Галеркина, 

неоднородная цилиндрическая оболочка. 
 
 Систему уравнений относительно прогиба w  и функции напря-
жения удается привести к одному линейному дифференциальному урав-
нению относительно прогиба. Решение задачи строится методами разде-
ления переменных и Бубнова-Галеркина. Численный анализ проводится 
для случая, когда модуль упругости, плотности и оснований являются ли-
нейными функциями. Результаты расчета представлены в виде таблиц и 
графиков зависимости между характерными параметрами. 
 Как известно, цилиндрические оболочки кругового поперечного 
сечения, изготовленные из упругих неоднородных материалов, широко 
используются в различных отраслях строительства, машиностроении, 
энергетики и техники. Во многих случаях они эксплуатируются при 
сложных климатических условиях. Поэтому от инженера проектиров-
щика требуется правильная  оценка реального механического свойства  
оболочки и условия контакта с внешней средой [1]. 
В данной работе предполагается, что оболочка находится в неоднородной 
вязко упругой среде, реакция которой с прогибом связана следующим со-
отношением [2,3,6] 

                                
2

2

21 )()(
t
wwxkwxkq

∂
∂+= .                                       (1) 
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Здесь )(1 xk  и )(2 xk  являются характеристиками среды, w  - прогиб, t - 
время. 
Модуль упругости E  и плотность ρ(х) непрерывным образом зависят от 
координаты   по длине x : 
                              )()();( 00 xxxfEE ψρρ == .                                (2) 
Здесь 0E и 0ρ  соответствуют  однородному случаю. 
Можно показать, что система уравнений относительно прогиба w , с уче-
том (1) и (2), записывается в следующем виде [5] 
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ψρ  (3) 

Предполагается, что функция  )(xf со своими производными до четвер-
того порядка, )(),( 1 xKxψ  и )(2 xK - с производными  до второго порядка 
являются непрерывными функциями. Из системы (3), исключая )(xΦ ,  
получим следующее уравнение: 
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(4)  

Как видно, (4) является сложным уравнением и нахождение точного ре-
шения затруднительно, поэтому решение (4) выполним  с применением  
приближенно аналитических методов: на первом этапе  используем метод 
разделенных переменных, а на следующем этапе метод ортогонализации 
Бубнова - Галеркина.  
Функцию прогиба будем искать в следующем виде: 
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                                 .)(),( tiexVtxW ω=                                                (5) 
Здесь функция )(xV  должна удовлетворять соответствующим краевым 
условиям, ω - круговая частота. Подставляя (5) в уравнение, нетрудно по-
лучить: 
 

6 5 4 3 2
' ''' V

0 6 5 4 3 2

2
' '' 2 ' "

1 1 1 2 2 2 22

2 2
2 ' " 0

0 2 2

( ) 3 ( ) 4 "( ) 3 ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0

Id V d V d V d V d VD f x f x f x f x f x
dx dx dx dx dx
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    (6) 

 
Решение будем искать в следующем виде: 

                                         .)()(
1

∑
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=
n

i
ii xVCxV                                          (7) 

Здесь ,iC ni ,...,1= - неизвестные постоянные и подлежат  определению, а 

все функции  )(xV i  должны удовлетворять краевым условиям. 
Функция ошибки, с учетом (6) и (7), имеет следующий вид: 
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Используя  ортогонализацию Бубнова – Галеркина, можно написать: 

(8) 
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                                     .2,1,0)(
0

==∫ qdxVx
l

qη                                        (9) 

 Значение 2ω определяется из системы однородных линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно  неизвестных коэффициентов iC . 
Для существования нетривиального решения данной системы, ее главный 
определитель  должен быть равен нулю: 

                                          02 =ω                                                           (10) 
Формула (10) -является алгебраическим  уравнением n  степени относи-
тельно 2ω . Отсюда можно найти значения 2ω . Однако, как отмечается в 
[4], для инженерного расчета обычно при  определении основного тона 
круговой частоты, ограничиваются  первым приближением. Отметим, что 
для любого приближения с применением  компьютерной  техники  и со-
ответствующего программного обеспечения определение 2ω , при кото-
рых не вызывает особой трудности. 

                              1

0

( ) 0
l

x V dxη =∫                                                         (11) 

При расчете приняты следующие зависимости:  
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В этом случае функция ошибки принимает следующий вид: 
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( ) ( )

( )

( )

6 5
1 11

0 6 5

2
0 10

1 2

2
1 1 11 2 1

0 2

0 0 1
12 2

( ) 1 3

1
1

2 1 2

1 2 0

d V d Vx D x l
dx dx

E h x d VK x
R dx

dV d V dVl h x l
dx dx dx

K x K l V

η ε ε

ε
α

α ω ρ µ µ

α α

−

− −

−

 
= + + + 

 

 +
 + + − +
 
 


+ − + + +



+ + + ≠

 

Принимая  xxV πsin)(1 = , из (12) получим: 

(12) 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

6 5
1

0

2
00 1

1

2
2 1 0 0 1

0 2 2

( ) 1 sin 3 cos

1
1 sin 2 cos

1 sin 2 cos 1 2 sin 0

x D x x l x
l l

E h x
K x x l x

R l l

h x x l x K x K l x
l l

π πη ε π ε π

ε π πα π α π

π πω ρ µ π µ π α α π

−

−

− −

    = + + +         
 +     + + − − −        

    − + + + + + ≠         
 

Для проведения численного анализа рассмотрим следующие значения ха-
рактерной функций xexf ε+= 1)( . 
Подставляя (13) в (11) и производя ряд элементарных преобразований по-
лучим:  

( ) ( )

( ) ( )
.

11

5.01
11.3

419.0
14.3
137.0419.01

0
0
1

2

0
12

4

2

µηραη

α
π

εεεπ

ω
+++









+++++







=
K

K
a

v  

Примем следующие обозначения: 
 

1 2 3
1 0.419 1 0.5 1 0.5; ;
1 0.5 1.5 1 0.5

c c cε µ µ
α α

+ + += = =
+ +

; 

1) 1; 1; 0,0.2...1.α µ ε= = =    2) 0,0.2...1.µ =  
3) 1; 0,0.2...1.α µ= =      

 

 
 
 
 
 

 
 
 

α  2c  
0 0,667 
0,2 0,73 
0,4 0,8 
0,6 0,867 
0,8 0,933 
1 1 

ε  1c  
0 0,667 
0,2 0,723 
0,4 0,778 
0,6 0,834 
0,8 0,89 
1 0,946 

α  3c  
0 0,667 
0,2 0,73 
0,4 0,8 
0,6 0,867 
0,8 0,933 
1 1 

(13) 
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Заключение 
В статье проведен численный анализ колебания неоднородной по длине 
цилиндрической оболочки с круговым поперечным сечением. Результаты 
расчетов, показывают, что неоднородность оболочки и основания суще-
ственным образом влияют на  частоту ее колебания.  
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QEYRİ-BİRCİNS ÖZLÜ ELASTİK ƏSAS ÜZƏRİNDƏ YERLƏŞƏN SİLİNDRİK 

ÖRTÜYÜN OXA SİMMETRİK FORMADA SƏRBƏST RƏQSLƏRİ 
 

S.R.RƏSULOVA, G.R.MİRZƏYEVA, A.İ.ŞİRİYEV 

 

XÜLASƏ 
 

 Məqalədə aparılan hesabatların nəticələri göstərir  ki, lövhənin ortotropluğu, qeyri-
bircinsliyi tezliyin qiymətinə ciddi təsir edir. Təhlil göstərir ki, xarakterik funksiyaları xətti 
olmadığı halda, ancaq kəmiyyət dəyişikləri baş verir. 

 
Açar sözlər: yayılma, Bubnov-Qalerkin ortoqonolizasiya metodu, qeyri-bircins, 

silindrik lövhə. 
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µ
 
 

0
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1 
 

 Рис 1. Зависимость между безразмерной величиной частоты от пара-
метра неоднородности плотности   

120 



 
 
 

AXIAL-SYMMETRIC OSCILLATIONS OF A CYLINDRICAL SHELL  
ON AN INHOMOGENEOUS VISCOUS ELASTIC BASIS 

 
S.R.RASULOVA, G.R.MIRZOYEVA, A.İ.SHIRIYEV 

 
SUMMARY    

 
The results of the conducted reports indicate that the average orthogonality of the 

boards and the inequality have a serious impact on the frequency. The analysis shows that, 
when the characteristic functions are not linear, only the quantity changes.       

In this paper, we investigate the axisymmetric form of the oscillation of a non-uniform 
in length cylindrical shell of a circular cross section lying on an inhomogeneous viscoelastic 
base. 

 
Key words: oscillation, orthogonalization method, Bubnov-Galerkin method, 

inhomogeneous cylindrical shell. 
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КОЛЕБАНИЯ ПРOДОЛЬНО ПОДКРЕПЛЕННОЙ  
НЕОДНОРОДНОЙ ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ  

ОБОЛОЧКИ С ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТЬЮ  
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Казахский филиал Бакинский Государственный Университет 

mehrali.yusifov@mail.ru 
 
В предлагаемой статье исследовано свободное колебание продольно подкреплен-

ной, ортотропной, неоднородной по толщине цилиндрической оболочки, контактирую-
щей c вязкой жидкостью. Используя вариационный принцип Гамильтона-Остроград-
ского построена система уравнений движения продольно подкрепленной, ортотропной, 
неоднородной по толщине цилиндрической оболочки, контактирующая с вязкой жидко-
стью. Неоднородность материала оболочки по толщине учтено, принимая, что модуль 
Юнга и плотность материала оболочки является функциями нормальной координаты. 
Построены частотные уравнения и реализованы численно. В процессе вычислений для 
функции неоднородности приняты линейные и параболические законы. Построены ха-
рактерные кривые зависимости. 

 
Ключевые слова: подкрепленная оболочка, ортотропная оболочка, вариацион-

ный принцип, жидкость, свободное колебание, вязкая жидкость. 
  
Развитие современной техники все больше базируется на дости-

жениях фундаментальных и прикладных научных исследований. Инже-
нерные сооружения и конструкции усложняются, поэтому их проектиро-
вание трудно представить без предварительного подробного расчета по-
ведения этих конструкций или их элементов в тех или иных условиях. 

Изучение колебательных процессов имеет большое значение для со-
временной техники. Развитие ее связано с ростом скоростей движения, 
давлений, температур, с непрерывным возрастанием мощности и быстро-
ходности машин и механизмов, увеличением аэродинамического воздей-
ствия потока протекающей среды. Вместе с тем наблюдается стремление 
к лучшему использованию несущей способности конструкций и умень-
шению их веса. Это влечет за собой увеличение воздействия динамичес-
ких нагрузок на элементы машин и сооружений.  

Отметим, что исследованию свободных колебаний ребристых ци-
линдрических оболочек, заполненной протекающей жидкостью, посвя-
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щены работы . Изучены влияния числа ребер, их жесткости, скоро-
сти течения жидкости, различных механических, физических и геометри-
ческих размеров оболочки на частоты собственных колебаний и оптими-
зационного параметра круговой ребристой цилиндрической оболочки. 
Работы посвящены исследованию параметрического колебания 
нелинейного и неоднородного по толщине прямолинейного стержня в 
вязкоупругой среде с применением контактной модели Пастернака. Изу-
чено влияние основных факторов - упругости основания, повреждаемости 
материала стержня и оболочки, зависимости коэффициента сдвига от час-
тоты колебания на характеристики продольных колебаний точек стержня 
в вязкоупругой среде. Во всех исследуемых случаях построены зависимо-
сти зоны динамической устойчивости колебаний стержня в вязкоупругой 
среде от параметров конструкции на плоскости нагрузка-частота. В рабо-
те [7] приведены результаты экспериментального исследования влияния 
подкрепляющих ребер и присоединенных твердых тел на частоты и фор-
мы свободных колебаний тонких упругих конструктивно неоднородных 
оболочек. В работах [ ]8,9  с помощью асимптотического метода по-
строены частотные уравнения ребристых цилиндрических оболочек за-
полненной жидкостью, получены приближенные частоты уравнения и 
простые расчетные формулы, позволяющие находить значения мини-
мальных собственных частот колебаний рассмотренной системы, иссле-
дованы вынужденные колебания подкрепленной оболочки, заполненной 
жидкостью, и определены амплитудно – частотные характеристики рас-
смотренных колебательных процессов. Вводя параметр определяющего 
оптимальность подкрепления, приведен к оптимизации параметров обо-
лочек, усиленных перекрестной системой ребер и заполненной жидко-
стью, исследованы влияние степени сжимаемости жидкости на частоты 
свободных осесимметричных колебаний ребристых цилиндрических обо-
лочек заполненной жидкостью.  

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Ребристая оболочка рассматривается как система, состоящая из соб-
ственной оболочки и жестко с ней соединенных по линиям контакта ре-
бер. Принимается, что напряженно-деформированное состояние оболочки 
можно полностью определить в рамках линейной теории упругих тонких 
оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа-Лява, а для расчета ребер 
применима теория криволинейных стержней Кирхгофа-Клебша. Система 
координат выбрана так, что координатные линии совпадают с линиями 
главных кривизн срединной поверхности оболочки. При этом предпола-
гается, что ребра размещены вдоль координатных линий, а их края, как и 
края обшивки, лежат в одной координатной плоскости. Кроме того, пред-
полагается, что все ребра образуют регулярную систему. Под регулярной 
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системой продольных и кольцевых ребер понимается такая система, в ко-
торой жесткости всех ребер, их взаимные расстояния равны, а расстояния 
от края оболочки до ближайшего к нему ребра равно расстоянию между 
ребрами 

Деформированное состояние обшивки может быть определено через 
три составляющих перемещений ее срединной поверхности ,u ϑ  и w . 
При этом углы поворота нормальных элементов 1 2,ϕ ϕ  относительно ко-
ординатных линий y  и x  выражаются через w  и ϑ  с помощью зависи-

мостей 
1 2,w w

x y R
ϑϕ ϕ  ∂ ∂= − = − + ∂ ∂ 

, где R −радиус срединной поверхности 

оболочки. 
Для описания деформированного состояния ребер, кроме трех со-

ставляющих перемещений центров тяжести их поперечных сечений 
( , ,j j ju wϑ  j − го поперечного стержня , ,i i iu wϑ  

i − го продольного 

стержня), необходимо определить также углы закручивания kpiϕ  и kpjϕ . 
Учитывая, что согласно принятым гипотезам имеет место постоян-

ство радиальных прогибов по высоте сечений, а также вытекающие из 
условий жесткого соединения ребер с оболочкой равенства соответст-
вующих углов закручивания, записываем следующие соотношения: 

1 2

1 2

( ) ( , ) ( , ); ( ) ( , ) ( , ); ( ) ( , );
( , ); ( ) ( , ).

i i i i i i i i i i

i i kpi i

u x u x y h x y x x y h x y w x w x y
x y x x y

ϕ ϑ ϑ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

= + = + =
= =

 

Здесь 10,5 ,i ih h H= +  h − толщина оболочки, 1
iH −  расстояние от 

осей i − го продольного стержня до поверхности оболочки, ix  и iy - ко-
ординаты линий сопряжения ребер с оболочкой, ,i kpiϕ ϕ −  углы поворота 
и закручивания поперечных сечений продольных стержней. 

Относительно внешних воздействий предполагается, что действую-
щие на ребристую оболочку поверхностные нагрузки со стороны жидко-
сти, могут быть сведены к составляющим ,x yq q  и ,zq  приложенным к 
срединной поверхности оболочки.  

Дифференциальные уравнения движения и естественные граничные 
условия для продольно подкрепленной, ортотропной, неоднородной ци-
линдрической оболочки с жидкостью получим на основе вариационного 
принципа Остроградского-Гамильтона. Для этого предварительно запи-
шем потенциальную и кинетическую энергии системы. 

 Для учета неоднородности по толщине цилиндрической оболочки 
будем исходить из трехмерного функционала. Существуют различные 
способы учета неоднородности материала оболочки. Один из них заклю-
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чается в том, что модуль Юнга и плотность материала оболочки прини-
маются функциями нормальной координаты :  

 Предполагается, что коэффициент Пуассона по-
стоянный. В этом случае функционал полной энергии цилиндрической 
оболочки имеет вид: 

                                               (1) 

 
Здесь 

11 12 12 22 66=b ( ) +b ( ) ;   =b ( ) +b (z)e ;  =b ( )x x y y x y xy xyz e z e z e z eσ σ σ
        

(2) 

; ; .x y xy
u w ue e e
x y R y x

ϑ ϑ∂ ∂ ∂ ∂= = + = +
∂ ∂ ∂ ∂                                 (3)  

где 

1
11

1 2

( )( ) ;
1
E zb z

ν ν
=

−


2

22
1 2

( ) ;
1
E zb

ν ν
=

−



 

2 1 1 2
12 66 12

1 2 1 2

( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ( )
1 1

E z E zb z b z G z G zν ν
ν ν ν ν

= = = =
− −

 

  
Учитывая (2) и (3) в (1), можно написать: 

                   (4) 

 

  

 
 Выражения для потенциальной энергии упругой деформации i − го про-
дольного ребера таковы [ ]10 : 

 

2 2 22 2 2
i

i2 2
0

1
2 x

L
крi i i

i i i i yi i zi i кр
u wП E F E J E J G J dx
x x x

ϕϑ ∂     ∂ ∂ ∂ = + + +       ∂ ∂ ∂ ∂       
∫   

       (5)

 

 Кинетический энергии i − го продольного ребера записывается в виде 
[ ]10 : 

2

1

22 2 2

iK
x

крi крii i i
i i

ix

Ju wF dx
t t t F t

ϕϑρ
 ∂ ∂ ∂ ∂      = + + +       ∂ ∂ ∂ ∂        

∫
                

 (6)  
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В выражениях (4) и (6) , , ,i zi yi kpiF J J J − площадь и моменты инерции по-
перечного сечения i − го продольного стержня соответственно относи-
тельно оси Oz  и оси, параллельной оси Oy  и проходящей через центр 

тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении; ,i iE G  - 
модули упругости и сдвига материала i − го продольного t −временная 
координата, iρ −  соответственно плотности материалов, из которых из-
готовлены i − й продольный стержень. 

Потенциальная энергия внешних поверхностных нагрузок, дейст-
вующих со стороны вязкой жидкости, приложенных к оболочке, опреде-
ляется как работа, совершаемая этими нагрузками при переводе системы 
из деформированного состояния в начальное недеформированное и пред-
ставляется в виде: 

( )
2

0
0 0

L

x y zA q u q q w dxdy
π

ϑ= − + +∫ ∫                     (7) 

Полная энергия системы равно сумме энергий упругих деформаций 
оболочки и поперечных ребер, а также потенциальных энергий всех 
внешних нагрузок, действующих со стороны вязкой жидкости: 

( )
1

0
1

k

i i
i

J V K A
=

= + Π + +∑                                   (8) 

Здесь  1k  - количество продольных ребер. 
Для описания движения жидкости выпишем линеаризованное урав-

нение Навье-Стокса : 

             (9) 

Здесь -динамический коэффициент вязкости, - плотность жидкости, 
давление в некоторой точке жидкости,  скорость звука, 

оператор Лапласа, вектор скорости точек жидкости. 
Выражение полной энергии системы (8) , уравнение движение жид-

кости (9) дополняются контактными условиями. На контактной поверх-
ности оболочка - жидкость соблюдается непрерывность нормальных и 
касательных скоростей и давлений   

, , .x y r
u w
t t t

ϑϑ ϑ ϑ∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂  

                        (10) 

, ,x rx y r zq q q pϕσ σ= − = − = −                      (11) 
Частотное уравнение ребристой неоднородной оболочки с протекающей 
жидкостью получены на основе принципа стационарности действия Ост-
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роградского-Гамильтона: 
0Wδ =                                              (12) 

где 
''

'

t

t

W Jdt= −∫  действие по Гамильтону, 't  и ''t  - заданные произволь-

ные моменты времени. 
Дополняя контактными условиями полной энергии системы (8), 

уравнения движения вязкой жидкости (9) приходим к задаче о собствен-
ных колебаниях продольно подкрепленной неоднородной ортотропной 
цилиндрической оболочки с вязкой жидкостью. Другими словами, задача 
о собственных колебаниях продольно подкрепленной неоднородной ор-
тотропной цилиндрической оболочки с вязкой жидкостью, сводится к со-
вместному интегрированию выражений для полной энергии системы (8), 
уравнение движение жидкости (9) при выполнении условий (10) и (11) на 
поверхности их контакта. 
 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
Уравнение для определения давления  имеет вид : 

 

                      (13) 

Считая что, функция  ограниченной, решение уравнения (13) предста-
вим в виде : 

1

cos sin sinmn tπθ ξ ω
ξ                         (14)

 

nJ - функции Бесселя первого рода порядка ,n  постоянная. 

Представляя  можно определить . 
Перемещение оболочки будем искать в виде: 

0 1 1

0 1 1

0 1 1

sin cos sin
cos sin sin
cos cos sin

u u n t
n t

w w n t

χξ θ ω
ϑ ϑ χξ θ ω

χξ θ ω

=
=
=

                                   (15) 

Здесь −ϑ 000 ,, wu неизвестные постоянные; −χ n, волновые числа в 
продольном и окружном направлениях соответственно. 

Используя (4)–(7) и (11) задача сводится к однородной системе ли-
нейных алгебраических уравнений третьего порядка 

( )0 0 01 2 3 0 1,2,3i i ia a a iu wϑ+ + = =                (16) 
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Элементы ( )1 2 3, , 1, 2,3i i ia a a i =  имеют громоздкий вид, поэтому 
здесь не приводятся. Нетривиальное решение системы линейных алгеб-
раических уравнений (16) возможно лишь в случае, когда −1ω корень ее 
определителя. Определение 1ω  сводится к трансцендентному уравнению, 
так как 1ω  входит в аргументы функции Бесселя: 

                         (17) 
Отметим что, в отличие от идеальной жидкости, в случае вязкой 

жидкости частот колебаний исследуемой системы является комплексны-
ми, причем, действительной части соответствует истинной частоты коле-
баний, а мнимой части характеризует затуханию по времени колебаний. 

 
ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

 Частотное уравнение (17) решено численно при следующих исход-

ных данных: 160 ;R мм=  9
26,67 10 ;i

нE
м

= ⋅  ;45,0 ммh =  800 ;L мм=  

37,8 / ;i г смρ = 11 12 22 6618,3 , 2,77 , 25,2 , 3,5b ГПа b ГПа b ГПа b ГПа= = = =

2 45,75 ; 19,9 ;j хjF мм I мм= = 0 1430 / ;a м сек= 10,1591 10 ;
2

iF
Rhπ

−= ⋅

. 6
3 0,5305 10

2
kp iI
R hπ

−= ⋅ ; 6
3 0,8289 10 ; 0,355.

2
yiI
R h

µ
π

−= ⋅ =   

Рассмотрены два вида законов изменений неоднородности: линейный - 

0iE (z) E 1i
z
h

α  = +     
   0(z) 1 z

h
ρ ρ α  = +       

и параболический - 

2

0iE (z) E 1i
z
h

α
  = +     

 
2

0(z) 1 z
h

ρ ρ α
  = +     

. Здесь 0iE ( 1,2)i = -

модуль Юнга, α -параметр неоднородности. Отметим что, при линейном 
законе изменение 1α < , при параболическом изменение α −  произвольная.  

Результаты счета представлены на рис.1. Pис. 1 иллюстрирует влия-
ние количества продольных ребер 1k  на параметры частоты частоты 

1Reω  колебаний рассмотренной системы. Видно, что с увеличением 1k  
параметры частоты 1Reω  колебаний системы сначала увеличиваются, а 
затем при определенном значении 1k  начинают уменьшаться. Это объяс-
няется тем что, с увеличением 1k  вес стержней увеличивается и это при-
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водит к существенному влиянию их инерционных свойств на процесс ко-
лебаний. Сравнения приведенных графиков показывают, что учет неод-
нородности приводит к снижению значений собственных частот колеба-
ний рассмотренной системы по сравнению собственных частот колебаний 
этой же системы, когда оболочка однородная. Отметим, что сплошными 
линями отвечают случаи невязкой жидкости, штриховыми линями соот-
ветствуют ньютоновской жидкости. 

 
 

  
 
 
  
 
  
 

  
 
 
  

 
 
Рис.1. Зависимость параметра частот от количества продольных ребер.  1- однородная 
оболочка, 2- линейный закон, 3- параболический закон 
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BOYUNA MÖHKƏMLƏNDİRİLMİŞ QEYRİ-BİRCİNS  
ORTOTROP SİLİNDRİK ÖRTÜYÜN ÖZLÜ MAYE İLƏ RƏQSLƏRİ 

 
М.Ö.YUSİFOV, R.B.VƏLİYEV, R.N.AĞAYEV 

 
XÜLASƏ 

 

Təqdim olunan məqalədə doğuranı boyu qabırğalarla möhkəmləndirilmiş qeyri-bircins 
ortotrop silindrik örtüyün özlü maye ilə rəqsləri tədqiq olunmuşdur. Hamilton-Octroqradskinin 
variyasiya prinsipindən istifadə edərək, doğuranı boyu qabırğalarla möhkəmləndirilmiş qeyri-
bircins ortotrop silindrik örtük- özlü maye sisteminin hərəkət tənlikləri sistemi alınmışdır. 
Örtüyün materialının Yunq modulunu və sıxlığını normal koordinatın funksiyası qəbul edərək, 
onun qalınlıq boyu qeyri-bircinsliyi nəzərə alınmışdır. Tezlik tənliyi qurulmuş və ədədi üsulla 
kökləri tapılmışdır. Hesablama prosesində qeyri-bircinslik funksiyasının xətti və parabolik 
qanun hallarına baxılmışdır. Xarakterik əyrilər qurulmuşdur.  

 
Açar sözlər: möhkəmləndirilmiş örtük, ortotrop örtük, variyasiya prinsipi,sərbəst rəqs, 

özlü-maye. 
 

OSCILLATIONS OF A PERMANENTLY REINFORCED HETEROGENEOUS 
ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL WITH A VISCOUS LIQUID 

 
М.O.YUSIFOV, R.B.VALIYEV, R.N.AGHAYEV 

 
SUMMARY 

 
The free oscillation of a longitudinally reinforced, orthotropic, non-uniform in thickness 

cylindrical shell contacting with a viscous liquid is investigated in the present paper. Using the 
variational principle of Hamilton-Ostrogradskii, systems of equations of motion of a 
longitudinally reinforced, orthotropic, non-uniform in thickness cylindrical shell contacting 
with a viscous liquid are constructed. The inhomogeneity of the shell material over the 
thickness is taken into account, assuming that the Young's modulus and the density of the shell 
material are functions of the normal coordinate. Frequency equations are constructed and 
numerically realized. In the calculation process, the linear and parabolic laws are adopted for 
the inhomogeneity function. Characteristic dependency curves are constructed. 

 
Key words: reinforced shell, orthotropic shell, variational principle, free oscillation, 

viscous liquid. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОДОГАЗОВОГО  
ВОЗДЕЙСТВИЯ НА ГАЗОКОНДЕНСАТНЫЙ ПЛАСТ  

НА ЗАВЕРШАЮЩЕЙ СТАДИИ РАЗРАБОТКИ 
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На базе трехфазной многокомпонентной модели фильтрации флюидов выполне-

но моделирование процесса вытеснения газоконденсатной смеси  водой с добавкой  га-
зовой фазы к ней,  позволяющего учитывать  все происходящие физико-химические 
процессы. На основе чего исследованы возможности повышения конденсатоотдачи 
пласта на завершающей стадии разработки с водогазовым воздействием.  

 

 
Ключевые слова: газоконденсатная смесь, нелинейная деформация, численное 

решение, метод прогонки 
 

Опыт разработки газоконденсатных месторождений свидетельству-
ет о существенном изменении продуктивности скважин в процессе их 
эксплуатации. В ходе эксплуатации газоконденсатных месторождений, 
коэффициенты продуктивности скважин иногда меняются в сторону их 
увеличения, в подавляющем же большинстве случаев разработка место-
рождений сопровождается значительным уменьшением коэффициента 
продуктивности.  

Снижение продуктивности скважин в процессе разработки газокон-
денсатных месторождений связано с проявлением различных геолого-
промысловых факторов. Основными из них являются: изменение состоя-
ния призабойных зон этих скважин, а именно, ухудшение фильтрационно 
- емкостных свойств коллектора в этой области пласта; осложнение в 
эксплуатации скважин из-за ухудшения технического состояния ствола 
скважин; накопление жидкости в стволе скважины вследствие изменения 
фазового состояния углеводородной смеси. 

В целях повышения компонентоотдачи газоконденсатных залежей 
разработан ряд технологий воздействия на  пласт [1-4 и др.]. В основу 
этих технологий заложена закачка в пласт различных агентов для под-
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держания пластового давления на уровне выше давления начала конден-
сации с целью уменьшения выпадения ретроградного конденсата или из-
влечения уже выпавшего конденсата из частично или полностью исто-
щенных залежей.  

Один из перспективных методов извлечения выпавшего в пласте уг-
леводородного конденсата является водогазовое воздействие, и он обос-
нован экспериментально на моделях пласта с естественной и искусствен-
ной пористой средой [5]. Так, проведенные в [5] исследования показал, 
что добавка газовой фазы в оптимальном объемном соотношении  к воде, 
вытесняющей конденсат, повышает его извлечение из карбонатных кер-
нов на 14-30% от начального содержания в модели пласта. В частности, 
для низкой конденсатонасыщенности (15-25%), характерной для газокон-
денсатных месторождений, коэффициент вытеснения при воздействии на 
углеводородный конденсат водой составили 6-14%, а оторочкой воды и 
газа  23-42%. 

Цель работы является моделирование водогазового воздействие на 
газоконденсатный пласт и на основе проведения технологических расче-
тов показателей разработки с учетом реальных условий залежи. 
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассмотрим задачу вытеснения ретроградного конденсата водой до-

бавка  ее газа в оптимальном объемном соотношении  горизонтального 
пласта. Принимаем, что в пласте размещаются добывающей и нагнета-
тельной скважины. На  нагнетательной скважине заданы количество за-
качиваемой водогазовой смеси в истощенный пласт, а добывающей сква-
жине - суммарный отбор по  трем фазам. По известным состояниям пла-
ста требуется определить технико-технологических показателей разра-
ботки в  режиме процесса вытеснения. 

Изотермическое течение трехфазной N  компонентной  смеси в по-
ристой среде описывается следующей системой дифференциальных 
уравнений, получаемых объединения уравнения неразрывности по каж-
дым компонентом трех фаз и обобщенного закона Дарси, при используя 
допущения о локальном термодинамическом равновесии фаз: 

( )[ ]+
∂
∂=














∇+∇+∇∇ i

г
i
гг

г

гг
ж

i
жж

ж

жж
вв

i
в

в

вв cm
t

pc
p
sfpc

p
sfpc

p
sfk ρρ

µ
ρ

µ
ρ

µ )(
)(

)(
)(

)(
)(  

),()(
1

νν
ν

ν δ yyxxtQ
n

i −−+ ∑
=

  Ni ,...,3,2,1=   Dyx ∈),( ,  ),0( Tt ∈ ,     (1) 

1
111

=== ∑∑∑
===

N

i

i
г

N

i

i
ж

N

i

i
в ccc , 1

1
=∑

=

N

i

ic , Ni ,...,3,2,1=  Dyx ∈),( ,  ),0( Tt ∈ ,    (2) 

где ρ , вρ , жρ , гρ - плотность смеси и водяной, жидкой(конденсат),  газо-
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вой фазы соответственно; ic , i
вc , i

жc  , i
гc - доля i -го компонента в смеси, 

водяной, жидкой (конденсат) и газовой фазе соответственно; m - порис-
тость; k -абсолютная проницаемость; вs , жs , гs - насыщенность фазой во-
дяной, жидкой (конденсат) и газовой соответственно; )( вв sf , )( жж sf , 

)( гг sf - относительная фазовая проницаемость водяной, жидкой (конден-
сат) и газовой фазы соответственно; )( pвµ , )( pжµ , )( pгµ - вязкость водя-
ной, жидкой(конденсат) и газовой фазы соответственно; вp , жp , гp -
давление в фазе водяной, жидкой(конденсат) и газовой соответственно;  

)(tQi
ν -массовая плотность по компоненту i ; n - число скважин; )(⋅δ -

функция Дирака; νx  и νy -соответственно, координаты скважины по 
осям абсцисс и ординат; ∇ - оператор Гамильтона; D - область фильтра-
ции; T - время разработки; t -время. 

Учитывались капиллярные силы и связь между давлениями в фазах 
выраженными через капиллярные давления на границах раздела углево-
дородов на жидкость-газ и вода-газ: 

сжггж ppp −=    свггв ppp −= , 
где −)( свгсжг pp капиллярное давление на контакте конденсат-газ (вода-
газ). 

В соответствие постановки задач система уравнений (1)-(2) замыка-
ется начальными и граничными условиями: 
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где xl и yl -соответственно длина и ширина пласта. 
Неизвестными в задаче (1)-(4) являются доли компонентов смеси 

),,( tyxci  и  давления ),,( tyxpг . Исключая из (1)-(4) давление в фазе во-
дяной вp  и жидкой жp , получим задачу относительно гp , ic . 
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При выполнении условия существования локального термодина-
мического равновесия система уравнений (5) замыкается следующими 
соотношениями: 
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где вг FF ,  -молярная доля газовой и водяной фазы в смеси. 
 Соотношение (9) описывающей свойства газообразной, жидкой и  
водяной фаз, т.е. плотности и вязкости флюидов, необходимые при реше-
нии задачи (5)-(8) и они определяются из следующей системы уравне-
ний[7,10]: 
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В системе (10) первое и второе N  уравнения описывают  соответ-
ственно условия термодинамического равновесия – равенство летучестей 
компонентов в сосуществующих газовой и жидкой, водяной и газовой 
фазах, а третьем N  уравнения и четвертом соотношение описывают со-
ответственно распределение компонентов смеси между фазами и уравне-
нием материального баланса для фаз системы.  
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Используя начальные данные давления ,p  температуры T и по 
компонентному составу смеси ic ( )Ni ,1= , из системы уравнений (10) 
можно определить мольные доли жF , гF , вF  и составы паровой i

гс  жид-

кой i
жс  и водяной ( )Niсi

в ,1=  фаз, на которые разделяется исходная смесь 
при заданных термобарических условиях. При этом,  летучесть компо-
нентов в жидкой, водяной и газовой фазах рассчитываются на основе из-
вестных термодинамических соотношений с использованием уравнений  
состояния фаз [6]. 

 Для решения системы уравнений (10) коэффициенты распределе-
ния i -го компонента между тремя фазами выбирается так[7]: 
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 Уравнения (13)-(15) являются уравнениями фазовых концентраций 
трехфазной системы. Замыкающие соотношения (2) и уравнения (13)-(15) 
позволяют определить молярные доли фаз и их состав при заданных зна-
чениях исходного состава iс  системы и коэффициентов распределения 

)1(
ik и )2(

ik . При этом, молярные доли фаз определяются из следующего 
уравнения 

135 



0
)()1(

)1(
1 )1()1(

)2(

)1(
)1(

)1(

1 =









+−+−

−= ∑
=

N

i
ii

i

i
вiж

i
i

kk
k
kFkF

kcη ,                                  (16) 

01
)()1(1 )1()1(

)2(

)1(
)1(

)2(

)1(

2 =−









+−+−

= ∑
=

N

i
ii

i

i
вiж

i

ii

kk
k
kFkF

k
kc

η  .                             (17) 

 Уравнения (16), (17) являются нелинейными относительно иско-
мых величин молярные доли фаз жF  и вF . Для решения системы (16), 
(17) линеаризуем входящие в нее уравнения, разложив функции 1η и 2η  в 
ряд Тейлора и ограничившись линейными членами разложения относи-
тельно жF∆ и вF∆ . Тогда, имеем 
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 Систему (16), (17) решают методом последовательных приближе-
ний в результате определения корней систем типа (18), уточняя значения 

жF , вF  рекуррентными соотношениями ж
j

ж
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до выполнения неравенств εη ≤1 , εη ≤2 , где ε -заданная точность ре-
шения системы (16), (17). 
 Предложенная вычислительная процедура позволяет моделировать 
параметры, входящие в задачу (5)-(8), которые характеризуют свойства 
газообразной, жидкой и  водяной фаз для текущего значения давления, 
состава и температуры. 
 

       КОНЕЧНО-РАЗНОСТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ЗАДАЧИ (1)-(4) 
Для решения  начальной краевой задачи (5)-(8), уравнение (5) при-

ведем к следующему виду: 
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Уравнение сохранения массы всей смеси можно получить сумми-
рованием уравнений системы (19) по всем i : 

( ) ( ) ( ) ),()(
1

νν
ν

ν δϕρλ yyxxtQm
t

p
n

г −−+∇+
∂
∂=∇∇ ∑

=

, ,,...,3,2,1 Ni =

Dyx ∈),( , ),0( Tt ∈ ,                 (20) 
  где 

)
)(
)(

)(
)(

)(
)(( г

г

гг
ж

ж

жж
в

в

вв

p
sf

p
sf

p
sfk ρ

µ
ρ

µ
ρ

µ
λ ++= , сжввсжгж pp ∇+∇= λλϕ ,

∑
=

=
N

i

i tQtQ
1

)()( νν . 
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 Суммируя (20) и (21) получаем следующие системы уравнений от-
носительно концентраций компонентов в смеси и давления в газовой фазе  
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которая эквивалентна системе (5)-(6). 
 Применяя к уравнению (23) неявную схему, а к уравнению (22)  
явную схему, получаем 

    +











−
−

−
−
−

∆ −

+
−

+
+
−

+

++
++

+

1

1
,1

1
,1

,21

1

1
,

1
,11

,21
1

ee

n
jeг

n
jeгn

je
ee

n
jгe

n
jeгn

je
e xx

pp
xx
pp

x
λλ  

=











−
−

−
−
−

∆
+

−

+
−

+
+

−

+

++
++

+

1

1
1,

1
,1

21,

1

1
,

1
1,1

21,
1

jj

n
jгe

n
jгen

je
jj

n
jeг

n
jeгn

je
j yy

pp
yy
pp

y
λλ  

137 



+
∆
−

+
∆
−

+
∆
−

=
+++

)( ,
1
,

,
,

1
,

,
,

1
,

,, τ
ρ

τ
ρ

τ
ρ

n
jгe

n
jгen

jгe

n
jжe

n
jжen

jжe

n
jвe

n
jвen

jвe
n

je

ssssss
m  

+
∆
−

′+
∆
−

′+
++

τ
ρ

τ
ρ

n
jгe

n
jгen

jжe
n

jжe

n
jгe

n
jгen

jвe
n

jвe
n

je

pp
s

pp
sm ,

1
,

,,
,

1
,

,,, (  

  +
∆
−

′+
∆
−

′−
∆
−

′+
+++

)() ,
1

,
,,

,
1

,
,,,

,
1
,

,, τ
ρ

τ
ρ

τ
ρ

n
jсжгe

n
jсжгen

jжe
n

jжe

n
jсвгe

n
jсвгen

jвe
n

jвe
n

je

n
jгe

n
jгen

jгe
n

jгe

pp
s

pp
sm

pp
s  

∑
=

++ +−
∆

+−
∆

+
n

n
je

n
je

n
je

j

n
je

n
je

e

Q
yx 1

,,1,,,1 )(1)(1
ν

νϕϕϕϕ ,                           (24) 

+

















−
−

−
−
−

∆
∆+=

−

+
−

+
+
−

+

++
++

+
+

1

1
,1

1
,1

,21
1

1
,

1
,11

,21
,,

,
1

,
1

ee

n
jeг

n
jeгn

je
ee

n
jгe

n
jeгn

je
e

n
je

n
je

in
je

in
je xx

pp
xx
pp

xm
cc λλ

ρ
τ

 

−











−
−

−
−
−

∆
+

−

+
−

+
+

−
+

++
++

+
1

1
1,

1
,1

21,
1

1
,

1
1,1

21,
1

jj

n
jгe

n
jгen

je
jj

n
jeг

n
jeгn

je
j yy

pp
yy
pp

y
λλ  

−

















−
−

−
−
−

∆
−

−

+
−

+
+
−

+

++
++

+

1

1
,1

1
,1

,21

1

1
,

1
,11

,21,
1

ee

n
jeг

n
jeгn

je
ee

n
jгe

n
jeгn

je
e

in
je xx

pp
xx
pp

x
c λλ  

+

















−
−

−
−
−

∆
−

−

+
−

+
+

−

+

++
++

+

1

1
1,

1
,1

21,

1

1
,

1
1,1

21,
1

jj

n
jгe

n
jгen

je
jj

n
jeг

n
jeгn

je
j yy

pp
yy
pp

y
λλ  

−












+−
∆

+−
∆

+ ∑
=

++

n
n

je
n

je
n

je
j

n
je

n
je

e

in
je Q

yx
c

1
,,1,,,1, )(1)(1

ν
νϕϕϕϕ  

−











−
−

−
−
−

∆
−

−

−
−

+

+
+

1

,1,
,21

1

,,1
,21

1

ee

n
jeсжг

n
jeсжгn

jжe
ee

n
jсжгe

n
jeсжгn

jжe
e xx

pp
xx
pp

x
λλ  

−











−
−

−
−
−

∆
−

−

−
−

+

+
+

1

1,,
2/1,

1

,1,
2/1,

1

jj

n
jeсжг

n
jeсжгn

jжe
jj

n
jсжгe

n
jeсжгn

jжe
j yy

pp
yy
pp

y
λλ  

−











−
−

−
−
−

∆
−

−

−
−

+

+
+

1

,1,
,21

1

,,1
,21

1

ee

n
jeсжг

n
jeсжвn

jжe
ee

n
jсжвe

n
jeсжвn

jвe
e xx

pp
xx
pp

x
λλ  



−












−
−

−
−
−

∆
− ∑

=−

−
−

+

+
+

n
in

je
jj

n
jeсжв

n
jeсжвn

jжe
jj

n
jсжвe

n
jeсжвn

jвe
j

Q
yy
pp

yy
pp

y 1
,

1

1,,
2/1,

1

,1,
2/1,

1
ν

νλλ ,       (25) 

где           
,tyx ωωωω ⋅⋅=

{ },,1,,,0;,0, 1110 −+− =≤≤==== xiiixNxex NexxxlxxNex
x

ω  
{ },,1,,,0;,0, 1110 −+− =≤≤==== yjjjyNyjy NjyyylyyNjy

y
ω

138 



{ },,0,...,2,1,0, 10 nnnt tttnnt ≥==∆== +τω  

2121 2
1

++ ∆+= eee xxx , eee xxx −=∆ ++ 121 , xNe ,1= , ,021 =∆x  

,0211
=∆ +xNx 1

1
+= xx NN , 

2121 2
1

++ ∆+= jjj yyy , jjj yyy −=∆ ++ 121 , yNj ,1= , ,021 =∆y  

,0211
=∆ +yNy 1

1
+= yy NN , 

( ),
2
1

2121 −+ ∆+∆=∆ eee xxx xNe ,0= , ,01 =x
11 xN lx

x
= , ( ),

2
1

2121 −+ ∆+∆=∆ jjj yyy  

yNj ,0= , ,01 =y yN ly
y

=
1

. 
 Дискретные аналоги начальных и граничных условий (7),(8) при-
нимают вид 

),(),,( 0
0
,0

0
, je

ii
jejeгjгe yxccyxpp == , yx NjNe ≤≤≤≤ 0,0( ,     (26) 

       ;,,, 1,,0,1,
1

,1,,0,1
n

Neг
n

Neг
n
eг

n
гe

n
jNг

n
jNг

n
jг

n
jг yyxx

pppppppp −− ====  

,...)1,0;0(;,...)1,0;0( =≤≤=≤≤ nNenNj xy ,          (27) 
Система уравнений (24)-(27) является нелинейной относительно 

неизвестных 1
,

+n
jeгp  )1,1( yx NjNe ≤≤≤≤ . Для решения системы по давле-

нию использован итерационный поточечный метод Якоби, а по концен-
трации компонентов в смеси 1

,
+in
jec  - метод Эйлера [8]. 
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QAZ-KONDENSAT LAYLARININ İŞLƏNMƏSİNİN YEKUN MƏRHƏLƏSİNDƏ 
QAZ-SU TƏSİRİNİN ƏDƏDİ MODELLƏŞDİRİLMƏSİ 

 
M.S.XƏLİLOV, X.A.FEYZULLAYEV  

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə bir-biri ilə əlaqəli qaz-kondensat laylarının eyni quyu ilə istismarı prosesinin  

texniki-texnoloji göstəricilərinin proqnozlaşdırılmasının hesablama alqoritmi işlənilmişdir. 
Qaz-kondensat sisteminin süzülmə tənlikləri və onu tamamlayan başlanğıc və sərhəd 
şərtləri, fazaların hal tənliyi və onun diferensial tükənmə prosesini ifadə edən diferensial 
tənliklər sistemi həll edilmişdir.  

 
Açar sözlər: Qaz-kondensat qarışıgı, qeyr-xətti deformasiya,ədədi həll, qovma üsulu 

 
MODELLING OF WATER GAS IMPACT ON GAS-CONDENSATE  

LAYER ON THE LAST STAGES OF DEVELOPMENT  
 

M.S.KHALILOV, Kh.A.FEYZULLAYEV  
 

SUMMARY 
 

On the basis of three-phase multicomponent model of the filtration of fluids, modeling 
of the process of the replacement of gas-condensate mix by water with an additive of a gas 
phase to her allowing to consider all happening physical and chemical processes is executed.  

 
Key words: Gaz-condensate mixture, variation problem, pressure, porosity, permeability 
 
Поступила в редакцию: 04.04.2018 г. 
Подписано к печати: 28.06.2018 г. 
 

140 



BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№2     Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası   2018 

 
 

FİZİKA 
 

UDK 541.8, 539.199 
 

MAYELƏRDƏ ÖZ-ÖZÜNƏ DİFFUZİYANIN TƏBİƏTİ 
 

E.Ə.EYVAZOV*, E.Ə.MƏSİMOV**, A.B.İBRAHİMLİ*,  
G.Q.MİRZƏYEVA*, S.Ş.QURBANOV* 
*Azərbaycan Dövlət Pedaqoji Universiteti 

**Bakı Dövlət Universiteti 
Aygunibrahimli@yahoo.com 

 
Geniş ədəbiyyat materialları əsasında  bəsit mayelərdə öz-özünə diffuziya mexanizmləri 

və onların müvafiq təcrübi nəticələrlə birgə araşdırılması aparılmışdır. Müəyyən olunmuşdur 
ki, mövcud diffuziya mexanizmlərinin heç biri ayrılıqda geniş temperatur intervalında təcrübə 
ilə qənaətbəxş  uzlaşmır. Ehtimal olunur ki, bu uyğunsuzluq mayelərin dinamik quruluşa malik 
olması ilə bağlıdır. 

Ayrı-ayrı temperatur intervallarında fiziki baxımdan məqbul hesab edilə bilən diffuziya 
mexanizminin götürülməsi daha məqsədəuyğundur. 

 
Açar sözlər: bəsit maye, öz-özünə diffuziya. 

 
 Mayelərdə köçürmə hadisələrinin baş vermə mexanizminin aşkarlanma-
sı kondensə olunmuş hallar fizikasının aktul məsələlərindəndir. Bu sahədə 
çoxsaylı nəzəri və təcrübi tədqiqatların olmasına baxmayaraq, köçürmə hadisə-
lərinin, o cümlədən diffuziyanın, mexanizminə dair, ümumən qəbul olunmuş 
vahid bir yanaşma mövcud deyil [1-6]. 
 Mayelərin molekulyar quruluşunun mürəkkəbliyi statistik metodları ön 
plana çəkir. Lakin statistik metoda əsaslanan nəzəriyyələr bir sıra çatışmazlığa 
malikdir. Bu, ilk növbədə, əksər statistik nəzəriyyələrin maye hissəcikləri ara-
sında qarşılıqlı təsirin mərkəzi və qoşa-additiv olmasına əsaslanması ilə bağlı-
dır. Reallıqda isə molekullararası qarşılıqlı təsirin daha mürəkkəb olması statis-
tik nəzəriyyələrin yalnız hipotetik-sadə mayelərə tətbiq olunmasını mümkün 
edir. 
 Müxtəlif nəzəri yanaşmaların təcrübə ilə uyğunluğunu yoxlamaq məq-
sədilə adətən normal mayelər (məsələn: təsirsiz qaz mayeləri, yaxud da maye 
metal) nəzərdən keçirilir. 
 Hazırkı tədqiqat işində maye metallarda öz-özünə diffuziya hadisəsinə 
dair bir neçə mexanizmlər araşdırılır və onların müvafiq təcrübi nəticələrlə 
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müqayisəli təhlili verilir. Fikir aydınlığı üçün əvvəlcə öz-özünə diffuziya 
mexanizmlərini mahiyyətcə nəzərdən keçirək. 

 
Diffuziya aktivləşmə mexanizmi 

 Mayelərin atomar (molekulyar) quruluşunun rentgen şüaları vasitəsilə 
təhlilinə əsaslanaraq XX əsrin 20-ci illərində belə bir yanaşma irəli sürülmüş-
dür ki, quruluş baxımından mayelər qazlara nisbətən bərk cisimlərə daha ya-
xındır. Bu model ümumilikdə "kristallabənzər", yaxud da "kvazikristallik" mo-
del adlanır. Müxtəlif müəlliflər tərəfindən kvazikristallik modelin fərqli va-
riantları təklif olunmuşdur. Köçürmə hadisələrinə kvazikristallik model ilk dəfə 
Y.İ.Frenkel [1] və Q.Eyrinq [2] tərəfindən tətbiq edilmişdir. Frenkel nəzəriy-
yəsində fərz olunur ki, sadə mayelərdə atomların istilik hərəkəti onların tarazlıq 
vəziyyəti ətrafında müəyyən müddət rəqs etməsi və sonradan aktivləşmə 
enerjisi qazanaraq kvazikristalın tutulmamış (vakant) düyün nöqtəsinə sıçrayış 
etməsindən ibarətdir. (Xatırladaq ki, düyünlərin atomlar tərəfindən tutulmayan 
boş yeri bərk cisimlərdə "vakansiya", mövcudluğu ehtimal olunan kvazikristal-
lik quruluşlu mayelərdə isə "deşik" adlanır). Bu tərzdə yanaşmaya adətən, 
mayenin “deşik modeli” deyilir. Deşikdə atomun tarazlıqda yerləşmə müddəti 
(oturaqlıq müddəti) Frenkel nəzəriyyəsində 

𝜏 = 𝜏0𝑒𝑥𝑝
�𝑈0 𝑘𝑇� �                                           (1) 

ifadəsi ilə verilir. Burada 𝑈0 -aktivləşmə enerjisidir və o, atomun yerləşdiyi 
potensial vəziyyəti tərk etməsi, yəni müvafiq potensial çuxurdan "çıxması" 
üçün lazım olan enerji ilə deşiyin yaranması üçün tələb olunan enerjinin 
cəmindən ibarətdir; 𝜏0 -atomun tarazlıq vəziyyəti ətrafında rəqs periodudur. 
 Deşik modelində diffuziya atomun iki bilavasitə qonşu tarazlıq və-
ziyyəti arasındakı məsafəyə bərabər 𝛿 qədər məsafədə yerləşən, qonşu deşiyə 
sıçrayış etməsidir. Təbiidir ki, sonlu zaman kəsiyində deyilən keçidlərin sayı, 
praktiki olaraq sonsuzdur və proses (diffuziya) bütovlükdə broun hərəkətinə 
bənzər baş verir. Frenkel broun hərəkəti üçün məlum olan Eynşteyn 𝐷 = 𝛿2

6𝜏
  

ifadəsindən və (1)-dən sadə mayelərdə öz-özünə diffuziya əmsalının ifadəsini 
aşağıdakı kimi müəyyən etmişdir. 

𝐷 = 𝛿2

6𝜏0
∙ 𝑒𝑥𝑝 �− 𝑈0

𝑘𝑇
�                                            (2) 

Fərz etsək ki, bir mol maye nəzərdən keçirilir və U=const-dır, onda 
aktivləşmə enerjisi 𝑈 = 𝑁𝐴 ∙ 𝑈0  olar. 𝑁𝐴-Avoqadro ədədidir. Son deyiləni 

nəzərə almaqla (2)-dən öz-özünə diffuziya əmsalı 
𝐷 = 𝛿2

6𝜏0
∙ 𝑒𝑥𝑝 �− 𝑈

𝑅𝑇
� = 𝐷0 ∙ 𝑒𝑥𝑝 �−

𝑈
𝑅𝑇
�                            (3) 

olar. (3)-də 
𝐷0 = � 𝛿

2

6𝜏0
�                                                    (4) 

142 



 (3) kvazikristallik yaxınlaşmada sadə (bəsit) bircins mayelər üçün öz-
özünə diffuziya əmsalının ümumi ifadəsidir. Göründüyü kimi, deşik modeli 
çərçivəsində diffuziya aktivasion, yəni aktivləşmə enerjisi tələb edən prosesdir. 
Yuxarıda qeyd etdik ki, bu prosesin baş verməsi üçün atomun yerləşdiyi 
potensial çuxurdan ~𝛿 qədər məsafədə boş (tutulmamış) deşik olmalıdır. Digər 
tərəfdən, deşiyin yaranma enerjisi fiziki baxımdan daxili buxarlanma enerjisi 
tərtibində olduğundan öz-özünə diffuziya prosesinin aktivləşmə enerjisi ato-
mun buxarlanma istiliyinə (∆𝐻) yaxın olmalıdır. Lakin təcrübi nəticələrə görə 
diffuziyanın aktivləşmə enerjisi təqribən 10 dəfə buxarlanma istiliyindən 
kiçikdir. Bir neçə maye metallar üçün müvafiq münasibət cədvəldə verilmişdir. 
 

Cədvəl 
Bəzi maye metallar üçün aktivləşmə enerjisi (U)  

və buxarlanma istiliyi (∆𝑯)[7] 
Maye 

Energetik 
kəmiyyətlər 

 
K 

 
Ag 

 
Pb 

 
Cu 

 
Ga 

∆𝑯, 𝒌𝒌𝒂𝒍
𝒎𝒐𝒍

 18.5 60.7 42.8 72.8 70.7 

U, 𝒌𝒌𝒂𝒍
𝒎𝒐𝒍

 2.5 8.1 4.4 9.7 1.1 

(𝑼/∆𝑯) ∙ 𝟏𝟎−𝟏 1.35 1.33 1.03 1.33 0.16 

 
 Cədvəldən göründüyü kimi, buxarlanma istiliyi (∆𝐻) ilə aktivləşmə 
enerjisi (U) arasında güman edilən korrelyasiya müşahidə edilmir və (𝑈/∆𝐻) 
nisbəti vahiddən ciddi fərqlidir. 
 Kvazikristallik yaxınlaşma çərçivəsində aparılan bütün nəzəri tədqiqat-
lar öz-özünə diffuziya əmsalı üçün (3)-ə analoji eksponensial asılılığa gətirir. 
Bu asılılıq aktivləşmə enerjisini qiymətləndirməyə imkan vermir. Belə ki, 
D=D(T) asılılığının eksponensial olduğu qəbul edildikdə aktivləşmə enerjisi 
diffuziya əmsalının 𝑙𝑛𝐷 = 𝑓 �1

𝑇
� koordinatlarında müvafiq düz xəttin bucaq 

əmsalına uyğun gələr. Lakin çoxsaylı maye metallarda aparılan araşdırmalar 
göstəriri ki, kvazikristallik yaxınlaşmanın nəticəsi olaraq müəyyən olunan (3) 
ifadəsi nisbətən kiçik (dar) temperatur intervallarında yararlıdır. Misal olaraq 
maye ribidiumda öz-özünə diffuziya əmsalının temperatur asılılığı şəkildə 
verilmişdir. Göründüyü kimi, 𝑙𝑛𝐷 = 𝑓 �1

𝑇
� koordinatlarında düzxətlilik yalnız 

kiçik temperatur intervalında müşahidə olunur. Bu isə baxılan yaxınlaşmanın 
əsasında duran "deşik modelinin" geniş temperatur intervalları üçün yaramadı-
ğını göstərir. 
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Maye metallarda ion keçiriciliyinin təcrübi tədqiqi göstərir ki, metal və 
ərintilərin bərk fazaları üçün səciyyəvi olan mütləq elektrikdaşınma hadisəsi 
bəsit maye metallarda müşahidə olunmur. Bu ciddi təcrübi dəlil diffuziyanın 
aktivləşmə (yaxud vakansion) modelinin maye metallar üçün yararsızlığına 
dəlalət edir [7].  

Mayelərin deşik nəzəriyyəsinin bir sıra müsbət cəhətlərinə baxmayaraq 
bu nəzəriyyə kobud yaxınlaşmadır. Belə ki, elektron hesablama maşınları va-
sitəsilə mayelərdə zərrəciklərin (atom, yaxud molekulların) hərəkət trayektori-
yasının tədqiqi göstərir ki, hissəciklərin sıçrayışlı hərəkəti, yəni hər bir sıçrayış 
anından sonra trayektoriyanın “qırılması” (sönməsi), nəticədə isə sonlu zaman 
fasiləsinə uyğun hərəkət trayektoriyası bir-birinə nəzərən ixtiyari düzlənmiş 
düz xətt parçaları toplumundan deyil, rəvan, mürəkkəb formalı əyri xətdən 
ibarət olur [9]. Bu isə maye hissəciklərinin sıçrayışlarla hərəkət etmədiyinə 
dəlalət edir. Son deyilən mayedə aktivləşmiş halın olması, (mümkünlüyü) haq-
qında danışmağı, hissəciyin hərəkəti üçün aktivləşmə enerjisinin tələb olunma-
sını söyləməyi əsassız edir. Təbiidir ki, belə olduqda mayedə aktivləşməyə uy-
ğun və əsas hallar eyniyyət təşkil edir. Lakin güclü assosiasiya olunmuş ma-
yelərdə, əsasən kovalent rabitənin təsiri üzündən, hissəciklər öz aralarında 
müəyyən fəza quruluşlu tor təşkil etdiklərindən maye hissəciklərinin diffuzi-
yası üçün aydındır ki, bir neçə kovalent rabitə qırılmalı- hissəcik “azad” ol-
malıdır ki, o, hərəkət edə bilsin. Sadə mayelərdə aktivasiya enerjisi tələb 
olunmayan diffuziya fiziki baxımdan qəbulolunandır. Apriori olaraq gözləmək 
olar ki, mayenin kvazikristallik (deşik) modeli metalın ərimə temperaturuna 
yaxın nisbətən “aşağı” temperaturlarda çox ehtimallıdır. Yüksək temperaturda 
kvazikristallik “adacıqlar”-sahələr dayanıqsız olduğundan, təklənmiş atomların 

1 

2 

3 

4 

0 1 2 3 0.5 1.5 2.5 

 

 

 
 

 

𝒍𝒏𝑫 ∙ 𝟏𝟎𝟗,
𝒎𝟐

𝒔𝒂𝒏
 

𝟏𝟎𝟑

𝑻
,𝑲−𝟏 

Şək. Maye ribidiumda öz-özünə diffuziya   
                 əmsalının temperatur asılılığı [8] 
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miqdarı artacaq və onlar arasında enerjinin ciddi qeyri-bərabər paylanması ya-
ranacaq. Son deyilən isə, mayenin daxilində mikroskopik həcmlərdə sıxlıq qra-
dientinin, nəticə etibarı ilə mikroboşluqların yaranmasına səbəb olacaq. Mikro-
boşluqların mayenin həcmində paylanması, bütövlükdə, ehtimal xarakterlidir. 
Təbiidir ki, boşluqların varlığı diffuziya prosesinə təsir etməlidir. Bu məsələ 
öz-özünə diffuziyanın fluktuasiya modelini aktual edir. 
 

Diffuziyanın fluktuasiya modeli 
Öz-özünə diffuziyanın fluktuasiya modelinin əsasında mayedə sıxlıq 

fluktuasiyalarının varlığı üzündən diffuziya edən atomun sıçrayışlarla deyil, 
arasıkəsilmədən hərəkət etməsi durur [4]. Fərz olunur ki, diffuziya, atomların 
sıxlıq fluktuasiyası nəticəsində yaranan mikroskopik boşluqlar üzrə aktivləşmə 
enerjisi tələb etmədən, arasıkəsilməz hərəkəti nəticəsində baş verir. Şərh edilən 
mənzərə adətən, öz-özünə diffuziyanın fluktuasiya modeli adlanır. Bu modelə 
əsasən diffuziya əmsalı 

𝐷 = 𝑎𝑇2                                              (5) 
ifadəsi ilə verilir. Burada 

𝑎 = 𝑍2𝑁𝑘2

3𝛼ℎ∆𝐻∙𝑑2
 –dır.                                       (6) 

 (6)-da Z-koordinasiya ədədi, k-Bolsman sabiti, N-Avaqadro ədədi, ∆𝐻-
bir mol mayenin buxarlanma istiliyi, h-Plank sabiti və 𝛼-isə potensial enerji 
əyrisinin əyrilik radiusudur. 
 Göründüyü kimi öz-özünə diffuziya əmsalı temperaturun artması ilə 
fluktuasiya modelinə əsasən (5)-ə müvafiq olaraq- kvadratik qanunla, aktivləş-
mə (deşik) modelinə əsasən isə (3) eksponensial qanunu üzrə artmalıdır. Bu 
qanunauyğunluqlar bir-birindən ciddi fərqlidir. Öz-özünə diffuziyanın qeyd 
olunan nəzəriyyələri dəfələrlə təcrübi nəticələrlə müqayisəli araşdırılmışdır. (3) 
və (5) ifadələri vasitəsi ilə diffuziya əmsalının mütləq qiymətini nəzəri olaraq 
hesablamaq mümkün olmadığından, müqayisəli təhlil yalnız diffuziya əmsalı 
üçün təcrübədən alınan nəticələrin temperatur asılılığının (3), yaxud da (5) 
ifadəsinə uyğun olub-olmaması ilə məhdudlanır. Adətən təcrübədə D(T) 
asılılığı 𝑇 ≤ 600℃ temperatur oblastında tədqiq olunur. Belə nisbətən aşağı 
temperaturlarda isə öz-özünə diffuziya əmsalının təyinində buraxılan təcrübə 
xətası çərçivəsində təcrübi nəticələri (3) və eləcə də (5) asılılıqlarının hər biri 
ilə təsvir etmək mümkündür. 
 Geniş temperatur intervalında aparılan təcrübələr də göstərir ki, D(T) 
asılılığı bütövlükdə (3) və (5) qanunauyğunluqların heç biri ilə təsvir olunmur. 
Bu isə o deməkdir ki, diffuziya əmsalının temperatur asılılığına əsaslanaraq 
diffuziya mexanizmi haqqında birqiymətli fikir yürütmək mümkün deyil. 
 Mayelərdə öz-özünə diffuziyaya digər bir baxış hidrodinamik fluktua-
siya yanaşmasıdır. Bu modelin mahiyyətini nəzərdən keçirək. 
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 Diffuziyanın hidrodinamik fluktuasiya modeli 
 Bu modelə əsasən öz-özünə diffuziya maye atomlarının eyni zamanda 
iki fərqli hərəkəti nəticəsində baş verir. Onlardan biri atomların öz ətrafına 
nəzərən fərdi yerdəyişməsi, digəri isə istilik hidrodinamik fluktuasiya sahə-
sində atomların öz ətrafı ilə birgə dreyf xarakterli kollektiv yerdəyişməsidir. 
Nəticədə öz-özünə diffuziya əmsalı iki əmsalın cəmi kimi təyin olunur: 

𝐷 = 𝐷𝑓 + 𝐷𝑘                                            (7) 
burada 𝐷𝑓-maye atomlarının fərdi yerdəyişməsinə uyğun, 𝐷𝑘-isə bir neçə 
atomlardan ibarət qrupun istilik hidrodinamik fluktuasiya sahəsində təsadüfi 
xarakterli dreyf hərəkətinə uyğun öz-özünə diffuziya əmsalıdır. Araşdırılan 
model nəzəri olaraq [5]-də şərh edilir və göstərilir ki,  

𝐷𝑘 = 𝑘𝑇
16𝜋𝜂√𝜏𝑟𝜈

                                           (8) 
burada η və ν uyğun olaraq mayenin dinamik və kinematik özlülüyü, 𝜏𝑟-isə 
özlü gərginliyin relaksasiya müddətidir.  
 (8)-dən göründüyü kimi, atomların kollektiv yerdəyişməsinin öz-özünə 
diffuziyada rolu temperaturun yüksəlməsi ilə artmalıdır. Lakin relaksasiya 
müddəti 𝜏𝑟 məlum olmadığından deyilən əlavəni (8) vasitəsilə qiymət-
ləndirmək mümkün deyil. 
 Oxşar çətinliklər digər diffuziya mexanizmlərinin nəzəriyyə ilə müqayi-
səsində də mövcuddur. Məsələn, fluktuasiya nəzəriyyəsinə görə öz-özünə dif-
fuziya əmsalı (5) ifadəsi ilə verilir. Lakin bu ifadəyə daxil olan Z,  ∆𝐻 və α kə-
miyyətləri istər nəzəri və istərsə də təcrübi olaraq qiymətləndirilə bilinmədiyin-
dən (5) qanunauyğunluğunu kəmiyyət baxımından yoxlamaq mümkün deyil.  
 Bəsit mayelərdə öz-özünə diffuziyaya dair yuxarıda verilən şərh belə 
qənaətə gəlməyə əsas verir ki, maye aqreqat halının mövcud olduğu temperatur 
intervalında heç bir model ayrılıqda qənaətbəxş hesab edilə bilinməz. Lakin 
kiçik temperatur intervalında isə bu və ya digər model təcrübi nəticələri qənaət-
bəxş əks etdirir. Ümumilikdə, əsas prinsipial çətinlik ilk növbədə, mayelərin 
quruluşunun dinamik olmasıdır: temperaturun hər bir qiymətinə, molekulyar 
baxımdan bir koordinasiya uyğun gəlir; Mayelər üçün koordinasiya ədədi (Z) 
və koordinasiya sferası ciddi fluktuasiyaya uğrayan ortalanmış xarakteristika-
lardır. Birinci və ikinci koordinasiya sferaları üçün fluktuasiya, uyğun olaraq, 
20% və 10%-dir. Bununla yanaşı, koordinasiya ədədi eyni zamanda tempera-
turdan da asılıdır [7].  
 Mayelərin fiziki xassələrinin tədqiqində statistik-mexanika, kompüter 
modelləşdirilməsi, molekulyar dinamika və s. metodlardan da geniş istifadə 
olunur [2]. Bir çox hallarda köçürmə hadisələrinin bu metodlarla [3.4] ümumi 
qanunauyğunluqları müvafiq təcrübi nəticələrlə qənaətbəxş uzlaşsa da, mole-
kulların fərdi hərəkəti və bir-birilə qarşılıqlı təsirini təsvir etmək mümkün 
olmur. 
 Beləliklə, hazırkı tədqiqatda bəsit mayelərdə öz-özünə diffuziya hadisə-
sinin bir sıra mexanizmləri araşdırılmış və belə qənaətə gəlinmişdir ki, qay-
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nama və ərimə temperaturları arası geniş intervalda diffuziya hadisəsini bir 
mexanizmlə təsvir etmək mümkün deyil: ixtiyari temperaturda öz-özünə 
diffuziya bir neçə mexanizmin birgə iştirakı ilə yaranır: 
 Prinsipial çətinlik mayenin dinamik molekulyar quruluşa malik olması, 
yəni quruluşun temperaturla əsaslı dəyişməsi ilə bağlıdır. 
 

ƏDƏBİYYAT 
1. Френкель Я.И. Кинетическая теория жидкостей. М.-Л., 1945, 360с. 
2. Eyring J. Chem. Phys., 1936, 4, 283p. 
3. Марч Н., Тоси М. Движение атомов жидкости. Пер. с англ. М.: Металлургия, 1980, 

296 с. 
4. Белашенко Д.К. Компьютерное моделирование жидких и аморфных веществ. 

МИСИС, М., 2005. 
5.Фишер И.З. Статистическая теория жидкостей. М., 1989, 370 c.  
6. Де Бур. Теория жидкого состояния. УФН. 1986, c.127-150.  
7. Харьков Е.И., Лысов В.И., Федоров В.Е. Физика жидких металлов. К.: Высшая школа, 

1979, 248 с.  
8. Эйвазов Э.А., Масимов Э.А. и др. Вестник Бакинского Университета,  сер. Физ.-мат. 

наук,  №4, 2015, с.144-151. 
9. Белащенко Д. К. Компьютерное моделирование жидких металлов. УФН, 2013, 183:12, 

1281–1322 
 

ПРИРОДА САМОДИФФУЗИИ В ЖИДКОСТЯХ 
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РЕЗЮМЕ 

 
Основываясь на обширные литературы анализированы  основные механизмы са-

модиффузии в простых жидкостях и  их сопоставления с соответствующими опытными 
данными. 

Установлено, что самодиффузия в простых жидкостях в относительно широком 
температурном интервале обусловлена не одним, а несколькими механизмами.  

 
Ключевые слова: простая жидкость, самодиффузия 
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SUMMARY 
 

Based on extensive literary data, the basic mechanisms of self-diffusion in simple 
liquids and their corroboration with relevant experimental data have been analyzed. 

It is established that self-diffusion in simple liquids in a relatively wide temperature 
range is due not to one but to several mechanisms. 
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Методами молекулярной механики и квантово-химических расчетов исследовано 

пространственное и электронное строение гипотензивных трипептидов IPP, VPP и  
LPP. Гипотензивные трипептиды IPP, VPP и LPP действуют как ингибиторы ангио-
тензин-превращающего фермента (АПФ). В результате расчетов были определены 
величины энергетических вкладов внутримолекулярных межостаточных взаимодей-
ствий в низкоэнергетических конформационных состояниях молекул. На основе полу-
ченных результатов были определены энергетические и электронные характеристики  
оптимальных пространственных структур молекул трипептидов IPP, VPP и LPP. 
Конформационный анализ трипептидов позволил выявить природу сил, стабилизирую-
щих предпочтительную пространственную структуру молекул.  

 
Ключевые слова: гипотензивные пептиды, ангиотензин-превращающий фер-

мент, ингибиторы, конформация 
 
        Исследование пространственного и электронного строения биологи-
чески активных природных пептидов позволяет определить структурные 
критерии, необходимые для их функционирования и может способство-
вать созданию более эффективных лекарственных препаратов. Электрон-
ная структура пептидной молекулы, неполярные радикалы, является клю-
чом для продуктивного пептид-рецепторного взаимодействия. Простран-
ственное и электронное строение молекулы тесно взаимосвязаны: при 
изменении положения ядра меняется  электронное строения. Замещение 
одних атомных групп на другие меняет электронное распределение и 
геометрические параметры, в результате меняется характер взаимодейст-
вия и функциональные свойства молекулы. Флуктуации отдельных атом-
ных групп в пределах пептидной молекулы в зависимости от заряда, 
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электростатического поля или конформационного изменения играют 
важную роль в определении структуры и связывающих свойств молеку-
лы.  
       Лактотрипептиды Ile-Pro-Pro (IPP), Val-Pro-Pro (VPP) и Leu-Pro-Pro 
(LPP) вырабатываются пробиотиками  Lactobacillus helveticus  или явля-
ются продуктами распада казеина и обладают гипотензивным эффектом 
[1-3]. IPP, VPP и LPP являются ингибиторами  ангиотензин-превращаю-
щего фермента (АПФ). Ингибиторы АПФ снижают давление за счет сни-
жения общего периферического сосудистого сопротивления.  Применяют 
их для получения продукта, снижающего артериальную жесткость, и для 
получения продукта, улучшающего эластичность кровеносных сосудов. 
Было показано, что они обладают также способностями к связыванию 
опиоидного рецептора и антимикробными свойствами. Получают их из 
казеина или казеинсодержащего исходного сырья. Для улучшения эла-
стичности артериальных сосудов индивидууму вводят продукт, вклю-
чающий Ile-Pro-Pro, Val-Pro-Pro и/или Leu-Pro-Pro, с применением ука-
занных биологически активных пептидов. В настоящее время доказано, 
что указанные пептиды способны нормализовать эндотелиальные функ-
ции, улучшая эластичность кровеносных сосудов и противодействовать 
жесткости артерий [4-5]. Эндотелиальная дисфункция играет значитель-
ную роль в определении жесткости или эластичности кровеносных сосу-
дов, что, в свою очередь, весьма важно при многих тяжелых заболевани-
ях, например, ишемической болезни сердца, артериосклерозе, стенокар-
дии, тромбозе коронарных артерий и хроническом  заболевании легких. 
Следовательно, способность повышать эластичность кровеносных сосу-
дов является особенно важным свойством гипотензивных трипептидов. 
Тем самым определение особенностей пространственной и электронной 
структуры  гипотензивных трипептидных молекул может способствовать 
целенаправленному поиску эффективных аналогов  молекул в качестве 
лекарственных препаратов для  стимулирования или блокирования кон-
кретного физиологического воздействия в лечении ряда сердечно-
сосудистых заболеваний. С этой целью в данной работе были исследова-
ны пространственное и электронное строение гипотензивных трипептид-
ных молекул IPP, VPP и LPP методами молекулярной механики и кванто-
во-химических расчетов (АМ1). 
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Рис.1. Структуры гипотензивных трипептидов IPP, VPP и LPP. 

 
МЕТОДЫ РАСЧЕТА 

В данном исследовании используется классификация пептидных 
структур и потенциальные функции расчетной схемы полуэмпирического 
конформационного анализа и их параметризация описана в работах 
[6,7,8]. При обсуждении  результатов расчета была использована приня-
тая классификация  пептидных структур- шейпы, формы основной цепи и 
конформации, где шейп е -развернутая форма пептидной цепи, f- сверну-
тая форма. Конформационное состояние  каждого остатка определялось 
значениями двугранных углов  ϕ, ψ и ω  основной  цепи, которые нахо-
дятся в низкоэнергетических областях стерической карты: R (ϕ, ψ = -
1800 ÷ 00), B(ϕ=-1800 ÷ 00,ψ= 00 ÷ 1800), L(ϕ,ψ=00 ÷ 1800) и P(ϕ=00 ÷ 1800, 
ψ=-1800 ÷ 00). Используемая система потенциальных функций  описана и 
применена  в работах [6,7,8]. Отсчет двугранных углов вращения  ϕ, ψ , ω 
и χi проведен согласно общепринятой номенклатуре IUPAC-IUB [8].      
Расчет стабильных конформаций  пептидов проводился с помощью про-
граммы [10]. Электронное строение  молекул трипептидов изучалось с 
помощью полуэмпирического метода квантовой химии АМ1, позволяю-
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щего количественно оценить суммарное влияние структурных изменений 
на распределение электронной плотности молекулы в целом и в любой ее 
части. Расчеты электронной структуры проводились с использованием 
комплекса сервисных программ HyperСhem v. 8.0 [11], позволяющего 
проводить квантово-химические расчеты молекул методом АМ1. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ 
       Определение пространственного строения гипотензивных трипеп-
тидных молекул IPP, VPP и LPP проводилось путем минимизации потен-
циальной энергии выбранных конформационных состояний, исходя из 
особенностей, составляющих их аминокислотных остатков. При состав-
лении структурных вариантов трипептидов ориентации боковых цепей 
остатков брались с учетом возможных межостаточных взаимодействий, 
образуемых данными остатками в конформационных состояниях. Как 
видно из рисунка 1 этот пептид состоит из шести остатков, двое из кото-
рых остатки пролина (Pro). Остатки пролина, как известно [12], обладают 
конформационным своеобразием, благодаря циклическому строению ос-
новной цепи. Остатки пролина ограничивают конформационные возмож-
ности предыдущего остатка, для которого реализуется только В форма 
основной цепи. В данных трипептидах имеются два сопряженных остат-
ков пролина, которые ограничивают конформационные возможности 
предыдущих остатков. Поэтому для рассматриваемых трипептидов сте-
рически допустим только один структурный тип: ee и одна форма основ-
ной цепи ВВВ.  В результате минимизации энергии составленных струк-
турных вариантов были найдены низкоэнергетические конформации три-
пептидных молекул IPP, VPP и LPP. 

 
Таблица 1 

Энергетические параметры внутримолекулярных 
взаимодействий в стабильных конформациях молекул  

IPP, VPP и LPP 
№ Пептид Конформация Энергетические вклады, ккал/моль 

Eнев Eэл Eторс Eполн Eотн 
1. IPP B12BB -2.9 -4.2 1.7 -5.4 0 
2. IPP B22BB -2.4 -4.0 1.6 -4.9 0.5 
3. IPP B32BB 1.8 -3.9 1.5 -0.7 4.7 
1. VPP B1BB -0.6 -2.9 1.2 -2.3 0.6 
2. VPP B2BB -1.3 -2.8 1.0 -3.1 0 
3. VPP B3BB 0.2 -3.0 1.9 -0.9 2.2 
1. LPP B12BB -3.2 -4.0 3.6 -3.7 3.2 
2. LPP B21BB -4.7 -3.6 1.4 -6.9 0 
3. LPP B32BB -3.0 -3.9 1.2 -5.7 1.2 
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Для каждой из рассчитанных конформаций определены вклады всех 
видов энергий внутримолекулярных взаимодействия трипептидов. В таб-
лице 1 приведены энергетические параметры  трех стабильных конфор-
маций каждого из трипептидов. Как следует из таблицы 1 , в  интервал 
относительной энергии 0-5 ккал/моль входят конформации одного струк-
турного типа трипептида. Как оказалось все низкоэнергетические кон-
формации трипептидов формируют  бета-изгиб пептидного остова моле-
кулы. Эти конформации отличаются в основном энергией электростати-
ческих и дисперсионных взаимодействий, т.е. в конечном счете, плотно-
стью упаковки пептидной цепи. Практически самые низкоэнергетические 
конформации трипептидов отличаются конформационной и структурной 
особенностью первого аминокислотного остатка. Структурный анализ 
трипептидов позволяет сделать заключение, что благодаря наличию двух 
сопряженных остатков пролина молекулы трипептидов обладают сущест-
венной конформационной ограниченностью.  Наблюдается существенная 
дифференциация по ориентации боковой цепи первого остатка, поскольку 
из всех четырех возможных для трипептида шейпов для исследуемых мо-
лекул реализуется только один ee шейп. Самой низкоэнергетической 
структурой трипептида IPP является B12BB конформация.  Эта конформа-
ция превосходит следующую по  стабильности конформацию B22BB лишь 
на 0,5 ккал/моль. Такая структура, благодаря изгибу пептидной цепи дву-
мя остатками пролина, характеризуется образованием эффективных ди-, и 
трипептидных межостаточных взаимодействий.  

        
 Таблица 2 

Величины двугранных углов (град) аминокислотных остатков  моле-
кул  IPP, VPP и LPP в низкоэнергетических конформациях    

 I -  B12 BB   (Eотн = 0.0 ккал/моль), II – B2 BB   (Eотн = 0.0 ккал/моль),   
III – B2 1 BB   (Eотн = 0.0 ккал/моль)  

Остаток Конфор-
мация 

Основная цепь Боковая цепь 
ϕ ψ ω χ1 χ2 χ3 χ4 

Ile1, 
Val1, 
Leu1 

I 
II 
III 

-180 
-166 
-176 

150 
117 
98 

186 
    181 
    173 

59 
180 
174 

188 
185 
58 

170 
177 
178 

185 
- 
174 

Pro2 I 
II 
III 

-60 
   -60 
   -60 

163 
   160 
    162 

177 
178 
177 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

 - 
 - 
 - 

    - 
   - 
   - 

Pro3 I 
II 
III 

-60 
-60 
-60 

140 
139 
142 

180 
180 
180 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

     - 
     - 
     - 

 
В таблице 2. представлены величины двугранных углов (град) ами-

нокислотных остатков  молекул  IPP, VPP и LPP в низкоэнергетичес-
ких конформациях,      
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Энергетически предпочтительной структурой для трипептида VPP 
оказалась конформация B2BB. К тому же все низкоэнергетические кон-
формации формируют изгиб пептидного остова. Для трипептида LPP са-
мой низкоэнергетической оказалась B21BB конформация.  В предпочти-
тельной конформации этого трипептида все остатки  вовлечены в эффек-
тивные взаимодействия. Образование системы невалентных и электро-
статических взаимодействий между пептидными звеньями цепи придает 
изгибной структуре особую прочность Проекции энергетически  предпоч-
тительной изгибной конформации  молекул трипептидов представлены на 
рисунке 2. Низкоэнергетические конформации трипептидов отличаются в 
основном энергией дисперсионных  и электростатических взаимодействий, 
т.е. в конечном счете, плотностью упаковки пептидной цепи. Практически 
самые низкоэнергетические конформации трипептидов отличаются друг 
от друга  положением N-концевого остатка. Расчет конформаций гипо-
тензивных трипептидов позволяет сделать заключение, что молекулы об-
ладают существенной конформационной ограниченностью.  

 
Таблица 3  

Электронные характеристики в энергетически предпочтительной 
конформации молекул IPP, VPP и LPP 

Пептид 
 
 

Полная 
энергия 

 Э
не

рг
ия

 
св

яз
ы

ва
ни

я 

Энергия  
изолированных  

атомов 

Э
ле

кт
ро

нн
ая

  
эн

ер
ги

я Энергия  
взаимодействия  

остовов 

Суммарный  
дипольный  

момент 
(Debay) 

IPP 
VPP 
 LPP 

-152870.6 
-147437.2 
-152895.1 

-13911.0 
-13148.0 
-13935.7 

-138959.5 
-134289.2 
-138959.5 

-877991.7 
-820626.1 
-891353.5 

725121.1 
673188.8 
738458.4 

3.9 
3.7 
4.1 

 
При расчете электронной структуры молекул трипептидов суммар-

ный заряд системы брался равным нулю, для  каждого трипептида IPP  и 
LPP учитывалось 130 электронов, количество заселенных уровней 65 и 
исходное число орбиталей – 119, для VPP учитывалось 124 электронов, 
количество заселенных уровней 62 и исходное число орбиталей – 113, На 
рисунке 3 приведены распределение электронной плотности (б)  в энерге-
тически предпочтительной конформации каждого из трипептидов. Расче-
ты показывают высокую электронную плотность вблизи атомов кислоро-
да карбонильной группы, расположенной в пептидной цепи  между двумя 
остатками Pro и самые большие отрицательные заряды в трех трипепти-
дах сконцентрированы  на атомах кислорода данной карбонильной груп-
пы и атомах азота аминогруппы. По всей видимости  наличие в трипепти-
дах высокозаряженных пептидных групп может играть существенную 
роль в их реакционной способности, т.е. биологической активности. 
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(а) 

 
(б) 
 

 
(в) 
   Рис. 2. Проекции энергетически  предпочтительной конформации  молекул IPP(а), 
VPP(б) и LPP (в) и  соответствующая  им электронная структура. 
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В таблице 3 приведены электронные характеристики и величины 
дипольного момента энергетически  предпочтительной конформации со-
ответствующей молекул трипептидов. Анализ зарядовых характеристик и 
электронной плотности на атомах пептидных групп молекул трипептидов 
позволяет сделать вывод, что большей электронодонорной способностью 
обладают атомы кислорода карбонильной группы по сравнению с ее дру-
гими атомами, т.е. наличие высокозаряженных пептидных групп играет 
существенную роль в  реакционной способности молекулы. В настоящее 
время известно, что если в молекуле пептида отсутствуют другие коорди-
национно-активные заместители, то в качестве акцептора  протона при 
образовании комплексов выступает карбонильный кислород. Связь С=О 
пептидной группы является эффективным акцептором протонов, обладает 
высокой химической активностью и способностью к образованию меж-
молекулярных комплексов. Сравнение рассчитанных величин дипольных 
моментов трех исследуемых молекул, согласно таблицы 3, показывает, 
что более высоким дипольным моментом обладает молекула трипептида 
LPP, а меньшее значение у трипептида VPP , что вероятно связано с раз-
личиями природного строения боковой цепи N-концевого остатка. 

Таким образом, результаты конформационного анализа трех гипо-
тензивных трипептидов  IPP, VPP и LPP выявили для них одинаковую 
форму пептидного остова низкоэнергетических структур. Расчет показал, 
что данные структурно похожие трипептиды формируют практически 
идентичные пространственные конформации, различающиеся лишь ори-
ентацией боковой цепи первого остатка. Полученные величины энергети-
ческих и электронных параметров наиболее стабильных конформаций 
трипептидов дают представление о предпочтительной пространственной 
структуре молекул. Предполагается, что среди рассчитанных низкоэнер-
гетических структур находится биологически активная конформация 
трипептидов, способная связываться с рецептором.  
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HİPOTENSİV TRİPEPTİD MOLEKULLARININ KONFORMASİYA ANALİZİ  
VƏ ELEKTRON QURULUŞUNUN KVANT-KİMYƏVİ HESABLANMASI 

 
G.Ə.AĞAYEVA, Ü.T.AĞAYEVA, N.M.QOCAYEV  

 
XÜLASƏ 

 
Molekulyar mexanika və kvant–kimyəvi hesablama üsullar vasitəsilə İPP, VPP və LPP 

hipotensiv tripeptid molekullarının fəza və elektron quruluşları tədqiq olunmuşdur. İPP, VPP 
və LPP hipotensiv tripeptid molekulları angiotenzin konvertasiya fermentinin (AKF) 
inhibitotları kimi təsir göstərirlər. Molekulların konformasiya tədqiqi ayrı-ayrı monopeptidlərin 
aşağıenerjili konformasiyaları əsasında aparılmışdır. Hesablamalar nətəcəsində molekulların 
daxilində əmələ gələn qalıqlar arası qarşılıqlı təsirlərin enerji payları müəyyən edilmışdir. 
Alınan nəticələr əsasında tripeptidlərin bütün enerji və elektron xaraktristikaları müəyyən 
edilmışdir. Molekulların nəzəri konformasiya analizi enerji cəhətdən ən əlverişli beta-dönmə 
quruluşlu konformasiyanı stabilləşdirən qüvvələrin təbiətini və enerji paylarının aşkar 
olunmasına imkan verir.  

 
Açar sözlər: hipotensiv peptidlər, angiotenzin-konvertasiya fermenti, inhibitorlar, 

konformasiya 
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CONFORMATIONAL ANALYSIS AND QUANTUM-CHEMICAL CALCULATIONS 
OF THE ELECTRONIC STRUCTURE OF HYPOTENSIVE TRIPEPTIDES 

 
G.A.AGHAYEVA, U.T.AGHAYEVA, N.M.GODJAYEV 

 
SUMMARY 

 
By means of molecular mechanics and quantum-chemical calculations have been 

investigated the spatial and electronic structures of IPP ,VPP and LPP hypotensive tripeptide 
molecules. IPP ,VPP and LPP hypotensive tripeptides  act as angiotensin-converting enzyme 
ACE inhibitors in vitro. The conformational study of the molecules was carried out on the 
basis of the  low-energy conformations of its monopeptides. The calculation shows the values 
of all intermolecular interactions between residues of optimal conformations in molecules. On 
the basis of the obtained results have been determined the energy and electronic characteristics 
of hypotensive tripeptides. Theoretical conformational analysis permits to reveal the nature of 
the forces, stabilizing the preferable beta-turn structure of the molecules.   

 
Key words: hipotensive peptides, angiotensin-converting enzyme, inhibitors, 

conformation 
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İşdə Si Günəş elementlərinin (GE) elektrofiziki xassələrini tədqiq etmək məqsədilə Al-
Ni /(n+ ) – Si kontaktının diod xarakteristikaları və omik xassələri öyrənilmişdir. Diod 
xarakteristikaları düşən şüalanmanın müxtəlif güc və temperaturlarda tədqiqi Günəş 
elemenrinin elektrofiziki parametrlərinə təsirini müəyyən etməyə imkan verir.  

 
Açar sözlər: Günəş elementi, p – n keçid, potensial çəpərin hündürlüyü, faydalı iş 

əmsalı 
 

Müasir dövrdə enerji sərfiyatına olan ehtiyacın artması nəticəsində ənə-
nəvi enerji mənbələrinin tədricən tükənməsinə gətirib çıxarır. Bu baxımdan da 
yeni enerji mənbəyi kimi Günəş elementlərinin tədqiqinə təlabatın artımını 
meydana gətirir. Günəş elementlərinin tükənməz enerji mənbəyi olan Günəş 
enerjisini birbaşa elektrik enerjisinə çevirmə qabiliyyətinə malik olması, bu 
elementlərin perspektiv olmasını daha da genişləndirir. Bundan əlavə belə ele-
mentlərin yüksək çevirmə əmsalına malik olması, faktiki olaraq ətraf mühiti 
çirkləndirmədən, onların istismarı zamanı kiçik güclərdə, gücün sabit olmasını 
təmin edir. Belə üstünlüklərin olması, yeni Günəş elementlərinin konstruksi-
yasına və onların tədqiq olunmasını gündəmə gətirir.  

İşdə Şottki baryeri əsasında  hazırlanmış Günəş elementi tədqiq olun-
muşdur. Element hazırlanarkən onun konstruksiyasında p – tip silisiumdan və 
alüminium – nikel ərintisindən istifadə olunmuşdur. Elementin sahəsi 2,7 sm2 
olmuşdur. 

Günəş elementlərinin (G E) əsas fotoelektrik parametrlərinə yrımkeçiri-
cinin optik və elektrofiziki xassələri təsir edir. Yalnız dərindən təhlil etməklə 
müəyyən etmək olar ki, Günəş elementlərinin konstruksiyasının işlənib hazır-
lanmasında kifayət qədər yüksək səmərəliliyə malik olan elementlərin alınma-
masının səbəbləri nə ilə əlaqədardır. Bunun üçün onun əsas xarakteristikalarını 
öyrənmək lazımdır ki, bu da itkilərin baş vermə səbəblərini başa düşməyə 
imkan verər.   
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 Sənayedə istesal olunan Günəş elemetlərinin içərisində ən geniş yayılanı 
monokristal silisiumdur. Buna səbəb kimi silisiumun səth rekombinasiya sürə-
tinin kiçik olması, zonalararası keçidlərin düznə keçid olmaması və udulma 
sərhədinin daha səlist olması, udulan kvantların sayının artmasına imkan verir. 
Bu isə öz növbəsində Günəş elementinin qalınlığı artdıqca elektron – deşik 
cütlüyünün artmasına səbəb olur. Adətən yarımkeçiricilərdə udulma əmsalını 
müqaisə etdikdə, qiymətli materiallara qənaət baxımından düzünə keçidə malık 
olan yarımkeçiricilərə, cəp keçidə  malik olan yarımkeçiricilərə nisbətən daha 
çox üstünlük verilir. Lakin təcrübələr göstərir ki, yarımkeçiricilərin möhkəm-
liyinin aşağı olması səbəbindən nazik günəş elementləri hazırlamaq qeyri-
mümkün olur. Bu səbəbdən də Günəş elementləri hazırlanarkən əsas material 
olaraq silisiumdan istifadə edilir. 

Müxtəlif tip keçiriciliyə malik iki yarımkeçiricinin, həmçinin metal ilə 
yarımkeçiricinin toxunma sahəsində baş verən fiziki proseslərin öyrənilməsi 
sənaye elektronikasının müxtəlif sahələrində tətbiqini tapan bir sıra yarımke-
çirici cihazların yaradılmasına gətirib çıxarır. Yarımkeçiricinin kontakt ətrafı 
təbəqəsinin maraqlı xassələrindən biri kontaktın işıqlandırılması zamanı poten-
sial çəpərin hündürlüyünün dəyişməsidir. Bu hadisə əsasında müxtəlif opto-
elektron cihazlar, xüsusi halda fotoelektrik çeviriciləri yaradılır. Fotogenerasi-
ya və diod rejimində fotoeffekt nəzəriyyəsi işlənmişdir. Müxtəlif fotoelektrik 
çeviricilərinin yaradılmasına və tətbiqinə çoxlu sayda işlər həsr olunub. 

Tədqiq olunan Günəş elementinin elektro – fiziki parametrlərinə şüalan-
manın və temperaturun təsirini izləmək məqsədilə düşən şüalanmanın müxtəlif 
güclərində və geniş temperatur intervalında diod xarakteristikası tədqiq 
olunmuşdur. 

Ölcmədən əvvəl Günəş elementinə omik kontakt olaraq Al80Ni20 amorf 
xəlitəli metaldan istifadə olunub. Kontaktın omik olmasını yoxlamaq məqsədi-
lə, hər iki istiqamətdə çıxarlanVolt – Amper xarakteristikası  düz xətt olmuş-
dur. Bu da Günəş elementinə vurulan kontaktın omik kontakt olmasını göstərir. 
Kontaktın omikliyini müəyyənləşdirdikdən sonra onu tədqiq etmək üçün yıgıl-
mış qurğuya birləşdirilmişdlr. Tədqiq olunan günəş elementlərinin fotoener-
getik parametrlərini təyin edərkən [1.4] işində təsvir olunan üsullardan istifadə 
olunmuşdir. İşiq mənbəyi etalon Günəş elementinin köməyilə dərəcələnmişdir, 
neytral filtrlərin istifadəsi isə GE – nin üzərinə düşən şüalanmanın gücünü 0 ÷ 

2100
sm
mVt  intervalında dəyişməyə imkan verir. 

 Diod xarakteristikalarını tədqiq etmək məqsədilə Günəş elementi 
elektrik dövrəsinə adi yarımkeçirici diod kimi qoşulub, Günəş elementinə 
sürüşmə gərginliyi  verilərək, əks və düzünə istiqamətdə VAX-ı çıxarılmışdır. 
Bu zaman VAX ölçmələrinin hər bir tsikli düşən şüalanmanın verilmiş gü-
cündə aparılmışdır. Təcrübənin bu cür qoyuluşu GE-nin bir sıra elektrofiziki 
parametrlərini (Ф0 – doyma cərəyanının sıxlığı , Rş – şuntlayıcı müqaviməti və 
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n – qeyri-ideallıq əmsalı) təyin etməyə imkan vermişdir. Nəticədə şüalanmanın 
müəyyən gücündə cərəyan daşınmasında diffuziya və ya generasiya – rekom-
binasiya mexanizminin üstünlük təşkil etməşi haqqında mühakimə yürütmək 
olar. Nəticə etibarilə işıqlanmanın cərəyan daşınma mexanizminə təsirini təsdiq 
və ya inkar etmək imkanı yaranır. 
 Qaranlıq VAX-dan təyin olunmuş əksinə doyma cərəyanı Ф0= 5,97·10-

7 A olmuşdur. Qeyri-ideallıq əmsalı n praktik olaraq şüalanmanın gücündən 
asılı olmur. Bu fakt sübut edir ki, cərəyan daşınma mexanizmi tədqiq olunan 
şüalanma intervalında dəyişməz qalır və onun  əmsalı n ~ 1,79 olmuşdur. Onda 
belə bir nəticəyə gəlmək olar ki, cərəyan daşınması mexanizmində hər iki 
mexanizm iştirak edir, yəni həm diffuziya, həm də generasiya – rekombinasiya 
mexanizmi öz payını verır. Axırıncı mexanizmin olması və ya üstünlük təşkil 
etməsi p – n keçidində müxtəlif aşqar səviyyələrin olması ilə əlaqədardır. Bu 
səviyyələrdən əsasən qeyri-əsas yükdaşıyıcıların şüalanması rekombinasiyası 
baş verir və Q doldurma əmsalı aşağı düşür. Q doldurma əmsalının böyük 
olmayan qiyməti GE-nin faydalı iş əmsalını məhdudlaşdıran əsas amillərdən 
biridir.   
 Məlumdur ki, GE-ri hazırlanma müddətində, həm də Günəş batareya-
larının  istismarı zamanı onlar daim temperatur təsirinə məruz qalır. Bundan 
əlavə yarımkeçricilər və onların əsasında hazırlanmış cihazların tədqiqi zamanı 
temperaturun təsirindən bir alət kimi istifadə edərək, düzünə istiqamətdə cərə-
yanın temperatur asılılığının meylinə görə verilmiş gərginlikdə Ea aktivləşmə 
enerjisinin qiyməti təyin olunmuşdur. Ea-nı bilmək, əvvəla, verilmiş kontakt 
strukturunda cərəyan daşınması mexanizmini təyin etmək, ikiincisi isə, p – n 
keçiddən bu və digər cərəyan daşınması mexanizminin üstüniük təşkil etməsi 
haqqında mühakimə yürütmək olar. VAX-da cərəyan daşınması mexanizmi 
dəqiq ifadə olunan hissəsindən cərəyanın temperatur asılılığını götürməyə 
diqqət yetirmək lazımdlr. 
 Düzünə VAX –ın meylindən təyin olunmuş Ea aktivləşmə enerjisi Ea = 
0,69 eV tərtibindən müəyənləşdiyindən belə bir  nəticəyə gəlmək olar ki, p– n 
keçidindən yükdaşıyıcıların daşınmasında həm rekombinasiya, həm də diffuzi-
ya cərəyan daşınması mexanizmləri iştirak edir. Bu zaman rekombinasiya top-
lananı çox kiçik olduğundan cərəyan daşınması mexanizmində diffuziyanın 
payı əsas olur. 
 Əks istiqamətdə VAX-ın meylindən (şəkil 1) təyin olunmuş Ea aktiv-
ləşmə enerjisinin qiyməti Ea = 0,72eV təşkil edir və  bu onu sübut edir ki, p – n 
keçidindən yükdaşıyıcıların daşınmasında həm rekombinasiya (generasiya) , 
həm də diffuziya mexanizmi iştirak edir. 
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Şək. 1. Al – Ni (Si – n+ - p – p+)  Günəş 
              elementinin əks qaranlıq cərəyanının      
              temperaturdan  asılılığı. 
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Şək. 2. Qeyri-ideallıq əmsalının    
              temperaturdan asılılığı. 
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Səkil 2-dən göründüyi kimi temperatur artdıqca, n əmsalı kiçilir. Ədə-
biyyatdan məlumdur ki, [1- 3], aşağı temperaturlarda cərəyan daşınması mexa-
nizmində generasiya – rekombinasiya mexanizmi üstünlük təşkil edir, tempe-
ratur artdıqca onun müəyən bir qiymətində diffuziya mexanizmi üstünlük təşkil 
edir. Yuxarıda deyilənləri nəzərə alaraq aydın olur ki, niyə temperatur 80 K-
dan 350 K-ya qədər artdıqda n xeyli aşağı düşür və yalnız 310K-ya çatdıqda 
azalma sürəti xeyli azalır və tədricən sabit qiymətə yaxınlaşır. 

Beləliklə, GE-nin səmərəliliyini artırmaq üçün Q doldurma əmsalının 
aşağı düşməsi səbəblərini müəyyən edərək onu məqsədyönlü şəkildə korrektə 
etmək üçün üsullar axtarmaq lazımdır.  
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ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ НА ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 

СОЛНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ НА ОСНОВЕ SI 
 

М.Н.АГАЕВ,  В.Г.САФАРОВ,  Г.М.САДЫХЗАДЕ, R.Ф.MEХТИEВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

С целью исследования электрофизических свойств кремниевых солнечных 
элементов (с.э), в работе изучены диодные характеристики и омические свойства 
контакта AlNi(n+) – Si. Диодные характеристики исследованы при различных мощностях 
падающего излучения, а также температуры, что позволило проследить за влиянием 
освещенности на электрофизические параметры исследуемых кремниевых С.Э.  

 
Ключевые слова: солнечные элементы,  р - п переход, высоты потенциального   

барьера,  коэффициент полезного действия 
  

 
 

162 
 



 
 
 

EFFECT OF TEMPERATURE ON THE ELECTOPHYSICAL  
PROPERTIES OF SOLAR CELLS BASED ON SI 

 
                M.N.AGHAYEV, V.G.SAFAROV, G.M.SADIKHZADE, R.F.MEHDİYEV  

 
SUMMARY 

 
In this paper the diode characteristics and ohmic properties of AlNi (n +) -Si contacts 

have been studied in order to study the electrophysical properties of silicon solar cells (SC). 
Diode characteristics of SC were investigated at various powers of the incident radiation and 
temperature, which made it possible to follow the influence of illumination on the 
electrophysical parameters of the investigated silicon SC. 
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Ulduz atmosferləri modellərinin hesablanması nəzəri astrofizikanın inkişaf etmiş 

sahəsidir. Atmosfer modellərinin hesablanması metodikası şərh olunur.Ulduz atmosferlərinin 
modellərini hesablamaq üçün şüa köçürmə, hidrostatik tarazlıq, şüa tarazlığı tənlikləri birgə 
həll olunur.Termodinamik tarazlıq halında ionlaşma hallarına görə atomların paylanması 
Saxa düsturu, həyəcanlanma hallarına görə atomların paylanması isə Bolsman düsturu ilə 
verilir.  

Model hesablamalarında örtük effektin, konveksiyanın, kimyəvi tərkibin variasiyasının 
təsiri məsələləri geniş şərh olunur. Bir çox atmosfer modellri haqqında məlumat verilir. 

Kuruçun modelləri əsasında A-F spektral sinifli ulduzların atmosferlərinin tədqiqinin 
əsas nəticələri şərh olunur. 

 
Açar sözlər: ulduzlar, atmosfer modelləri  

 
1.Əsas müddəalar 

Ulduzlarda və bütün astronomik obyektlərdə fiziki şərait haqqında 
məlumat, onların müşahidəçiyə çatan şüalanmasından alınır. Məlumdur ki, 
ulduzların şüalanması onların mərkəzində termonüvə reaksiyaları hesabına 
qamma-kvantlar şəklində yaranır. Bu kvantlar ulduzun daxili qatlarından keçə-
rək udulma, yenidən şüalanma və səpilmə nəticəsində çevrilir və ulduzun sət-
hindən çıxır. Bu zaman aşkar olunur ki, çıxan şüalanmanın tezliklərə görə pay-
lanması əsasən ulduz atmosferi adlanan ulduzun ən yuxarı qatlarında təyin olu-
nur. Odur ki, hələ keçən əsrin başlanğıcından nəzəriyyəçilər ulduz atmosferin-
də şüalanmanın köçürülməsi və atmosferin quruluşu məsələsinə diqqət yetirir. 

İlk vaxtlar belə qəbul olunmuşdur ki, ulduz atmosferi iki qatdan ibarət-
dir: kəsilməz spektrin yarandığı oblast və spektral xətlərin yarandığı oblast. 
Əvvəllər belə hesab edilmişdir ki, bu oblastlarda fiziki şərait dərinlikdən asılı 
deyil. Sonralar isə aşkar edilmişdir ki, bu mülahizə  həqiqətə tamamilə  uyğun 
deyil və astrofiziklər ulduz atmosferlərinin modellərini hesablamağa başladılar. 
Hal-hazırda atmosfer modelləri üsulu ulduzların fundamental parametrlərinin 
təyininin əsas üsuludur.Ulduz atmosferləri şüalanma sahəsində yerləşən maddə 
- plazmadan (qismən və ya tamamilə ionlaşmış qaz) ibarətdir.  
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Ulduz atmosferlərinin modellərini hesablamaq üçün aşağıdakı əsas tən-
liklər birgə həll olunur: 

Şüa köçürmə tənliyi 
𝜇 𝑑𝐼ν
𝑑𝑥

= −𝜒ν𝐼ν + 𝜂ν ,  𝜇 = 𝑐𝑜𝑠𝜃                               (1) 
   
burada  𝐼ν – şüalanma intensivliyidir: vahid səthdən onun normalı ilə  𝜃-bucağı 
istiqamətdə  vahid zamanda, vahid cisim bucağı daxilində, vahid tezliklər inter-
valında şüalanan enerjisinin miqdarıdır. Əgər bu şüalanmanı bütün istiqamət-
lərdə inteqrallasaq nəticədə şüalanma seli 𝐹ν alınır. 𝜒ν - və 𝜂ν - uyğun olaraq 
vahid həcmə (1𝑠𝑚3 ) hesablanmış udma və şüalanma əmsalıdır.  𝜒ν -əmsalı 
udma kəsiyi 𝛼ν- ilə sadə ifadə ilə əlaqəlidir: 𝜒ν = 𝛼ν𝑁, burada 𝑁 udan atom-
ların sayıdır. (1) tənliyi göstərir ki, 𝑑𝑥  məsafəsini keçərkən intensivliyin 
dəyişməsi udulan (-𝜒ν𝐼ν həddi)  və şüalanan enerjilərin (+𝜂ν) miqdarı ilə təyin 
olunur. (1) tənliyinin həlli intensivliyin qiymətini təyin edir :  𝐼ν(𝑥, 𝜇).Qeyd 
edək ki, (1) müstəvi paralel ulduz atmosferləri üçün yazılmışdır, atmosferin 
sferikliyi nəzərə alınmamışdır.Sferiklik nəzərə alınarsa 𝜃 buçağı  qatdan-qata 
dəyişir, bu da şüaköçürmə tənliyinin görünüşünü və həllini çətinləşdirir. 
  Hidrostatik tarazlıq tənliyi ulduzun qatlarının tarazlıqda olduğu faktı 
göstərir. Atmosferin modelləşdirilməsində adətən atmosferin genişlənməsi və 
sıxılması nəzərə alınmır. Hidrostatik tarazlıq tənliyi 

𝑑𝑝𝑔
𝑑𝑥

= −𝑔𝜌                                                 (2) 
 
Bu ifadədə qaz təzyiqi  𝑝𝑔  qravitasiya sıxılması ilə kompensasiya olunur. 
Ümumi halda digər qüvvələrin də təsiri ola bilər, tənlikdə əlavə həddlər yazılar. 
Məsələn, yüksək temperaturlarda şüa (işıq) təzyiqi  𝑝𝑟 əhəmiyyət kəsb edir, (2) 
tənliyində sağ tərəfdə  𝑑𝑝𝑟

𝑑𝑥
  həddi əlavə olunur. (2) tənliyinin həlli verilən  𝑥 də-

rinliyində  𝑝𝑔  təzyiqini təyin edir. 
Şüa tarazlığı tənliyi o faktı göstərir ki, kvantlar mühitdə hərəkət 

edərkən udulurlar, səpilirlər, tezliyini dəyişməklə yenidən şüalanırlar, amma 
tam (tezliklərə görə inteqral) enerji sabit qalır. Bu şərt aşağıdakı kimi yazılır: 
     𝐸𝑢𝑑𝑢𝑙𝑚𝑎 = 𝐸şü𝑎𝑙𝑎𝑛𝑚𝑎;   ∫𝑑𝜔 ∫ 𝐼ν(∞

0 𝜔)𝜒ν(𝜔)𝑑ν = ∫𝑑𝜔∫ 𝜒ν(𝜔)𝑑ν∞
0     (3) 

 
İnteqralama tezliklərə və bütün istiqamətlərə (𝜔-cisim bucağına) görə aparılır. 
Əgər udulma və şüalanma izotopdursa, bu tənliyi aşağadakı kimi yazmaq olar: 
  ∫ 𝜒ν𝑑ν∫ 𝐼ν(𝜔)𝑑𝜔 = 4𝜋∞

0 ∫ 𝜒ν𝑑ν∞
0                                          (4) 

Axırıncı  iki ifadə atmosferin verilən qatında temperaturu təyin edir. 𝜒ν  və 𝜂ν  
kəmiyyətlərinin qiyməti  ν  tezlikdə udan və şüalanan atomların sayı məlum 
olarsa təyin olunur. Udulma və şüalanma prosesləri uyğun elektron orbitləri 
arasında keçidlər nəticəsində yaranır.  
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Sadə tam termodinamik tarazlıq halında müəyyən kimyəvi element 𝑒𝑙 
üçün  aşağıdakı  ifadələr  yazılır. 

İonlaşma hallarına görə hissəçiklərin paylanması Saxa düsturu ilə 
verilir: 
𝑁𝑟+1
𝑁𝑟

(𝑒𝑙) 𝑃𝑒 = −2𝑈𝑟+1
(𝑒𝑙)(2𝜋𝑚)3/2

𝑈𝑟
(𝑒𝑙)ℎ3

(𝑘𝑇)5/2𝑒𝐼𝑟
(𝑒𝑙)/𝑘𝑇

= 0.333 �2𝑈𝑟+1
𝑈𝑟

� 𝑇5/2𝑒−𝐼𝑟
(𝑒𝑙)/𝑘𝑇

      (5)         

və ya loqarifmik şəkildə 

   𝑙𝑜𝑞 𝑈𝑟+1
(𝑒𝑙)

𝑁𝑟
(𝑒𝑙) = −𝐼𝑟

(𝑒𝑙) 5040
𝑇

+ 5
2
𝑙𝑜𝑔𝑇 − 𝑙𝑜𝑔𝑃𝑒 − 0.4772 + 𝑙𝑜𝑔 2𝑈𝑟+1

(𝑒𝑙)

𝑈𝑟
(𝑒𝑙)                  (6) 

burada  𝐼𝑟   𝑟 halından atomun ionlaşma potensialıdır (elektronvoltlarla, eV) . 
Həyəcanlanma hallarına görə atomların paylanması Bolsman düsturu ilə verilir: 

                                      𝑁𝑟𝑛
(𝑒𝑙)

𝑁
𝑟𝑛′
(𝑒𝑙) = 𝑔𝑟𝑛

(𝑒𝑙)

𝑔
𝑟𝑛′
(𝑒𝑙)  𝑒

−�
𝐸𝑟𝑛

(𝑒𝑙)−𝐸
𝑟𝑛′
(𝑒𝑙)

𝑘𝑇 �

                                      (7) 

və ya loqarifmik şəkildə 
 

 𝑙𝑜𝑞 𝑁𝑟𝑛
(𝑒𝑙)

𝑁
𝑟𝑛′
(𝑒𝑙) = 𝑙𝑜𝑞 𝑔𝑟𝑛

(𝑒𝑙)

𝑔
𝑟𝑛′
(𝑒𝑙) − �𝐸𝑟𝑛

(𝑒𝑙) − 𝐸𝑟𝑛′
(𝑒𝑙)� 5040

𝑇
                                         (8)  

  
Bu düsturlarda 𝑔𝑟𝑛-𝑛 səviyyəsinin statistik çəkisidir. 𝐸𝑟𝑛- isə bu səviyyənin hə-
yəcanlaşma enerjisidir (elektronvoltlarla, eV). 𝑈𝑟  kəmiyyəti hallara görə 
cəmdir, aşagıdakı kimi təyin edilir 
 

  𝑈𝑟 = ∑ 𝑔𝑟𝑖𝑒
−
𝐸𝑟𝑖
𝑘𝑇𝑖=∞

𝑖=1                                                               (9) 
Göründüyü kimi bu kəmiyyət temperaturdan asılıdır. 
Hallara görə cəm üçün geniş cədvəllər və approksimasiya tənlikləri vardır [1-
4], ancaq əksər hallarda 𝑈𝑟-kəmiyyətini əsas səviyyənin statistik çəkisinə bə-
rabər qəbul edirlər. (7) tənliyindən aşağadakı ifadəni alırıq: 

                                 𝑁𝑟𝑛
(𝑒𝑙)

𝑁𝑟
= 𝑔𝑟𝑛

𝑈𝑟
𝑒−

𝐸𝑟𝑛
𝑘𝑇�                                                       (10) 

 
(5) və (10) ifadələrinin kombinasiyasından     

𝑁𝑟𝑛 = 𝑁𝑟+1𝑃𝑒
𝑔𝑟𝑛
2𝑈𝑟+1

 ℎ3

(2𝜋𝑚)
3
2�

 1

(𝑘𝑇)
5
2�

 𝑒
(𝐼𝑟−𝐸𝑟,𝑛)

𝑘𝑇�  =

1.506 𝑁𝑟+1
𝑃𝑒
𝑇
5
2�

 𝑔𝑟𝑛
𝑈𝑟+1

 𝑒
(𝐼𝑟−𝐸𝑟𝑛

𝑘𝑇�                                                                      (11) 
 

Tam termodinamik tarazlıq halında yuxarıda göstərilən tənliklərdə olan 
bütün temperaturlar eyni olmalıdır. Həmçinin bütün bu ifadələr mühitin istəni-
lən bütün nöqtələri üçün ödənilməlidir.Tam termodinamik tarazlıq halında bü-
tün proseslər tərs proseslər ilə kompensasiya olunur. Məsələn, bir səviyyədən 
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digər səviyyəyə keçidlərin sayı tərs keçidlərin sayına bərabərdir. Xüsusi halda 
ulduz atmosferlərində temperatur dərinlikdən asılıdır. Odur ki, 30-cu illərdə, 
ulduz atmosferlərində Bolsman-Saxa paylanmasının, ancaq mühitin verilən 
nöqtəsinə uyğun temperaturda ödənildiyi mülahizəsi irəli sürülmüşdür. Bu mü-
lahizə lokal termodinamik tarazlıq (LTT) hipotezi adlanır və model və spektr-
lərin hesablanmalarını xeyli sadələşdirir. 

Atmosfer modellərinin hesablanması metodikası ilk baxışda  sadədir: 
1.Birinci addımda temperaturun dərinlikdən aslılı olaraq ilkin dəyişməsini ver-
mək zəruridir. Adətən temperaturun başlanğıc paylanması kimi “boz” adlanan 
paylanma götürülür: 
                                  𝑇4(𝜏𝑅𝑜𝑠) = 3

4
𝑇𝑒𝑓𝑓4 �𝜏𝑅𝑜𝑠 + 2

3
�                                       (12) 

 
2. 𝑃𝑔-nin   ilk qiymətini almaq üçün hidrostatik tarazlıq tənliyi  �𝑑𝑃𝑔

𝑑𝑥
= −𝑔𝜌� 

şüa təzyiqinin 𝑃𝑟 = 𝑎
3
𝑇4   �𝑎 = 7.568 ∙ 10−15 𝑒𝑟𝑞

𝑠𝑚3∙𝐾4
   �  təqribi qiyməti ilə həll 

olunur, 𝑎 Bolsman sabitidir 
3.Müxtəlif atomların enerji səviyyələrinə görə paylanması hesablanılır. Bunun 
üçün (5-11) ifadələrindən istifadə olunur. 
4. 𝜒ν əmsalı təyin edilir. LTT halında şüalanma əmsalı  𝜒ν  üçün 
 
                               𝜂ν

𝜒ν
= 𝐵ν(𝑇) = 2ℎν3

𝑐2 
1

𝑒
ℎν
𝑘𝑇−1

                                                  (13) 

 
ifadəsindən istifadə olunur. Burada  𝐵ν Plank funksiyasıdır. 
5.Şüa köçürmə tənliyi həll edilir və intensivlik  𝐼ν təyin olunur. 
6.Hidrostatik tarazlıq �𝑑𝑝𝑔

𝑑𝑥
= −𝑔𝜌�   tənliyi inteqraşdırılır və 𝑝𝑔  təzyiqi təyin 

edilir. 
 7.Şüa tarazlığı sərtinin ödənilməsi yoxlanılır.Əgər bu şərt ödənilmirsə  𝑇(𝑥) 
paylanmasına düzəliş edilir və (2-6) addımları yenidən təkrar olunur.Bu  
proseslər şüa tarazlığı şərti ödənilə qədər davam etdirilir. 

Ulduz atmosferləri modellərinin hesablanması nəzəri astrofizikanın in-
kişaf etmiş sahəsidir. Ulduz atmosferi modellərinin hesablanmasının əsas prin-
sipləri Mixalasın kitabında [ 5], hesablama metodikasının bir sıra detalları  Ku-
ruçun ATLAS [6] proqramının təsvirində verilir. Ulduzların kimyəvi tərkibinin 
təyinində daha cox istifadə olunan modellər Kurucun modelləridir [7]. 
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2.Kuruç modelləri 
Kuruçun 1979  ildə çap olunmuş [8] atmosfer modellərinin (KUR79) 

parametrləri haqqında məlumat  aşağıda  verilir. 
 
𝑇𝑒𝑓                           5500𝐾 − 50000𝐾,  500𝐾  addımı ilə 
 
𝑙𝑜𝑔𝑔                         0.0 − 5.0,  0.5 addımı ilə 
 
Kimyəvi tərkib         günəş tərkibli (140 model üçün) 

          1 10�   günəş tərkibli (72 model üçün) 
            1 100�   günəş tərkibli (72 model üçün) 

 
              𝜉𝑡                            2

𝑘𝑚
𝑠𝑎𝑛

 
 

 Bu modellərdə OPDF (opasiti distribution funktion) – funksiyasının 
hesablanmasında 1 mln. xətt nəzərə alınmışdır. OPDF–funksiya cədvəlləri at-
mosfer modelləri hesablamalarında şuaköçürmə, şüatarazlığı və hidrotarazlıq 
tənliklərinin həllində bilavasitə istifadə olunur.Hər bir xətt üçün genişlənmə 
mexanizmləri: şüalanma nəticəsində sönmə, Dopler, Ştark və Vander Vals ef-
fektləri nəzərə alınmışdır. Kəsilməz udulma mənbələri 𝐻𝐼 − 𝐼𝐼,𝐻𝑒𝐼 −
𝐼𝐼𝐼,𝐶𝐼 − 𝐶𝐼𝑉,𝑁𝐼𝐼 − 𝑁𝐼𝑉,𝑂𝐼𝐼 − 𝑉𝐼,𝑁𝑒𝐼 − 𝑉𝐼,𝑀𝑔𝐼,𝐴𝑙𝐼𝐼, 𝑆𝑖𝐼,𝐻𝐻2+,𝐻− , Reley 
və elektron səpilmələridir. [ 7 ]-də atmosfer modelləri, şüalanma selləri, 𝑈𝐵𝑉 
və 𝑢𝑣𝑏𝑦- rəng göstəriciləri bolometrik düzəlişlər, Balmer xətlərinin profilləri 
verilir.  

Qeyd edək ki, ATLAS proqramı bir neçə dəfə müəllif tərəfindən 
təkmilləşdirilmişdir. Xüsusi halda ATLAS-12 versiyası yazılmışdır, bu 
proqram vasitəsilə 𝑇𝑒𝑓 = (3500 − 50000)𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = (0 − 5) bazis parametrli 
7000-dən artıq modellər hesablanmışdır. Metallıq parametri �𝑀

𝐻
�  +1-dən -5-ə 

qədər geniş diapazondadır. Çoxlu sayda(58 ∙  106) həm atom, həm də  molekul 
xəttləri nəzərə alınmışdır. 
 Sonrakı işlərində Kuruç aşağıdakı səbəblərdən modellərin təkmilləş-
dirilməsini zəruri hesab edir. [8]-də: 
 1.Modellər kimyəvi tərkibin müəyyən miqdarı və mikroturbulent hərə-
kət sürətinin 𝜉𝑡 = 2 𝑘𝑚

𝑠𝑎𝑛
 qiyməti üçün hesablanmışdır. Odur ki, bu modellər ağır 

elementlərin miqdarı anomal artıq olan (Am-Ap ulduzlar) və mikroturbulent 
hərəkət sürəti   2 𝑘𝑚

𝑠𝑎𝑛
-dən fərqli olan ulduzlar üçün birinci yaxınlaşmada istifadə 

oluna bilər. 
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2.Tezliklərə görə interval ultrabənövşəyi oblastda 2.5 nm, vizual oblast-
da isə 5 nm enə malikdir. Tezliklərə görə belə bölmə müasir müşahidə nəti-
cələri ilə müqayisə etmək üçün həmişə adekvat olmur. 

3.Soyuq atmosfer modelləri üçün molekulyar qeyri-şəffaflıq nəzərə 
alınmır. 

4.Bütün temperatur modellərində xətlərin nəzərə alınması ilə bağlı 
sistematik xətalar vardır. Odur ki, nəzərə alınan xətlərin sayı 1 milyondan əhə-
miyyətli qədər çox olmalıdır. 

5.Dərinliklərə görə nöqtələrin sayı (ND =40), xüsusilə yuxarı qatlar 
üçün kifayət qədər deyil. ND-nin  artırılması hesablama dəqiqliyini əhəmiyyətli 
qədər artırır. 

6.Bütün soyuq modellərdə konveksiya kifayət qədər dəqiq olmayan  
üsullar ilə nəzərə alınır. 

7. Lokal termodinamik tarazlıqdan kənaraçıxmanın yaratdığı effektlər 
kifayət qədər  tam nəzərə alınmır. 

Yuxarıda göstərilən problemlər Kuruçun 1993-cü il modellərində [7] 
(CD ROM  disk, KUR93) aradan qaldırılır. Bu modellərdə nailiyyətlər aşağıda-
kılardır: 

1.Axırıncı modellərdə mikroturbulent hərəkət sürətinin 𝜉𝑡 =
0; 1; 2; 3; 4; 8 𝑘𝑚

𝑠𝑎𝑛
 qiymətlərində hesablamalar aparılır. 

2.OPDF- funksiyası və uyğun olaraq qeyri–şəffaflıq metallığın aşağıda-
kı qiymətlərində hesablanır:    
�𝑀
𝐻
�    =[1.0]  ,[+0.5] , [+ 0.3] , [+0.2] , [ +0.1] , [ 0.0] ,[ -0.1] , [ -0.2] , [-0.3], 

 
[ -0.5] , [ -1.0] , [ -1.5] , [ -2.0] , [ -2.5] , [ -3.0] , [ -4.0 ] , [-4.5] , [ -5.0] 

 
   Bu modellər metallığın az olduğu ikinci tip məskunlaşmış, həmçinin metal-
lığın çox olduğu Ap – Am ulduzları tədqiq etməyə imkan verir. 
 3.Kuruç modellərinin yeni versiyasında OPDF funksiyası iki cədvəldə 
verilir: “yüksək ayırdetmə“ versiyası ultrabənövşəyi oblastda 10𝐴°  və görünən 
oblastda 20𝐴° enli  1212 “kiçik” intervallardan, “kiçik ayırdetmə” versiyası isə 
100𝐴° enli 328 “böyük” intervallardan ibarətdir. Bu fuksiyalar  dalğa uzunlu-
ğunun 89.7666 𝐴°-dən 100000 𝐴° -ə, temperaturun 2089K–dan 199526K-ya 
(56 qiymət), təzyiqin 𝑙𝑜𝑔𝑃 = −2 -dən 𝑙𝑜𝑔𝑃 = 8 -ə qədər intervalları (21 
qiymət) üçün hesablanmışdır. 

4.1991-ci ilə qədər Kuruça kimyəvi elementlərin 1.7 milliyon atom 
xətlərinin 𝑔𝑓-kəmiyyətləri məlum idi. Yeni modellərdə isə hesablamalarda 58 
milyon xətt nəzərə alınır. 

5. F–G spektral sinifli ulduzlar üçün Kuruçun köhnə modellərinin mü-
şahidə ilə müqayisəsi rəng göstəricilərində 0.𝑚 05  qədər xəta verir. Bu isə 
yerdəyişmə uzunluğu nəzəriyyəsində konveksiyanın korrekt nəzərə alınmaması 
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ilə bağlı problemdir (yerdəyişmə uzunluğu konvektiv yuvaların sərbəst qaçış 
yolunun effektiv uzunluğudur). Yeni modellərdə bu nəzəriyyədə Kuruç bir sıra 
düzəlişlər edərək göstərilən xətanı azaldır. 

6.Yeni  modellərdə Kuruç 50000 xətt üçün təqribi üsullarla LTT-dən 
kənarçıxarma effektini nəzərə alır. 

7.Kuruç dərinliyə görə ND nöqtələrinin sayını  62, bir sıra hallarda isə 
72-yə çatdırır. Bu modellər hal–hazırda ən təkmilləşmiş modellərdir. Kuruçun 
son modellərinin bazis parametrləri geniş diapazondadır: 𝑇𝑒𝑓 = (3000 −
50000)𝐾  və 𝑙𝑔𝑔 = 0 − 5  ( 𝑠𝑚

𝑠𝑎𝑛2
) .7000-dən artıq modellər hesablanmışdır. 

Şüalanma seli 0.09 – 160 mikrometr intervalında cədvəlləşdirilmişdir. Örtük 
effekti dəqiq nəzərə alınmışdır (58 ∙  106  sayda, həm atom, həm də  molekul 
xətləri), həmçinin 𝑇𝑒𝑓 ≤ 8000𝐾   model hesablamalarına  konveksiya daxil 
edilmişidir. 50000-dən artıq xətt üçün LTT-dən kənara çıxma effekti nəzərə 
alınmışdır. Heliumun miqdarı normal qəbul olunur  �𝐻𝑒

𝐻
= 0.11� . Metallıq 

parametri �𝑀
𝐻
� +1-dən -5-ə qədər geniş diapazonda dəyişdirilir. 

Kurucun işlərində  modellər ilə yanaşı, həmçinin müşahidə ölçmələri  
ilə müqayisə etmək üşün bir sıra kəmiyyətlərin  hesablanmış qiymətləri, mə-
sələn, hidrogenin Balmer seriyasının 𝐻𝛼 − 𝐻𝛿  xətlərinin profilləri və ekviva-
lent enləri, 𝑈𝐵𝑉 və 𝑢𝑣𝑏𝑦  fotometrik sistemlərində rəng göstəriciləri, 229𝐴° −
20𝑚𝑘𝑚  dalğa uzunluğu diapazonunda şüalanma seli  𝐹𝜆  -nın paylanması 
verilir. 

 
3. Model hesablamalarında örtük effektin rolu 

ÖE-yə daha çox töhfə verən xəttlər çöxluğu, ulduzun spektral tipindən, 
daha doğrusu onun effektiv temperaturundan 𝑇𝑒𝑓𝑓 kəskin asılıdır. O və ilkin B 
ulduzlar daha çox ultrabənövşəyi oblastda şüalandırır, bu ulduzlarda ultrabə-
növşəyi oblastda spektral xəttlər daha önəmli rol oynayır. Ötkün B və A 
spektral sinifli ulduzlarda hidrogenin Balmer seriyasının xəttləri daha inten-
sivdir, bu ulduzlarda ÖE-yə əhəmiyyətli töhfəni Balmer seriyasının xəttləri  
verir. A spektral sinifindən başlayaraq çoxlu sayda metal xəttləri, xüsusilə Ti-
dən Ni qədər dəmir pik elementlərin təsiri üstün olur. Nəhayət 𝑇𝑒𝑓𝑓 ≤ 5000𝐾 
temperaturlu daha soyuq ulduzlarda müxtəlif molekulların zolaqlarında udul-
malar daha əhəmiyyətli olur. 
  ÖE daha müfəssəl Kuruçun [7] modellərində nəzərə alınmışdır, bu 
modellərdə 106 atom xəttlərinin  atmosferin strukturuna təsiri hesablanmışdır. 
    ÖE nəzərə alınması atmosferdə əlavə qeyri-şəffaflıq mənbəyinin mey-
dana gəlməsinə gətirir.Verilən dərinlikdə xətlərdə udulan enerji hissəsi aşağıda 
yerləşmiş atmosfer qatlarından əks olunur, nəticədə bu qatlarda şüalanma 
enerjisinin sıxlığı və temperaturu artır. Əks olunan şüalanmanın hesabına tem-
peraturun artması şəkil 1-də göstərilir. 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 6000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 4.0 parametrli 
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modeldə 0.01 < 𝜏5000 ≤ 1  dərinlikdə ÖE nəzərə alınırsa temperatur müqa-
yisədə 200𝐾 yuxarı olur. 

Mixalasın [9,10] hesablamaları da 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 7500 ÷ 11000𝐾 (𝑙𝑜𝑔𝑔 =
4.0) modellərində 𝜏5000~1  dərinlikdə, ancaq Balmer xəttləri hesabına tempe-
ratur 200K yuxarı olur.𝑇𝑒𝑓𝑓 =  2000𝐾  temperaturunda ÖE hesablamalarda 
nəzərə alınırsa  temperatur  bir neçə  yük  K yuxarı olur  [11]. 
       Soyuq ulduzlarda ÖE temperaturun paylanmasında T(τ ) əhəmiyyətli 
dəyişikliklərə gətirir. Belə ulduzlarda metal xətlərində udulma ilə yanaşı mo-
lekulyar zolaqlarda udulmalar da nəzərə alınır. 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 3400𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 0.0  pa-
rametrli modellərdə örtük effekti nəzərə alındıqda 𝜏5000 = 1dərinlikdə tempe-
ratur 750K yüksək olur, bununla yanaşı 𝜏5000 < 10  dərinlikdə temperaturun 
əhəmiyyətli dərəcədə aşağı düşməsi aşkar edilir. Qeyd edək ki, soyuq 
ulduzlarda müxtəlif molekullar atmosferin strukturuna müxtəlif təsir göstərir. 
CO molekullarının xətləri K və M spektral sinifli ulduzların yuxarı qatlarını 
soyudur, TiO  xətlərinin nəzərə alınması isə əksinə bu qatların qızmasına gətirir 
(Qustafsson və Olander [12]). 

ÖE atmosferin strukturuna təsiri əsasən kəsilməz spektr və spektral 
xəttlərin yarandığı qatlarda temperatur və udma əmsalının dəyişməsinə gətirir. 
Bununla yanaşı atmosfer modellərində qaz 𝑃𝑔  və elektron təzyiqlər 𝑃𝑒   pay-
lanması bir qədər dəyişır. Bu dəyişikliklər kontinumda şüalanma selinin 𝐹λ , 
spektral xətlərin ekvivalent enlərinin hesablanmasında özünü göstərir. 

 
4.Model hesablamalarında konveksiyanın nəzərə alınması 

            Atmosfer modellərinin ilkin hesablamalarında belə qəbul olunur ki, 
atmosferdə enerji köçürülməsi yalnız şüalanma üsulu ilədir, bu zaman şüataraz-
lığı şərti ödənilir. Bu isə göstərir ki, tam şüalanma seli  𝐻𝑟 bütün dərinliklərdə 
eynidir və  

𝐻𝑟 = 𝜋 ∫ 𝐹λ𝑑λ = σRTeff4
∞
0                                      (17) 

bərabərdir, burada 𝜋𝐹λ - λ dalğa uzunluğunda şüalanma seli, σR– Stefan sabiti-
dir. Aşkar edilmişdir ki, ötkün spektral sinifli ulduzların atmosferləri müəyyən 
τ dərinlikdən konvektiv qeyri-dayanıqlı olur. Bu dərinliklərdə enerjinin əhə-
miyyətli hissəsi konveksiya üsulu ilə köçürülür. (17)  düsturu əvəzinə 

𝐻𝑟(𝜏) + 𝐻𝑐(𝜏) = σRTeff4                                             (18) 
düsturundan istifadə olunur, burada 𝐻𝑐 – konvektiv seldir. Konveksiyanın at-
mosferin strukturuna təsiri onun tam şüalanma enerjisində payı, yəni  
𝐻𝑐

𝐻𝑟 + 𝐻𝑐�   kəmiyyəti ilə təyin olunur. 

      [23] hesablamaları göstərir ki, 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 8500𝐾   tempetarulu baş ardıcıllıq 
ulduzlarında konvektiv zona olmur, 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 8000𝐾 temperaturda isə konvektiv 
zona  meydana çıxır. Beləliklə, konveksiyanın nəzərə alınması ancaq, 𝑇𝑒𝑓𝑓 ≤
8500𝐾   temperaturlu atmosfer modelləri üçün zəruridir. Konvektiv zonanın 
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qalınlığı 𝑇𝑒𝑓𝑓-in azalması ilə sürətlə artır, ancaq yuxarı sərhədlərin vəziyyəti, 
demək olar ki, dəyişmir. 
     𝜏5000 = 2 ÷ 3   dərinliklərdə (𝜏5000–kəsilməz spektrdə λ = 5000𝐴°  dalğa 
uzunluğunda optik dərinlikdir) konvektiv və qeyri-konvektiv atmosfer model-
lərində temperaturun paylanmasında 𝑇(𝜏5000) fərqlilik yaranır. Nümunə olaraq 
şəkil1-də 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 6000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 4.0 parametrli atmosfer modelində konveksi-
yanın temperaturun paylanmasına 𝑇(𝜏5000)  təsiri göstərir. Burada, 𝜏5000 = 3   
dərinlikdən başlayaraq konvektiv model üçün 𝑇(𝜏5000)   əyrisi (bütöv xətt) 
qeyri-konvektiv model üçün 𝑇(𝜏5000)  əyrisindən (qırıq-qırıq xətt) əhəmiyyətli 
qədər aşağıdır, məsələn, 𝑇(𝜏5000) = 10   dərinlikdə fərq artıq 1600K-dir. 

 

 
Şək.1. Atmosfer modellərində konveksiya və ÖE-nin temperatur paylanmasına təsiri (Teff 

=6000 K, logg = 4.0, [13]). 
 

     [13] hesablamalarına görə 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 8000 ÷ 6000𝐾 temperaturlarda konvek-
siyanın nəzərə alınması spektrin görünən və infraqırmızı oblastlarında 𝐹λ şüa-
lanma selinin əhəmiyyətli dəyişməsinə gətirmir; yalnız ultrabənövşəyi oblastda 
(λ ≤ 2000𝐴°) ~10%  fərq yaranır. 
          [14-15] hesablamalarına görə 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 3000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 5.0   parametrli 
modeldə konveksiya nəzərə alınırsa τ > 1 dərinlikdə əhəmiyyətli qədər azalır, τ 
< 0.1 dərinlikdə isə tərsinə,  10%  ətrafında   artır. 

Beləliklə, qırmızı cırtdan ulduzların atmosferində konveksiya  ulduzdan  
çıxan şüalanmanın spektrinin yarandığı qatlarda enerjinin əhəmiyyətli hissəsini 
köçürür. [15] hesablamalarına görə spektrin görünüm və infraqırmızı oblastın-
da enerjinin paylanması konveksiyanın nəzərə alınmasından güclü asılıdır. 
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    Nəhəng və ifratnəhəng ulduzlarda konveksiyanın təsiri azalır. [13-17] 
hesablamaları göstərir ki, 𝑇𝑒𝑓𝑓 ≤ 5000𝐾 temperaturlu nəhəng və ifratnəhəng 
ulduzlarda 𝐻𝑐  kəmiyyəti kəsilməz və xətti spektrin yarandığı oblastlarda 
olduqca kiçikdir, konveksiyanı nəzərə almamaq olar. Ancaq aşkar edilmişdir 
ki, bu kimyəvi tərkib Günəşin kimyəvi tərkibinə yaxın olduqda doğrudur.[16] 
hesablamalarına görə metallığın iki tərtib azaldılması 𝐻𝑐(𝜏)- nı əhəmiyyətli 
qədər artırır və kəsilməz spektrin yarandığı oblastlarda konveksiya yaranır. 
Beləliklə, metalların miqdarı az olduğu  II tip məskunlaşmış  ötkün nəhəng və 
ifratnəhəng  ulduzlarda konveksiyanın nəzərə alınması vacibdir.   

 
5.Verilmiş modellərdə kimyəvi tərkibin variasiyası 

Əksər ulduzların atmosferlərində He/H=0.1-dir, ancaq bir sıra ulduzlar-
da bu nisbətin “normal qiymətdən əhəmiyyətli qədər fərqləndiyi aşkar edilmiş-
dir. Klinqlsmit [18] hesablamaları göstərir ki, He/H nisbətinin  0 -dan 15-ə 
qədər dəyişməsi τ=1 optik dərinlikdə 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 1000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 4.0  parametrli 
modeldə temperaturun 60K, 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 20000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 4.0 parametrli modeldə 
isə temperaturun 870K artmasına gətirir. Beləliklə, bu effektin B-ulduz atmo-
sferində T(τ) paylanmasına təsiri 𝑇𝑒𝑓𝑓  artdıqda artır. 𝑃𝑔(𝜏) qaz və 𝑃𝑒(𝜏) elek-
tron təzyiqlərində nəzərə alınacaq qədər dəyişmir. 

He/H nisbətinin bir neçə dəfə dəyişməsi isti ulduzların atmosfer 
strukturlarına qeyd olunacaq qədər təsir etmir [18-19]. Bu ulduzlarda kəsilməz 
spektrdə enerjinin paylanması demək olar ki, dəyişmir. Həqiqətən də Mixalasın [9] 
hesablamalarına görə O ulduzlarda 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 32000 ÷ 40000𝐾   temperatur 
oblastında He/H =0.05 nisbətini He/H=0.3 nisbəti ilə əvəz etsək görünən oblastda 
sel 𝐹λ praktik olaraq dəyişmir, yalnız ultrabənövşəyi oblastda fərqlənmə olur. 

Soyuq ulduzların atmosfer strukturlarına He/H nisbətinin təsiri Verse 
[20] içlərində  təqdim olunur, 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 3000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 0.0  parametrli modeldə 
kimyəvi tərkibin variasiyasinin təsiri öyrənilmişdir.Aşkar edilmişdir ki, He/H 
nisbətinin 10 dəfə artırılması τ ≥ 10 dərinlikdə T(τ) temperaturu T≤ 200K, 
𝑃𝑔(𝜏) qaz təzyiqini isə yuxarı qatlarda 3 dəfə artırır. 
  [7] Kuruçun hesablamalarına görə 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 8000𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 4.0   para-
metrli modeldə [M/N]-i O-dan 2-yə qədər azaltsaq τ =0.1 dərinlikdə T(τ) 
qiyməti 150K azalır, τ =0.001 dərinlikdə isə  200K artır. Metalların miqdarının 
artması isə əksinə nisbətən dərin qatların qızmasına və səth qatlarının soyu-
masına gətirir. Svami [21-22] hesablamaları göstərir ki, G – spektral sinifli 
cırtdan və nəhəng ulduzlar üçün (𝑇𝑒𝑓𝑓 = 4000 ÷ 6000𝐾 ) T(τ), 𝑃𝑔(𝜏) və 𝑃𝑒(𝜏)   
paylanmalarına [M/N] qiymətinin seçilməsinin təsiri 𝑇𝑒𝑓𝑓 kiçildikcə azalır. Bu 
effekt cırtdan ulduzlarda nəhəng ulduzlar ilə miqayisədə çoxdur. 

Qustafson və b. [16] hesablamalarına görə 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 5500 ÷ 5000𝐾  
parametrli modellərdə metalların miqdarını [M/N] – 2-dən 0 qədər artırdıqda 
(C,N və 0-da daxil olmaqla) C0 və  CN xəttlərində udulma hesabına τ=0.00025 
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dərinlikdə temperatur 100-150K artır. 𝑇𝑒𝑓𝑓-in daha kiçik qiymıtlərində mole-
kulların təsiri daha dərin qatlarda əhəmiyyətli qədər olur. Bu halda atmosferin 
strukturu əsasən C/O və N/O nisbi midarlarından asılı olur. Məsələn, əgər 
C/O=0.55 və N/O =0.14 Günəşdə olan miqdar əvəzinə C/O=1.3 və N/O=0.7 
qəbul etsək 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 3800𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 1.0 və 𝑇𝑒𝑓𝑓 = 3400𝐾, 𝑙𝑜𝑔𝑔 = 1.0   para-
metrli modellərdə kəsilməz spektrin yarandığı oblastda temperatur 500K və 
750K artır [23]). Soyuq ifrat nəhəng ulduzlarda (𝑇𝑒𝑓𝑓 < 4000𝐾  temperaturun 
paylanmasının T(τ) C/O dan kəskin asılı olmasını  Kersi [24] və Cudzi  [25] 
təsdiqləyir. 

 
6.Kuruç modelləri əsasında  

A-F spektral sinifli ulduzların atmosferlərinin tədqiqinin əsas nəticələri 
Bizim tərəfimizdən proqram A-F spektral sinifli ulduzların atmosferləri 

tədqiq edilmişdir[26-41]. Ulduzların fundamental parametrləri və kimyəvi tər-
kibi ən dəqiq üsül–model üsülü ilə təyin edilmişdir. Bu üsül müasirdir, mükəm-
məldir, bu üsül ilə hesablamalar təsdiqini tapmış dəqiq beynəlxalq proqramlar 
vasitəsilə aparılır. 

Model üsulu ulduz atmosferi modellərinin tətbiqinə əsaslanır.Qeyd 
edildiyi kimi hal-hazırda ən mükəmməl modellər Kuruçun modelləridir [7]. Bu 
modellər  bir çox  nüfuzlu xarici rəsədxanalarda istifadə olunur.  

Model üsülü ilə ulduzların effektiv temperatur və ağırlıq qüvvəsinin 
təcilini təyin etmək üçün aşağıdakı kriteriyalardan istifadə edilir [38]. 
1).Kəsilməz spektrdə enerjinin nisbi paylanmasının müşahidə və nəzəri qiy-
mətlərinin müqayisəsi. Bu üsul monoxromatik işıqlanma 𝐸𝜆 -nın geniş dalğa 
uzunluğu 𝜆 intervalında olçülməsinə əsaslanır.Spektrdə enerjinin nisbi paylan-
masının müşahidədən ölçülən ( 𝐸𝜆

𝐸𝜆0
) və modellərdən hesablanan ( 𝐹𝜆

𝐹𝜆0
 ) qiy-

mətləri müqayisə olunur. 𝑇𝑒𝑓 -ə müxtəlif qiymətlər verilir, spektrdə enerjinin 
nəzəri nisbi paylanması ilə  müşahidə nisbi paylanması üst-üstə düşən hala 
uyğun effektiv temperatur göturulur. Bir sıra hallarda işıqlanmanın müşahidə 
qiymətlərinin Balmer sərhəddinə qədər və sonra nisbəti ( 𝐸4625

𝐸3625
), nəzəri 

hesablanmış sellərin nisbəti ( 𝐹4625
𝐹3625

 ) ilə müqayisəsi olunur. Müqayisə əsasında 
𝐹4625
𝐹3625

=
𝐸4625
𝐸3625

 

bərabərliyini ödəyən bir sıra bazis parametrli ( 𝑇𝑒𝑓, 𝑙𝑔𝑔 )  modellər seçilir.  
2).Spektrdə enerjinin paylanmasının digər xarakteristikaları kimi 𝑈𝐵𝑉 

və 𝑢𝑣𝑏𝑦  fotometrik sistemlərdə rəng göstərinin müşahidədən ölçülmüş və 
nəzəri hesablanmış qiymətləri müqayisə edilir. Əsasən 𝑈𝐵𝑉  sistemində 𝑄 , 
𝑢𝑣𝑏𝑦 sistemində isə [𝑐1]indekslərindən istifadə olunur.Bu indekslərdən istifadə 
etmək ona görə əhəmiyyətlidir ki, onlar ulduzlararası fəzada udulmanın təsirin-
dən azaddırlar. 
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Geniş kataloqlar mövcuddur, bu kataloqlardan [𝑐1] = 𝑐1 − 0.2(𝑏 − 𝑦) və  
𝑄 = (𝑈 − 𝐵) − 0.72(𝐵 − 𝑉)  indeksləri təyin edilir. Sonralar 𝑢𝑣𝑏𝑦 sisteminə 
𝛽 kəmiyyəti əlavə olunmuşdur. Bu kəmiyyət 𝐻𝛽xəttinin intensivliyini ölçür.   

3).Spektral xarakteristika kimi, əsasən hidrogenin Balmer seriyasının 
𝐻𝛼,𝐻𝛽 ,𝐻𝛾,𝐻𝛿 xətlərinin profillərinin və ya ekvivalent enlərinin müşahidədən 
ölçülmüş və nəzəri hesablanan qiymətləri müqayisə olunur.Qeyd edək ki, əksər 
parlaq ifratnəhəng ulduzlarda  𝐻𝛼 ,𝐻𝛽  profili asimmetrikdir və hətta emisiya 
müşahidə olunur.Belə ulduzlar üçün yalnız 𝐻𝛾,𝐻𝛿 xəttlərindən istifadə olunur. 

Aşkar edilmişdir ki, baxılan ulduzlar üçün təyin etdiyimiz  𝑇𝑒𝑓𝑓, 𝑙𝑜𝑔𝑔 
parametrləri bu ulduzların spektral və işıqlıq siniflərinə uyğundur. Ancaq, 
HR8718(F5II)  ulduzu üçün təyin etdiyimiz 𝑙𝑜𝑔𝑔 =4.0 olması göstərir ki, bu 
ulduz ulduz kataloqlarında göstərildiyi kimi II işıqlıq sinfinə deyil IV-V işıqlıq 
sinfinə aiddir.Ulduz kataloglarında dəyişiklik edilməli, HR8718(F5II)  ulduzu 
IV-V işıqlıq sinfinə aid edilməlidir.  

Müxtəlif işıqlıq sinifli (I-VI) ulduzlar üçün effektiv temperatur–spektral 
sinif diaqramı qurulmuş,ulduzların temperatur şkalası dəqiqləşdirilmişdir. 

Model üsulu ilə mikroturbulent hərəkət sürətinin təyini hər hansı 
elementin  neytral atom  və ya ionunun  spektral xəttlərinin geniş diapozonda 
ekvivalent enlərinin tədqiqinə əsaslanır. Mikroturbulent hərəkət sürətinin 𝜉𝑡 bir 
neçə  qiymətində baxılan elementin spektral xəttlərinin ekvivalent enləri 𝑊𝜆 
hesablanır, müşahidədən ölçülən ekvivalent enlərlə müqayisə olunur. Hər bir 
spektral xəttə əsasən mikroturbulent hərəkət sürətinin  𝜉𝑡  müxtəlif qiymətlə-
rində elementin miqdarı 𝑙𝑔𝜀  hesablanır, elementin miqdarının  𝑙𝑔𝜀 onun  spek-
tral xəttlərinin ekvivalent enlərindən 𝑊𝜆 asılı olmadığı qrafikə uyğun  𝜉𝑡 tədqiq 
olunan ulduzun atmosferində mikroturbulent hərəkət sürətini təyin edir. 

Aşkar edilmişdir ki, ulduzların atmosferlərində mikroturbulent hərəkət 
sürəti  𝜉𝑡  ağırlıq qüvvəsi təcilindən 𝑙𝑜𝑔𝑔-dən asılıdır: 𝑙𝑜𝑔𝑔 artdıqda 𝜉𝑡 azalır. 
Atmosferi sıx olan ulduzlarda mikroturbulent hərəkət sürəti azdır.  

Ulduzların kimyəvi tərkibi ulduzların spektrlərində spektral xəttlərin 
ekvivalent enlərinin  𝑊𝜆 analizi əsasında təyin olunur. Elementin miqdarına 𝑙𝑔𝜀 
müxtəlif qiymətlər verilir, bu elementə məxsus spektral xəttlərin ekvivalent en-
ləri hesablanır, müşahidədən ölçülən ekvivalent enlərlə müqayisə olunur, nəzəri 
və müşahidə ekvivalent enləri üst-üstə düşdüyu hala uyğun 𝑙𝑜𝑔𝜀 təyin olunur. 

Aşkar edilmişdir ki, Qalaktika müstəvisində yerləşmiş ulduzlarda 
metallıq Günəşdəki  kimidir.Bu isə onu göstərir ki, bu ulduzlar və Günəş eyni 
tərkibli maddədən yaranmışlar.Qeyd edək ki, Günəş II nəsil ulduzdur,yəni - bir 
dəfə ulduz mərhələsi keşmiş maddədən yaranmışdır.Beləliklə Qalaktika müs-
təvisində yerləşmiş ulduzlar II nəsil ulduzlardırlar.  

Aşkar edilmişdir ki, 𝐴,𝐹 spektral sinifli ifrat nəhəng, nəhəng  ulduzların 
atmosferlərində karbon elementinin  miqdarı Günəşdə olan miqdardan azdır,   
natrium elementinin miqdarı isə çoxdur [27, 32, 40, 41]. Bununla da ulduzların   
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müasir təkamül nəzəriyyəsinin mülahizələrinin doğruluğu müşahidələr əsasın-
da təsdiqlənmişdir.  

Aşkar edilmişdir ki, Qalaktika müstəvisindən uzaqda müşahidə olunan 
yüksək enlikli F- ifratnəhəng ulduzlarda metallıq Günəşdə olan miqdardan azdır 
[27, 41]. Belə mülahizə irəli sürülür ki, bu ulduzlar nəhənglərin asimtotik qolun-
dan çıxma mərhələsində olan ulduzlardır (post AGB), bu ulduzların  atmosfer-
lərində metalların miqdarı əvvəlcə normal (Günəş tərkibli) olmuşdur, sonra isə 
bu ulduzların örtüklərində toz mühitinin yaranması nəticəsində  dəmir qrup 
elementlərin atomlarının müəyyən hissəsi toz hissəciklərinin formalaşmasına 
sərf olunumuşdur. Beləliklə, Qalaktika müstəvisindən uzaqda müşahidə olunan 
yüksək enlikli F- ifratnəhəng ulduzlar Qalaktika müstəvisində yaranan cavan 
ulduzlar qrupu olub, sonralar Qalaktika müstəvisini tərk edərək uzaqlaşmışlar. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ АТМОСФЕРЫ ЗВЕЗД 

 
З.А.САМЕДОВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Расчет моделей звездных атмосфер является достаточно  довольно исследован-

ной, областью теоретической астрофизики. Интерпретируется метод расчета атмосфер-
ных моделей. Для расчета моделей звездных атмосфер решаются совместно уравнения 
переноса излучения, гидростатического равновесия и лучистого  равновесия.  При ЛТР 
распределение атомов по состояниям ионизации даются формулой Саха,  распределение 
атомов по состояниям возбуждения даются формулой Больцмана. В модельных расчетах 
широко  интерпретируется влияния покровного  эффекта и конвекции, вариации хими-
ческого состава. Предоставляется информация о многих атмосферных моделях. 

 
Ключевые слова: звезды, атмосферные модели 

 
MODELING OF THE STELLAR ATMOSPHERE 

 
Z.A.SAMEDOV 

 
SUMMARY 

 
The stellar atmosphere modeling is one of the modern advanced research field of 

theoretical astrophysics. The method of stellar atmosphere modelling have been described. It 
was shown that the radiation transfer and hydrostatic, radiation equilibrium equations are 
necessary to be solved for the modeling of stellar atmospheres. In the case of thermodynamic 
equilibrium distribution of atoms by ionisation and excitation states could be determined by 
Saha and Boltzmann formula correspondingly. The influence of the blanketing effect, convec-
tion and chemical composition variations in model calculations are widely discussed. The 
information related to another stellar atmosphere models are given. 

 
Key words: stars, stellar atmosphere modeling 
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Архив материалларыына ашаьыдакы кими истинад едилир. Мяс.: Азярбайъан Республикасы 
МДТА: ф.44, сий.2, иш 26, вв.3-5.  

Истифадя едилмиш ядябиййат сийащысында сон 5-10 илин ядябиййатына цстцнлцк верил-
мялидир. 

 
ПС: Рящбярлийин бизя вердийи эюстяришя ясасян нювбяти сайларда бу тяляблярин щяр щансы 

бириня ъаваб вермяйян мягаляляр няшриййат тяряфиндян гябул едилмяйяъяк.  
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