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Рассматривается задача оптимального управления описываемая совокуп-
ностью дифференциальных и интегральных уравнений. Получены необходимые условия 
оптимальности. 

 
Ключевые слова: интегральное уравнение типа Вольтерра, дифференциальное 

уравнение, необходимое условие оптимальности, принцип максимума Понтрягина, при-
ращение функционала качества. 
 

Среди задач оптимального управление особое место занимают за-
дачи оптимального управления многоэтапными процессами, так называе-
мые, задачи оптимального управления системами с переменной структу-
рой (см. напр. [1-5]). Такие задачи оптимального управления называют 
также составными [6]. Подобные задачи управления в случае обыкновен-
ных дифференциальных уравнений описываются на различных отрезках 
различными уравнениями. В предлагаемой работе рассматривается одна 
задача оптимального управления описываемая совокупностью дифферен-
циальных и интегральных уравнений. Установлены необходимые условия 
оптимальности первого порядка. 

Постановка задачи. Пусть управляемый процесс на фиксирован-
ном отрезке времени [ ] [ ]( )21210121 ,,, ttTttTTTT ==∪=  описывается со-
вокупностью дифференциальных и интегральных уравнений 

                                 ( ),,, uxtfx =    1Tt ∈ , 
( ) 00 xtx = ,                                            (2.1) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,,,,, 21

1

TttxGdssvsystgty
t

t

∈+= ∫              (2.2) 
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Здесь ( )uxtf ,,  ( )( )vystg ,,,  – заданная n  ( )m -мерная вектор-функ-
ция непрерывная по совокупности переменных вместе с частными произ-
водными по ( )yx , 210 ,, ttt  ( )210 ttt <<  – заданы, 0x  – заданный постоян-
ный вектор, ( )xG  – заданная m -мерная непрерывно дифференцируемая 
вектор-функция, ( )tu  ( )( )tv  – r  ( )q -мерный кусочно-непрерывный (с ко-
нечным числом точек разрыва первого рода) вектор управляющих воз-
действий со значениями из заданного непустого и ограниченного множе-
ства U  ( )V , т.е. 

 
( )
( ) .,

,,

2

1

TtRVtv

TtRUtu
q

r

∈⊂∈

∈⊂∈
                                      (2.3) 

Пару ( ) ( )( )tvtu οο , , удовлетворяющее вышеприведенным условиям, 
назовем допустимым управлением. 

Под решением системы (2.1), (2.2) соответствующим допустимому 
управлению ( ) ( )( )tvtu οο , , понимается пара ( ) ( )( )tytx οο ,  удовлетворяющей 
соотношениям (2.1), (2.2), где ( )txο  непрерывная и кусочно-гладкая век-
тор-функция, а ( )tyο  непрерывная вектор-функция. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению ( ) ( )( )tvtu οο ,  
– соответствует единственное решение системы (2.1), (2.2). 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 
( ) ( )( ) ( )( )2211 tytxvu,I ϕϕ +=                                  (2.4) 

при ограничениях (2.1)-(2.3). 
Здесь ( )x1ϕ , ( )y2ϕ  – заданные непрерывно дифференцируемые 

скалярные функции. 
Допустимое управление ( ) ( )( )tvtu οο ,  доставляющий минимум 

функционалу (2.4) при ограничениях (2.1)-(2.3) назовем оптимальным 
управлением, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )tytxtvtu οοοο ,,,  – опти-
мальным процессом. 

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности в рас-
сматриваемой задаче. 

Формула для приращения функционала качества и необходи-
мое условие оптимальности. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )tytxtvtu οοοο ,,,  – фиксиро-
ванный допустимый процесс. Через  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tytytytxtxtxtvtvtvtututu ∆+=∆+=∆+=∆+= οοοο ,,,
 – обозначим произвольный допустимый процесс и запишем приращение 
функционала качества 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ],tytytxtx

v,uIv,uIv,uI

22221111
οο

οοοο

ϕϕϕϕ −+−=
=−=∆

                 (3.1) 

Далее ясно, что ( ) ( )( )tytx ∆∆ ,  является решением задачи 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,,, tutxtftutxtftx οο−=∆                       (3.2) 
( ) 00 =∆ tx ,                                              (3.3) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )( ).txGtxG

dssv,sy,s,tgsv,sy,s,tgty
t

t

11

1

ο

οο

−+

+−=∆ ∫                  (3.4) 

Пусть ( )tοψ , ( )tpο  – пока неизвестные n  и m -мерные, соответст-
венно, вектор-функции. Из (3.2) и (3.4) получаем, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ,,,,,
1

0

1

0

∫∫ −=∆ ′′
t

t

t

t

dttutxtftutxtftdttxt οοοο ψψ       (3.5) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] .,,,,,,
2

1 1

2

1

2

1

11

∫ ∫

∫∫












−+

+−=∆

′

′′

t

t

t

t

t

t

t

t

dtdssvsystgsvsystgtp

dttxGtxGtpdttytp

οοο

οοο

         (3.6) 

Учитывая тождества (3.5), (3.6), приращение (3.1) функционала 
(2.4) записывается в виде 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( )( )[ ] .dttxGtxGtp

dtdstv,ty,t,sgtv,ty,t,sgspdttytp

dttu,tx,tftu,tx,tftdttxt

txttytytxtxv,uI

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

∫

∫ ∫∫

∫∫

−−

−











−−∆+

+−−∆−

−∆+−+−=∆

′

′′

′′

′

2

1

2

1

22

1

1

0

1

0

11

1122221111

οο

οοοο

οοοο

οοοοο

ψψ

ψϕϕϕϕ



  (3.7) 

Используя формулу Тейлора формула приращения (3.7) записыва-
ется в виде 

  
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )+∆+−
∂

′∂+

+∆
∂

′∂=∆

∫ 1122
22

1
11

2

1

txdttv,ty,t,tgtv,ty,t,tg
y

ty

tx
x

txv,uI

t

t

οϕ

ϕ

οο
ο

ο
οο

 (3.8) 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) −∆+−−

−∆−∆
′












′−+∆+

∫∫

∫∫

′′

′′

2

1

1

0

1

0

2

1

11122

t

t

t

t

t

t

t

t
x

dttytpdttu,tx,tftu,tx,tft

dttxttxdttptxGtty

οοοο

οοοο

ψ

ψψο 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) .dttxtpdtdstv,ty,t,sgtv,ty,t,sgsp
t

t

t

t

t

t
∫∫ ∫ ∆−












−− ′′

2

1

2

1

2

13οοοοο  

Здесь ( )αο  величина более высокого порядка чем α : ( ) 0→ααο  
при 0→α . 

Введя аналоги функций Гамильтона-Понтрягина посредством формул 
                       ( ) ( )uxtfuxtH ,,,,, οο ψψ ′=  

   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫ ′+
∂

∂−=
2

1

,,,,,,,,, 2
22

t

t

dsvystgspvyttg
y

typvytM ο
ο

ο ϕ , 

формулу приращения (3.8) запишем в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .

,,,,,,

,,,,,,

2

1

2

1

2

1

2

1

1

0

132211

11
11

1

∫∫

∫

∫

∫

∆−∆+∆+∆+

+∆
′












′−

∂
∂++

+−−

+−−=∆

′′
t

t

t

t

t

t
x

t

t

t

t

dttxtptytxdttytp

txdttptxG
x

txt

dttptvtytMtptvtytM

dtttutxtHttutxtHv,uI

οοο

ϕψ

ψψ

οο

οο
ο

ο

οοοο

οοοοοο

    (3.9) 

Предположим, что ( ) ( )( )tpt οοψ ,  является решением системы уравнений 
                            ( ) ( ) ( ) ( )( )ttutxtHt x

οοοο ψψ ,,,−= , 

                      ( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫ ′+
∂

∂−=
2

1

1
11

1

t

t
x dttptxG

x
txt οο

ο
ο ϕψ , 

                              ( ) ( ) ( ) ( )( )tptvtytMtp y
οοοο ,,,= . 

Тогда формула приращения (3.9) может быть представлена в виде 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] −∆′−−

−∆−∆−∆−∆+

+∆+−−

−−−=∆

∫

∫∫∫

∫

∫

′

1

0

2

1

2

1

2

1

2

1

1

0

541322

11

t

t
xx

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

dt)t(xt,tu,tx,tHt,tu,tx,tH

dttydttxdttxtpty

txdttp,tv,ty,tMtp,tv,ty,tM

dtt,tu,tx,tHt,tu,tx,tHv,uI

οοοοο

ο

οοοοο

οοοοοοο

ψψ

οοοο

ο

ψψ

  (3.10) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) .,,,,,,
2

1

∫ ∆′−−
t

t
yy dttytptvtytMtptvtytM οοοοο  

Аналог принципа максимума Л.С. Понтрягина и необходимые 
условия оптимальности. Из (3.2), (3.4) ясно, что  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫ −+∆≤∆
t

t

t

t

dssu,sx,sfsu,sx,s,tfdssxLtx
00

1
οοο ,     (4.1) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ,txL

dssv,sy,s,tgsv,sy,s,tgdssyLty
t

t

t

t

13

2

11

∆+

+−+∆≤∆ ∫∫ οοο

  (4.2) 

где iL , 3,1=i  некоторые положительные постоянные. 
Используя обобщенную лемму Гронуолла-Беллмана (см. напр. [7, 

8]) из (4.1), (4.2) получаем справедливость оценок 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ −≤∆
1

0

,,,,4

t

t

dssusxsfsusxsfLtx οοο ,             (4.3) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,,,,,

,,,,,,

1

0

2

1

6

5

∫

∫

−+

+−≤∆

t

t

t

t

dssusxsfsusxsfL

dssvsystgsvsystgLty

οοο

οοο

          (4.4) 

где 4L , 5L  некоторые положительные постоянные. 
 Используя произвольность допустимых управлений ( )tu  и ( )tv  

при помощи игольчатых вариаций Макшейна определим их следующим 
специальным образом 

                   ( ) ( ) [ )
( ) [ )




+∈
+∈

=≡
,,\,

,,,
;

1 εθθ
εθθ

ε ο Tttu
tu

tutu  
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                   ( ) ( ) [ )
( ) [ )




+∈
+∈

=≡
.,\,

,,,
;

2 µξξ
µξξ

µ ο Tttv
tv

tvtv  

Здесь [ )10 , tt∈θ , [ )21, tt∈ξ  произвольные точки непрерывности 
управляющих функций ( )tuο  и ( )tvο  соответственно, µε ,  произвольные 
достаточные малые числа, такие, что 1t<+ εθ , 1x<+ µξ , а Uu ∈ , Vv ∈  
произвольные вектора. 

Через ( ) ( )( )µεε ,,,, tytx  обозначим решение системы (2.1),(2.2) со-
ответствующие допустимому управлению ( ) ( )( )µε ,,, tvtu  и положим 

                             ( ) ( ) ( )txtxtx ο
ε ε −=∆ , , 

                           ( ) ( ) ( )tytyty ο
εµ µε −=∆ ,, . 

С учетом оценок (4.3), (4.4) из (3.10) получаем, что 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ),,,,,,,

,,,,

εοθψθθθθψθθε
ε

οοοοο

οοοοο
ε

+−−=

=−=∆

uxHuxH
tvtuItvtuIvuI

       (4.5) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ).p,v,y,Mp,v,y,M

tv,tuI,tv,tuIv,uI

µοξξξξξξξµ

µ
οοοοο

οοοοο
µ

+−−=

=−=∆
       (4.6) 

При помощи разложений (4.5), (4.6) доказывается 
Теорема 4.1. Для оптимальности управления ( ) ( )( )tvtu οο ,  в задаче 

(2.1)-(2.4) необходимо, чтобы соотношения 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )θψθθθθψθθ οοοοο ,,,,,,max uxHuxH

Uu
=

∈
,              (4.7) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )ξξξξξξξ οοοοο p,v,y,Mp,v,y,Mmax
Vv

=
∈

              (4.8) 

выполнялись для всех [ )10 , tt∈θ , [ )21 t,t∈ξ  соответственно. 
Здесь и в дальнейшем [ )10 , tt∈θ  [ )( )21 t,t∈ξ  есть произвольная точ-

ка непрерывности допустимого управления ( )tuο  ( )( )tvο . Соотношения 
(4.7), (4.8) представляют собой аналог принципа максимума Понтрягина 
[9] для рассматриваемой задачи. 

Как известно принцип максимума Понтрягина является самым 
сильным необходимым условием оптимальности первого порядка. Из не-
го при различных предположениях можно получить ряд других необхо-
димых условий оптимальности. 

Теорема 4.2. Предположим, что множества U , V  выпуклые,  а 
( )uxtf ,,  ( )( )vystg ,,,  непрерывна по совокупности переменных вместе с 

частными производными по ( )ux,  ( )( )vy, . Тогда для оптимальности до-
пустимого управления ( ) ( )( )tvtu οο ,  необходимо, чтобы соотношения  

10 



( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0=−
∂

′∂
∈

θθψθθθ ο
οοο

uu
u

,u,x,Hmax
Uu

,                   (4.9) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0=−
∂

′∂
∈

ξξξξξ ο
οοο

vv
v

p,v,y,Mmax
Vv

                      (4.10) 

выполнялись для всех [ )10 t,t∈θ  и [ )21 t,t∈ξ  соответственно. 
Соотношения (4.9), (4.10) представляют собой аналог линеаризо-

ванного (дифференциального) принципа максимума [10, 11] для рассмат-
риваемой задачи. 

Теорема 4.3. Пусть множество U  ( )V  открытое,  а ( )uxtf ,,  
( )( )vystg ,,,  непрерывно по совокупности переменных вместе с частными 

производными по u  ( )v  до второго порядка включительно. Тогда для оп-
тимальности допустимого управления ( ) ( )( )tvtu οο ,  необходимо, чтобы 
вдоль процесса ( ) ( ) ( ) ( )( )tytxtvtu οοοο ,,,  выполнялись соотношения  

( ) ( ) ( )( ) 0=
∂

∂
u

,u,x,H θψθθθ οοο

 ,                                 (4.11) 

для всех [ )10 , tt∈θ , 
( ) ( ) ( )( ) 0,,,

2

2

≤
∂

∂′ u
u
uxHu θψθθθ οοο

,                             (4.12) 

для всех [ )10 t,t∈θ  и rRu ∈ , 

( ) ( ) ( )( ) 0=
∂

∂
v

p,v,y,M ξξξξ οοο

 ,                                (4.13) 

для всех [ )21 t,t∈ξ , 
( ) ( ) ( )( ) 02

2

≤
∂

∂′ v
v

p,v,y,Mv ξξξξ οοο

.                             (4.14) 

для всех [ )21 t,t∈ξ  и qRv ∈ . 
Соотношения(4.11 ), (4.13) есть аналоги Эйлера, а соотношения 

(4.12), (4.14) являются аналогами условия Лежандра-Клебша [12, 13]. 
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DİFERENSİAL VƏ İNTEQRAL TƏNLİKLƏR KÜLLÜSÜ İLƏ TƏSVİR OLUNAN  

BİR OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ  
 

K.B.MƏNSİMOV, A.A.ƏLƏKBƏROV 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə diferensial və inteqral tənliklər sistemləri küllüsü ilə təsvir olunan bir dəyi-
şən strukturlu, optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün müxtəlif birinci tərtib 
zəruri şərtlər alınmışdır. 

 
Açar sözlər: optimal idarəetmə məsələsi, dəyişən strukturlu optimal idarəetmə mə-
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ON ONE OPTIMAL CONTROL PROBLEM DESCRIBED  

BY THE TOTALITY OF DIFFERENTIAL AND INTEGRAL EQUATIONS 
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SUMMARY 
 

The paper studies one optimal control problem described by the totality of differential 
and integral equations. First order necessary optimality conditions are obtained. 

 
Key words: optimal control problem, optimal control problem of a changeable struc-

ture, necessary optimality conditions, Pontryagins maximum principle, linearized maximum 
principle, analogue for Euler equation. 
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ПРИВЕДЕНИЕ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОАКУСТИКИ 

К ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ И  
ЕЁ ИССЛЕДОВАНИЕ  

 
Г.Ф.КУЛИЕВ*, Г.Г.ИСМАИЛОВА** 

*Бакинский Государственный Университет 
**Сумгаитский Государственный Университет 
hkuliyev@rambler.ru, gunay_ismayilova_83@mail.ru 

 
В данной работе предлагается подход к решению одной обратной задачи термо-

акустики. Поиск неизвестной начальной функций сводится к задачи минимизации функ-
ционала, построенного с помощью дополнительной  информации, выводится необходи-
мое и достаточное условие оптимальности.  

 
Ключевые слова: обратная задача, термоакустика, условие оптимальности. 
 
В последнее время обратные задачи для дифференциальных урав-

нений с частными производными интенсивно изучаются. Такие задачи 
возникают в самых разнообразных областях геофизики, сейсмологии, 
экологии, физики и т.д. [1-7]. Задача термоакустики имеет важное значе-
ние в онкологии, томографии и т.д. [1]. Отметим, что разнообразие мате-
матических постановок обратных задач связано с как с потребностью 
практики, так и с внутренней потребностью математики [1]. 

В настоящей работе рассматривается одна обратная задача нахож-
дения начальной функции в смешанной задаче для уравнения термоаку-
стики. Задача приводится к задаче оптимального управления и исследует-
ся с помощью методов теории оптимального управления.  

1. Постановка задачи. В области ),0( TQ ×Ω= рассмотрим задачу 

,),,(,2

2

2

2

2

2

Qtyx
y
u

x
u

t
u ∈

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂                  (1) 

,),(,),()0,,( Ω∈= yxyxvyxu                  (2) 

,),(,0)0,,( Ω∈=
∂

∂ yx
t
yxu

                  (3) 

),,0(,0 Ttu ∈=
Ω∂

                   (4) 

13 

mailto:hkuliyev@rambler.ru
mailto:gunay_ismayilova_83@mail.ru


где { }−<<<<=Ω byaxyx 0,0:),( прямоугольник, −Ω∂ граница прямо-
угольника Ω . 

Если задается функция ),,( yxv тогда задача (1)-(4) является прямой 
задачей нахождения функции ),,( tyxuu = . 

Обратная задача формулируется следующим образом: найти на-
чальную функцию ),( yxv , используя соотношения (1),(3),(4) и дополни-
тельную информацию 

Ω∈= ),(,),(),,( yxyxfTyxu .                 (5) 

Функция ),( yxv ищется из класса ),(
0

1
2 Ω⊂∂ WV  где ∂V – выпуклое 

замкнутое множество, а )(2 Ω∈ Lf  – заданная функция. 
Рассматриваемую задачу приведем к следующей задаче оптималь-

ного управления: требуется в классе ∂V  минимизировать функционал 

       
[ ] ,),();,,(

2
1)( 2

0 0
0 dxdyyxfvTyxuvJ

a b

−= ∫ ∫                  (6) 

где );,,( vtyxu – решение задачи (1)-(4), соответствующее функцию ).,( yxv  
Функцию ),( yxv  назовем управлением, а множество ∂V  классом допус-
тимых управлений. Если мы найдем допустимое управление, которое 
доставляет функционалу (6) нулевое значение, тогда дополнительное ус-
ловие (5) выполняется.  

Теперь вместо задачи (1)-(4),(6) рассмотрим задачу минимизации 
функционала 

      

2

)(

0
0

1
2

2
)()(

Ω

−+=
W

vvJvJ ωα
α                   (7) 

на множестве ∂V при ограничениях (1)-(4), где −Ω∈ )(
0

1
2Wω заданная 

функция, 0>α – заданное число. Эту задачу назовем задачей (1)-(4),(7). 
2. О решениях задачи (1)-(4) и сопряженной задачи.  
Под решением краевой задачи (1)-(4) при каждом допустимом 

управлении ∂∈Vv будем понимать функцию );,,( vtyxuu =  из )(1
0,2 QW , 

равную ),( yxv при 0=t  и удовлетворяющую интегральному тождеству   

0)( =
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−∫ dxdydt

yy
u

xx
u

tt
u

Q

ηηη
 

при всех )(),,( 1
0,2 QWtyx ∈=ηη , равных нулю при Tt = . 

Из результатов работы [8; 209-215] следует, что при принятых выше 
условиях краевая задача (1)-(4) при каждом ∂∈Vv имеет единственное 
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обобщенное решение из )(1
0,2 QW и имеют место оценки 

      
[ ];,0,

)()( 1
2

1
2

Ttvcu
WW

∈∀≤
ΩΩ

,
)()( 1

2
1
2 Ω

≤
WQW

vcu       (8) 

где 0>c – некоторое постоянное. Здесь и в дальнейшем будем обозначать 
различные постоянные, не зависящие от оцениваемых величин и от до-
пустимых управлений.  

Пусть );,,( vtyxψψ = – обобщенное решение из )(1
0,2 QW сопряженной 

задачи 

,),,(,2

2

2

2

2

2

Qtyx
yxt

∈
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ ψψψ

               (9) 

,),(),,();,,();,,(,0);,,( Ω∈−=
∂

∂= yxyxfvTyxu
t

vTyxvTyx ψψ    (10) 

).,0(,0 Tt ∈=
Ω∂

ψ                            (11) 
Из результатов работы [8, 209 – 215] следует, что краевая задача (9)-

(11) имеет единственное обобщенное решение из )(1
0,2 QW  и имеют место 

оценки 
[ ];,0,),();,,(

)()( 1
2

1
2

TtyxfvTyxuc
WW

∈∀−≤
ΩΩ

ψ

.),();,,(
)()( 2

1
2 Ω

−≤
LQW

yxfvTyxucψ                 (12) 

Под решением задачи (9)-(11) будем понимать функцию 
);,,( vtyxψψ =  из ),(1

0,2 QW  равную нулю при Tt =  и удовлетворяющую 
интегральному тождест 

0)0,,();0,,(

),,()),();,,(()(

=
∂

∂−

−−+
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

∫

∫∫

Ω

Ω

dxdyyxg
t

vyx

dxdyTyxgyxfvTyxudxdydt
y
g

yx
g

xt
g

tQ

ψ

ψψψ

  

при всех )(),,( 1
0,2 QWtyxgg ∈= . 

3. Вопрос существования решения задачи (1)-(4),(7). 
Теорема 1. Пусть выполнены выше предполагаемые условия на  

данные задачи (1)-(4),(7). Тогда задача (1)-(4),(7) имеет единственное ре-
шение на множестве .∂V  

Доказательство. Сначала докажем непрерывную зависимость ре-
шения задачи (1)-(4) по норме )(1

2 QW  от управления по норме ).(1
2 ΩW  

Пусть )(1
2 Ω∈Wvδ приращение управления на элементе ∂∈Vv такое, что 

∂∈+ Vvv δ . Обозначим );,,();,,(),,( vtyxuvvtyxutyxu −+= δδ Ясно, что 
функция ),,( tyxuδ является обобщенным решением из )(1

0,2 QW краевой 

(13) 

15 



задачи 

,),,(,2

2

2

2

2

2

Qtyx
y

u
x

u
t

u ∈
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ δδδ                (14) 

,),(,),()0,,( Ω∈= yxyxvyxu δδ                (15) 

,),(,0)0,,( Ω∈=
∂

∂ yx
t

yxuδ
                (16) 

).,0(,0 Ttu ∈=
Ω∂

δ                  (17) 

Обобщенное решение из )(1
0,2 QW задачи (14)-(17) равно ),( yxvδ при 

0=t  и удовлетворяет интегральному тождеству  

0=





∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∫ dxdydt
yy

u
xx

u
tt

u

Q

ηδηδηδ        (18) 

при всех ,)(),,( 1
0,2 QWtyx ∈=ηη равных нулю при .Tt =  

Как в неравенстве (8) для решения задачи (14)-(17) справедливы 
оценки 

    [ ]Ttvcu
WW

,0,
)()( 1

2
1
2

∈∀≤
ΩΩ

δδ ,  

          
    )()( 1

2
1
2 Ω

≤
WQW

vcu δδ . 

Ясно, что приращение функционала (6) представляется в виде  

[ ]

∫ ∫

∫ ∫

+

+−=−+=∆

π π

π π

δ

δδ

0 0

2

0 0
000

.),,(
2
1

),,(),();,,()()()(

dxdyTyxu

dxdyTyxuyxfvTyxuvJvvJvJ
 

Отсюда из оценки (19) следует непрерывность функционала (6) по 
норме пространства  )(1

2 ΩW на множестве ∂V . 
Заметим, что функционал (6) при условиях (1)-(4) выпуклый на 
)(1

2 ΩW . В самом деле, в силу линейности краевой задачи (1)-(4) и единст-
венности обобщенного решения имеем  

);,,()1();,,())1(;,,( wtyxuvtyxuwvtyxu λλλλ −+=−+  
при всех )(, 1

2 Ω∈Wwv  и всех действительных λ . Отсюда из выпуклости 

функции 2fu − по переменной и следует, что функционал (6) при усло-
виях (1)-(4) выпуклый на )(1

2 ΩW . А функционал (7) состоит из суммы 
выпуклого функционала и строго выпуклого функционала на )(1

2 ΩW  По-
этому функционал (7) строго выпуклый на )(1

2 ΩW .  
Тогда по теореме [ ]13,9  функционал (7) на выпуклом, замкнутом множе-

 и 
(19) 
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стве ∂V достигает минимум в единственном элементе ∂∈Vv* . Теорема 1 
доказана. 

4.Дифференцируемость функционала (7) и условие оптимально-
сти. Теперь исследуем дифференцируемость по Фреше функционала (7) и 
установим условие оптимальности в задаче (1)-(4),(7).  

Теорема 2. Пусть выполнены выше предполагаемые условия на 
данные задачи (1)-(4),(7). Тогда функционал (7) непрерывно дифференци-
руем по Фреше на ∂V и его дифференциал в точке ∂∈Vv при приращении 

)(1
2 Ω∈Wvδ определяется выражением  

)(1
2

,),()0,,(),(
Ω

Ω

⋅>−<+
∂

∂>=′< ∫ Wvvdxdyyxv
t
yxvvJ δωαδψδα            (20) 

Доказательство. Рассмотрим приращение функционала (7): 

[ ]∫ ∫ +−=−+=∆
π π

ααα δδ
0 0

),,(),();,,()()()( dxdyTyxuyxfvTyxuvJvvJvJ  

Rdxdy
y
v

yy
v

x
v

xx
vvv +








∂
∂







∂
∂−

∂
∂+

∂
∂






 −+−+ ∫

Ω

δωδ
δ
δω

δ
δδωα )( ,               (21) 

где  

.)(
2

),,(
2
1

22
22

dxdy
y
v

x
vvdxdyTyxuR ∫∫

ΩΩ 
















∂
∂+







∂
∂++= δδδαδ  

Если в (18) положим avtyx ),;,,(ψη = в (13) положим ),,( tyxug δ=  
u сложим полученные соотношения, то имеем 

[ ] .),()0,,(),,(,();,,( dxdyyxv
t
yxdxdyTyxuyxfvTyxu δψδ ∫∫

ΩΩ ∂
∂=−  

Тогда из (21) следует, что 

.)(),()0,,()( Rdxdy
y
v

yy
v

x
v

xx
vvvdxdyyxv

t
yxvJ +








∂
∂







∂
∂−

∂
∂+

∂
∂








∂
∂−

∂
∂+−+

∂
∂=∆ ∫ ∫

Ω Ω

δωδωδωαδψ
α

 
Ясно, что выражение в правой части (20) при заданном ∂∈Vv опре-

деляет линейный функционал от vδ . 
Кроме того 

≤







∂
∂







∂
∂−

∂
∂+

∂
∂








∂
∂−

∂
∂+−+

∂
∂

∫ ∫
Ω Ω

dxdy
y
v

yy
v

x
v

xx
vvvdxdyyxv

t
yx δωδωδωαδψ )(),()0,,(

 

)()()(
)(

1
2

1
22

2

)0,,(
ΩΩΩ

Ω

−+⋅
∂

∂≤
WWL

L

vvv
t
yx δωαδψ

. 
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Отсюда следует ограниченность по vδ функционала в правой части 
(20). Теперь проведем оценку остаточного члена R, входящего в (22).  

Используя неравенство Коши – Буняковского,  получим  
2

)(

2

)( 1
22 2

),,(
2
1

ΩΩ
+≤

WL
vTyxuR δαδ .   (22) 

Учитывая здесь ограниченность вложения )()( 2
1
2 Ω→ LQW  [8, с.70] и 

оценку (19) получим, что )(
)(1

2 Ω
=

W
voR δ . Тогда из (22) следует, что 

функционал (7) дифференцируем по Фреше на ∂V и справедлива формула 
(20). Покажем, что отображение )(vJv α′→  определяемое равенством (20) 

непрерывно действует из ∂V  в сопряженное в ),(1
2 Ω

o

W пространство )(1
2 Ω−W .  

Пусть );,,();,,(),,( vtyxvvtyxtyx ψδψδψ −+= . Из (9)-(11) следует, 
что ),,( tyxδψ является обобщенным решением из )(1

2 QW краевой задачи, 

,),,(,2

2

2

2

2

2

Qtyx
yxt

∈
∂

∂+
∂

∂=
∂

∂ δψδψδψ  

,),(),,,(),,(,0),,( Ω∈=
∂

∂= yxTyxu
t

TyxTyx δδψδψ  

),0(,0 Tt ∈=
Ω∂

δψ . 
Аналогично из первого неравенства оценок (12) получим оценку 

[ ]TtTyxuc
t

tyx
L

L
W

,0,),,(),,(
)(

)(
)( 2

2

1
2

∈∀≤
∂

∂+
Ω

Ω
Ω

δδψδψ .   (23)  

Используя (20) и неравенство Коши – Буняковского получим  

)(
)(

)( 1
2

2

1
2

)0,,()()(
Ω

Ω
Ω

+
∂

∂≤′−+′ − W
L

W
v

t
yxcvJvvJ δαδψδ αα . 

В силу (19),(23) правая часть этого неравенства стремится к нулю 
при .0

)(1
2

→
ΩW

vδ  Отсюда следует, что отображение )(vJv α′→  есть не-

прерывное из ∂V в )(1
2 Ω−W . Теорема 2 доказана.  

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для опти-
мальности управления в задаче (1-(3),(7) необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось неравенство  

∫
Ω

+−



 −+

∂
∂ dxdyvvv

t
yx )()()0,,(

**
* ωαψ  

,,0****
∂

Ω

∈∀≥













∂
∂−

∂
∂







∂
∂−

∂
∂+







∂
∂−

∂
∂








∂
∂−

∂
∂+ ∫ Vvdxdy

y
v

y
v

yy
v

x
v

x
v

xx
v ωωα  
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где ),,(* tyxψ является решением сопряженной задачи (9)-(11) при 
),(* yxvv = .  

Доказательство. Множество ∂V выпукло в )(1
2 ΩW . По теореме 2 

функционал )(vJα непрерывно дифференцируем по Фреше на ∂V и его 
дифференциал в точке ∂∈Vv определяется равенством (20). Тогда в силу 
теоремы 5 из [10, с.28] на элементе ∂∈Vv*  необходимо и достаточно вы-
полнения неравенства 0),( ** ≥>−′< vvvJα  при всех ∂∈Vv . Отсюда и из 
(20) следует утверждение теоремы. Теорема 3 доказана.  
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TERMOAKUSTİKANIN BİR TƏRS MƏSƏLƏSİNİN  
OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNƏ GƏTİRİLMƏSİ VƏ ONUN TƏDQİQİ 

 
H.F.QULİYEV, G.Q.İSMAYILOVA 

 
XÜLASƏ 

 
Bu işdə termoakustikanın bir tərs məsələsinin həllinə yanaşma təklif edilir. Naməlum 

başlanğıc funksiyanın axtarılması əlavə informasiyanın köməyilə qurulmuş funksionalın 
minimallaşdırılmasına gətirilir, optimallığın zəruri və kafi şərti çıxarılır. 

 
Açar sözlər: tərs məsələ, termoakustika, optimallıq şərti 
 

19 



BRINGING AN INVERSE PROBLEM OF THERMOACOUSTICS  
INTO OPTIMAL CONTROL AND ITS INVESTIGATION  

 
H.F.GULIYEV, G.G.ISMAYILOVA 

 
SUMMARY 

 
In this work, an approach to the solution of an inverse problem of thermoacoustics is 

suggested. Search of the unknown initial function is led to the minimization of the functional 
which was formed with the help of additional information; necessary and sufficient condition 
of optimization is derived. 

 
Key words: inverse problem, thermoacoustics, optimality condition  
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УДК 517.97   
 

МЕТОД ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

 
Г.Ф.КУЛИЕВ*, З.Р.САФАРОВА**  

Бакинский Государственный Университет,  
Нахчыванский Государственный Университет 
hkuliyev@rambler.ru, seferovazumrud@gmail.com 

 
В работе рассматривается задача Дирихле для многомерного линейного гипер-

болического уравнения второго порядка. Эта некорректная задача формулируется в 
форме обратной задачи к некоторой прямой (корректной) задаче и далее ведется ис-
следование с помощью методами теории оптимального управления.  

 
Ключевые слова:  задача Дирихле, обратная задача, условие оптимальности. 
 
В последнее время некорректные граничные задачи для дифферен-

циальных уравнений с частными производными интенсивно изучаются. 
Это связано как запросами практики так и с теоретическими интересами 
исследователей (см. [1, 2] и цитированных там работ). Как известно зада-
чи Дирихле и Неймана для гиперболических уравнений некорректны [1, 
3, 4], пример этому можно показать задачу Дирихле для уравнения коле-
баний струны [5, 6]. В работе [2] исследована задача Дирихле для дву-
мерного волнового уравнения и такая задача возникает при изучении цу-
нами. В данной работе для многомерного линейного гиперболического 
уравнения второго порядка рассматривается задача Дирихле. Эта задача 
формулируется в виде обратной задачи к некоторой прямой корректной 
задаче, с помощью дополнительной информации вводится функционал, 
сопряженная задача, вычисляется градиент функционала и выводится не-
обходимое и достаточное условие оптимальности.  

1.Постановка задачи. Рассмотрим задачу Дирихле для гипербо-
лического уравнения второго порядка 

( ) ( )txfutL
t
u ,2

2

=+
∂
∂

   
( ) Qtx ∈, ,           (1) 

 
( ) ( ),0, 0 xuxu = ( ) ( ) ,0,,, =Ω∈=

S
uxxgTxu      (2)  

где ( )TQ ,0×Ω= -цилиндр в 1+nR , Ω -ограниченная область в nR с гладкой 
границей ( )TS ,0, ×Ω∂=Ω∂  -боковая поверхность цилиндра Q , 0>T -
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заданное число,  

( ) ( ) ( )utxa
x
utxa

x
utL

j
ij

n

ji i

,, 0
1,

+









∂
∂

∂
∂−≡ ∑

=
, 

функции ( )txaij , , nji ,...,1, = , ( )txa ,0 измеримы, ограничены на Q  и удов-

летворяют следующим условиям ( ) ( )txatxa jiij ,, = , nji ,...,1, = , nR∈∀ξ , 

( ) ∑∑∑
===

≤≤
n

i
i

n

ji
jiij

n

i
i txa

1

2

1,1

2 , ξµξξξν , ( ) ( ) 10 ,,
,

µ≤
∂

∂
txa

t
txaij почти при всех ( ) ,, Qtx ∈  

1,, µµν -положительные постоянные, )(),(),( 2
1

202 Ω∈Ω∈∈ LgWuQLf  -заданное 
функции. Как отметили выше задача (1), (2) является некорректной зада-
чей. Эта некорректная задача может быть сформулирована в форме об-
ратной задачи с некоторой прямой корректной начально-краевой задаче. 
Действительно, рассмотрим задачу  

( ) ( )txfutL
t
u ,2

2

=+
∂
∂

   
( ) Qtx ∈, ,   (3) 

 
( ) ( ),0, 0 xuxu = ( ) ( ),0, xvx

t
u =

∂
∂ ,0, =Ω∈

S
ux   (4)

          
в которой по заданной функции ( )xv  нужно определить функцию ( )txu , . 
Пусть теперь функция ( )xv  неизвестна. Предположим, что относительно 
решения прямой задачи (3),(4) известно дополнительная информация: 

( ) ( ),, xgTxu = Ω∈x .    (5) 
Обратная задача заключается в определении функции ( )xv  из соотно-
шений (3),(4),(5) по заданным функциям ( )txf , , ( )xu0 , ( )xg . 

Отметим, что при заданных условиях на данные задачи (3),(4) при 
каждой функции ( ) ( )Ω∈ 2Lxv она имеет единственное обобщенное реше-
ние из ( )QW 1

2  [7].  
Под решением задачи (3),(4) при каждой фиксированной функции 

( ) ( )Ω∈ 2Lxv  понимается такая функция ( )vtxu ;, , что она принадлежит 
( )QW 1

0,2 , при 0=t выполняется условие ( ) ( )xuxu 00, =  и интегральное тож-
дество 

( ) ( ) ∫∫∫ ∑ =−











+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

Ω= QQ ij

n

ji
ij dxdtfdxxxvdxdtua

xx
ua

tt
u ηηηηη 0,0

1,

     (6) 

для любой функции ( ) ( )QWtx 1
0,2, ∈η , равных нулю при Tt = .  

Из результатов работы [7, 209-215] следует, что для решения зада-
чи (3), (4) верна оценка 
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( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )[ ],,,,
2

1
22

22

2
0

1
ΩΩ

ΩΩ=
Ω

++≤
∂

∂+
∂

∂+ ∑ LWQL
LL

n

i i
L

vufc
t

txu
x

txutxu  (7) 

[ ]Tt ,0∈∀ , здесь и в дальнейшем через c  будем обозначать различные 
постоянные, не зависящие от оцениваемых величин и от функций ( )xv . 
Рассмотрим оператор из ( )Ω2L  в ( )Ω2L  

( ) ( ) ( ) ( )vTxuxg
t
xuxvA ;,0,: =→

∂
∂= ,              (8) 

где ( )vTxu ;, -решение задачи (3),(4) при ( )xvv = . Тогда в операторном 
виде обратную задачу можно записать в следующем виде:  

gAv = ,        (9) 
где ( )xg - заданная функция,  ( )xv -искомая функция. Будем решать задачу 
(9) минимизируя целевой функционал  

( ) ( )
2

2 Ω
−=

L
gAvvJ .            (10) 

В этой задаче функционал (10) соответствует условию (5) и начальная 
функция ( )xvv =  играет роль функции управления. Если в задаче (3), (4), 
(10) существует управление ( ) ( )Ω∈= ∗∗ 2Lxvv , что выполняется условие 

( ) ( )
( )

0inf
2

===
Ω∈

∗∗
Lv

vJvJJ , тогда управление ( )xvv ∗∗ =  и соответствующее 

ему решение задачи (3), (4) ( )∗∗ = vtxuu ;,  является решением обратной 
задачи (3), (4), (5).  
2.Дифференцируемость функционала 

Теперь покажем, что функционал (10) дифференцируем на ( )Ω2L . 
Для задачи (3),(4),(10) введем сопряженную систему  

( ) ( ) QtxtL
t

∈=+
∂
∂ ,,02

2

ψψ ,
           

(11) 

( ) 0;, =vTxψ ,  

( ) ( ) ( )[ ],;,2;, xgvTxuvTx
t

−=
∂

∂ψ 0, =Ω∈
S

x ψ .      (12) 

Под обобщенным решением из ( )QW 1
2  краевой задачи (11),(12) со-

ответствующим фиксированному управлению ( )Ω2L , будем понимать 
функцию ( )vTx ;,ψψ =  из ( )QW 1

0,2 равных нулю при Tt =  и удовлетво-
ряющую интегральному тождеству  

( ) ( )[ ] 0;,20
1,

=−−











−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∫∫ ∑
Ω=

dxxgvTxudxdta
xx

a
ttQ ij

n

ji
ij µψµµψµψ         (13) 

при любой функции ( )tx,µ  из ( )QW 1
0,2 , равных нулю при 0=t .  

Из результатов работы [7, 209-215] следует, что для каждого фик-
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сированного ( )Ω∈ 2Lv  задача (11),(12) имеет единственное обобщенное 
решение из ( )QW 1

2  и справедлива оценка 

    ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ),;,,,,
2

22

2
1

Ω
ΩΩ=

Ω
−≤

∂
∂+

∂
∂+ ∑ L

LL

n

i i
L

xgvTxuc
t

tx
x

txtx ψψψ (14) 

[ ]Tt ,0∈∀ . Учитывая в (14) оценку (7), получим  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

≤
∂

∂+
∂

∂+
ΩΩ=

Ω ∑
22

2

,,,
1 LL

n

i i
L t

tx
x

txtx ψψψ  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
ΩΩΩ

+++≤
22

1
22

0 LLWQL
gvufc , [ ]Tt ,0∈∀ .                    (15) 

 
 
Теорема 1. Пусть выполняются выше изложенные условия на данные за-
дачи (3),(4),(10). Тогда функционал (10) непрерывно дифференцируем по 
Фреше на ( )Ω2L  и его дифференциал и градиент в точке ( )Ω∈ 2Lv с при-
ращением  ( )Ω∈ 2Lvδ  определяется выражениями  

( ) ( ) ( ) ( ) ,;0,,'
2 ∫

Ω
Ω

−= dxxvvxvvJ
L

δψδ            (16) 

( ) ( )vxvJ ;0,' ψ−=              (17) 
Доказательство: Возьмем произвольные управления ( )xv , ( ) ( )xvxv δ+ . 
Пусть ( ) ( ) ( )vtxuvvtxutxuu ;,;,, −+== δδδ . Из условий (3),(4) следует, что 

( )txu ,δ  является решением из ( )QW 1
2 задачи  

( ) ( ) QtxutL
t

u ∈=+
∂

∂ ,,02

2

δδ
            

(18) 

( ) 00, =xuδ , ( ) ( ),0, xvx
t
u δδ =

∂
∂ 0, =Ω∈

S
ux δ .  (19) 

Для решения этой задачи справедлива оценка  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ),
,,,

2
22

2
1

Ω
ΩΩ=

Ω
≤

∂
∂+

∂
∂+ ∑ L

LL

n

i i
L

vc
t

txu
x

txutxu δδδδ     [ ]Tt ,0∈∀ .  (20) 

 
Вычислим приращения функционала (10): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −−+=−−−+=∆
ΩΩΩ

222

222
,;,

LLL
gTxuvTxugAvgvvAvJ δδ  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) dxTxudxTxuxgvTxugvTxu
L ∫∫

ΩΩ
Ω

+−=−− 22 ,,;,2;,
2

δδ . (21) 

 
По определению обобщенного решения задачи (18),(19) при 0=t  вы-
полняется условие ( ) 00, =xuδ и интегральное тождество  
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( ) ( ) 00,0
1,

=−











+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂− ∫∫ ∑

Ω=

dxxxvdxdtua
xx

ua
tt

u

Q ij

n

ji
ij ηδηδηδηδ         (22) 

для любой функции ( ) ( )QWtx 1
2, ∈η , ( ) 0, =Txη . А по определению обоб-

щенного решения задачи имеет место интегральное тождество (13). В (22) 
вместо ( )tx,η  положим ( )vtx ;,ψ , а в (13) вместо ( )tx,µ  положим ( )txu ,δ  и 
сложим их, тогда имеем  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫
ΩΩ

−=− dxxvvxdxTxuxgvTxu δψδ ;0,,;,2 .                    (23) 

Если (23) учитывать в (21), имеем  
( ) ( ) ( ) ( )( ) dxTxudxxvvxvJ ∫∫

ΩΩ

+−=∆ 2,;0, δδψ .                             (24) 

Из (20), в частности, при Tt =  следует оценка ( )( ) ( )
22

2
,

Ω
Ω

≤∫ L
vсdxTxu δδ .  

Учитывая эту оценку в (24) получим, что функционал (10) диффе-
ренцируем по Фреше на ( )Ω2L  и его дифференциал определяется выра-
жением (16).  

Покажем, что отображение ( )vJv '→  определяемое выражение (16) 
непрерывно действует из  ( )Ω2L . В самом деле, из (17) следует, что  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΩΩ
=−+

22
0,''

LL
xvJvvJ δψδ ,          (25) 

где ( ) ( ) ( )vtxvvtxtx ;,;,, ψδψδψδψ −+==  является решением краевой за-
дачи  

( ) ( ) ,,,02

2

QtxtL
t

∈=+
∂

∂ δψδψ
  

 

0=
=Tt

δψ , ( ),,2 Txu
t Tt

δδψ =
∂

∂

=

0=
S

δψ . 

Как в (14), для решения этой задачи справедлива оценка  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ),,,,,
2

22

2
1

Ω
ΩΩ=

Ω
≤

∂
∂+

∂
∂+ ∑ L

LL

n

i i
L

Txuc
t

tx
x

txtx δδψδψδψ [ ]Tt ,0∈∀ . 

Учитывая оценку (20), отсюда имеем, в частности, оценку  
( ) ( ) ( )ΩΩ

≤
22

0,
LL

vcx δδψ .
           (26) 

Тогда из (25) и (26) следует, что  
( ) ( ) ( ) 0''

2
→−+

ΩL
vJvvJ δ  при ( ) 0

2
→

ΩL
vδ .  

Отсюда следует, что ( )vJv '→ есть непрерывное отображение из ( )Ω2L  в 
( )Ω2L . Теорема1 доказана.  
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Отметим, что  сравнивая формул (21) и (24) мы получим, что  
( ) ( ) ( )vxgAvAvJ ;0,2' ψ−=−= ∗ . 

3.Условие оптимальности.  
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для оптималь-
ности управления ( ) ( )Ω∈= ∗∗ 2Lxvv  в задаче (3),(4),(10) необходимо и 
достаточно выполнения равенства  

( ) 0;0, =∗vxψ ,            (27) 
где ( )∗vtx ;,ψ -решений сопряженной задачи (11), (12) при ( )xvv ∗∗ = .  
Доказательство. Согласно теореме1 функционал (10) непрерывно диф-
ференцируем по Фреше и его дифференциал в точке ( )xvv =  определ-
яется выражением (16). Тогда в силу теоремы 5 из [8, 28] на элементе 

( ) ( )Ω∈∗ 2Lxv  необходимо и достаточно выполнение равенства ( ) 0' =∗vJ . 
Отсюда из (16) следует справедливость равенства (27). Теорема 2 доказа-
на.  

Покажем, что оператор Aопределенный по (8) имеет ограни-
ченную норму. В силу оценки (7) решения задачи (3),(4), в частности, при 

Tt = имеем оценку  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

ΩΩΩ
++≤

2
1
222

0,
LWQLL

vufcTxu .  

Поскольку по формуле (8) ( )vTxuAv ;,= , отсюда получим оценку 
 

( ) ( ) ( )[ ]
ΩΩ

++≤ 1
222

0 WQLL
ufcvcAv ,  

а это неравенство показывает, что оператор Aимеет ограниченную нор-
му. К задаче (3), (4), (10) можно применить метод наискорейшего спуска. 
Этот метод состоит в последовательном вычислении приближений ( )xvk  
по схеме [8, 67]   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkkkkkk vxxvvJxvxv ;0,'1 ψαα +=−=+ ,    ,...,1,0=k        (28) 
где ( )xv0 -некоторое начальное приближение, ( )vJ ' -градиент функцио-
нала (10), а параметр спуска α определяется из следующего условия  

( ) ( ) ( ) ( )( )kkkkkk vJvJ ',inf
0

ααϕαϕαϕ
α

−==
≥

. 

Теорема3. Пусть выполняются все условия теоремы 1. Тогда для после-
довательности ( )xvk , построенная методом (28) справедливы следующие 
утверждения: последовательность ( ){ }kvJ  монотонно убывает, ( ) ( ) =

Ω∞→ 2
'lim

Lkk
vJ  

( ) ( ) 0;0,lim
2

==
Ω∞→ Lkk

vxψ , последовательность ( )xvk  минимизирует функцио-

нал (10) на ( )Ω2L , слабо сходится в ( )Ω2L  к множеству 

( ) ( ) ( )
( ) 






 ==Ω∈=

Ω∈
∗∗∗∗∗

2

inf:2
Lv

vJvJJLvV , причем справедлива оценка: ( ) ,...2,1,0 =≤−≤ ∗ k
k
cJvJ k

. 

Доказательство. Поскольку краевая задача (3),(4) линейна, то  
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( )( ) ( ) ( ) ( )2121 ;,1;,1;, vtxuutxuvvtxu λλλλ −+=−+  для всех ( )Ω∈ 221, Lvv  и 
всех вещественных λ . Тогда отсюда, в частности, при Tt = следует, что 
оператор A  определяемый по формуле (8) линеен по v . Поэтому функ-
ционал (10) является выпуклым по v  в ( )Ω2L . Из равенства (25) и из не-
равенства (26) следует, что ( ) ( ) ( ) ( )ΩΩ

≤−+
22

''
LL

vсvJvvJ δδ . Тогда это  

неравенство показывает, что функционал ( ) ( )( )Ω∈ 2
1,1 LСvJ [8, 23]. Ясно, 

что ( )
( )

0inf
2

≥=
Ω∈

∗
Lv

vJJ  и для любой функции ( ) ( )Ω∈ 20 Lxv множество 

( ) ( ) ( ) ( ){ }020 : vJvJLvvM ≤Ω∈= ограничено. Тогда по теореме 1 [8, 70-71] 
для последовательности ( )xvk , построенная методом (28) верны все ут-
верждения теоремы 3. Теорема 3 доказана.   
Замечание: Если в задаче (3),(4),(10) ищется функция ( )xv из ( )Ω∈ 2LV , 
где V -выпуклое замкнутое множество в ( )Ω2L , то аналогичные ре-
зультаты справедливы и в этом случае, причем условие оптимальности 
запишется в виде интегрального неравенства  

( ) ( ) ( )( ) Vvdxxvxvvx ∈∀≤−∫
Ω

∗∗ ,0;0,ψ , 

вместо формулы  (28) имеет место формула ( ) ( ) ( )( ),'1 kkkVk vJxvPxv α−=+  
где VP -оператор проектирования точки v на множество V  [8, 72], 

( ) Vxv ∈0 -начальное приближение, а в качестве kα можно взять любое 

число, удовлетворяющие условиям 
ε

αε
2

20 0 +
≤≤<

Lk , L –константа 

Липщица для градиента ( )vJ ' , εε ,0 - положительные числа, являющиеся 
параметрами метода [8, 73]. 
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XÜLASƏ 

 
İşdə ikitərtibli hiperbolik tənlik üçün qoyulmuş korrekt olmayan Dirixle məsələsi 

müəyyən korrekt düz məsələyə tərs məsələ kimi ifadə olunur, əlavə informasiyanın köməyilə 
funksional qurulur, funksionalın qradiyenti hesablanır, optimallıq üçün zəruri və kafi şərt 
çıxarılır. 
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SUMMARY 

 
In the paper, an incorrect Dirichlet problem for a second-order hyperbolic equation is 

formulated as an inverse problem to some direct correct problem. By the additional 
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functional and obtained necessary and sufficient condition for optimality.  
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УДК 517.946 
 

ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА  

С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
 

Н.А.АЛИЕВ, С.Р.ВЕЛИЕВА  
Бакинский Государственный Университет 
aliyev.nihan@mail.ru, sevinj_veliyeva@mail.ru 

 
Излагаемая работа посвящена исследованию решений граничной задачи для урав-

нения гиперболического типа первого порядка с нелокальными граничными условиями. 
Исходя из фундаментального решения рассматриваемого уравнения получаются необ-
ходимые условия. Полученные необходимые условия с заданными граничными условиями 
дают достаточное условие фредгольмовости поставленных задач. 

 
Ключевые слова: гиперболические уравнения, нелокальные граничные условия, 

фредгольмовость граничной задачи. 
 
Как известно в курсе уравнений математической физики и уравнений 

с частными производными рассматриваются задачи для уравнения гипер-
болического, параболического и эллиптического типа [1]-[2]. Для уравне-
ний гиперболического и параболического типа рассматривается задача 
Коши и смешанная задача, а для уравнения эллиптического типа рассмат-
ривается граничная задача [3]-[4]. 

Моделью для гиперболического типа является уравнение колебания, 
для параболического типа является уравнение теплопроводности, а для 
эллиптического типа - уравнение Лапласа. 

Далее показано, что для уравнения Лапласа задача Коши некорректно 
(непрерывная зависимость отсутствует), а для гиперболического уравне-
ния граничная задача некорректна (может не существовать решение) [5]-
[6]. Наконец, было рассмотрена граничная задача для уравнения эллипти-
ческого типа первого порядка с нелокальными граничными условиями 
[7]-[9]. 

Излагаемая работа посвящена исследованию решений граничной за-
дачи для уравнения гиперболического типа первого порядка с нелокаль-
ными граничными условиями. 

Исследование опирается на полученные в работе необходимые усло-
вия. 

Постановка задачи: рассмотрим следующую граничную задачу для 
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уравнения гиперболического типа 
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥2

+ 𝑎(𝑥2) 𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥1

= 0, 𝑥 = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅2,       (1) 

𝛼1(𝑥1)𝑢 �𝑥1,𝛾1(𝑥1)� + 𝛼2(𝑥1)𝑢 �𝑥1,𝛾2(𝑥1)� = 𝛼(𝑥1), 𝑥1 ∈ [𝑎1, 𝑏1] ,     (2) 
где 𝑎(𝑥2) > 0, 𝐷 = �𝑥:  𝑥1 ∈ [𝑎1, 𝑏1];  𝑥2 ∈ �𝛾1(𝑥1),𝛾2(𝑥1)�� – плоская об-
ласть выпукло по направлению 𝑥2, а граница Г – линия Ляпунова. 

Части Г1 и Г2, границы Г области D,  получаются при проектирова-
нии области D параллельно к 𝑥2, на оси 𝑥1, имеющие уравнения 𝑥2 =
𝛾𝑘(𝑥1),𝑘 = 1,2; 𝑥1 ∈ [𝑎1, 𝑏1]. Данные (2) 𝛼1(𝑥1),𝛼2(𝑥1) и 𝛼(𝑥1) входящие 
в граничное условие - заданные непрерывные функции, 𝑢(𝑥) - искомая 
функция при 𝑥 ∈ 𝐷. 

Из ляпуновости границы Г следует, что 𝛾′𝑘(𝑥1) принадлежит некото-
рому классу Гельдера с индексом 𝜈 ∈ (0,1). 

Мы будем использовать фундаментальное по направлению 𝑥2 реше-
ния уравнения (1) имеющий вид: 

𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉) = 𝜗(𝑥2 − 𝜉2)𝛿(𝑥1 − 𝜉1 − ∫ 𝑎(𝑡)𝑑𝑡𝑥2
𝜉2

),      (3) 
где 𝜗 - единичная функция Хевисайда, 𝛿 - функцию Дирака [10]. 

Умножая уравнение (1) на фундаментальное решение (3), интегрируя 
по области D, применяя формулу Остроградского - Гауса, подобно второй 
формуле Грина, имеем: 

0 = �
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥2

𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)𝑑𝑥 +
𝐷

� 𝑎(𝑥2)
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥1

𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)𝑑𝑥 
𝐷

=  

= � 𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉) cos(𝜈, 𝑥2)𝑑𝑥
Г

−� 𝑢(𝑥)
𝜕𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 +

𝐷
 

+∫ 𝑎(𝑥2)𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 −) cos(𝜈, 𝑥1)𝑑𝑥 −Г ∫ 𝑎(𝑥2)𝑢(𝑥) 𝜕𝑈(𝑥2,𝜉2,𝑥−𝜉)
𝜕𝑥1

𝑑𝑥𝐷 ,  
              (4) 
где 𝜈 - внешняя нормаль к границе Г области D. 

Оставляя интегралы по Г в левой части и перенося интегралы по об-
ласти D в правую часть получим соотношение: 

� 𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)[cos(𝜈, 𝑥2) + 𝑎 cos(𝜈, 𝑥1)]𝑑𝑥
Г

= 

= � 𝑢(𝑥) �
𝜕𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)

𝜕𝑥2
+ 𝑎(𝑥2)

𝜕𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)
𝜕𝑥1

� 𝑑𝑥
𝐷

= 

= ∫ 𝑢(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝜉)𝑑𝑥 =𝐷 �
𝑢(𝜉),    𝜉 ∈ 𝐷,

1
2
𝑢(𝜉),   𝜉 ∈ Г,

�         (5) 

которая является основным соотношением, состоящих из двух частей. 
Первая часть при 𝜉 ∈ 𝐷 дает общее решение уравнения (1), а вторая часть, 
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соответствующая 𝜉 ∈ Г является необходимым условием. 
Отделяя вышесказанные необходимые условия, имеем: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾1(𝜉1)� = ∫ 𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)| [cos(𝜈, 𝑥2) +𝜉2=𝛾1(𝜉1)Г1

+𝑎(𝑥2) cos(𝜈, 𝑥1)]𝑑𝑥 + ∫ 𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)| [cos(𝜈, 𝑥2) +𝜉2=𝛾1(𝜉1)Г2
+𝑎(𝑥2) cos(𝜈, 𝑥1)]𝑑𝑥 ,

1
2
𝑢�𝜉1,𝛾2(𝜉1)� = ∫ 𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)| [cos(𝜈, 𝑥2) +𝜉2=𝛾2(𝜉1)Г1

+𝑎(𝑥2) cos(𝜈, 𝑥1)]𝑑𝑥 + ∫ 𝑢(𝑥)𝑈(𝑥2, 𝜉2, 𝑥 − 𝜉)| [cos(𝜈, 𝑥2) +𝜉2=𝛾2(𝜉1)Г2
+𝑎(𝑥2) cos(𝜈, 𝑥1)]𝑑𝑥.

�    (6) 

Далее учитывая, что для границы Г1,  
 cos(𝜈, 𝑥2) = − cos(𝑥1, 𝜏),     cos(𝜈, 𝑥1) = sin(𝑥1, 𝜏),    𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1

cos(𝑥1,𝜏)  
а для границы Г2  
 𝑐𝑜𝑠(𝜈, 𝑥2) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥1, 𝜏),     𝑐𝑜𝑠(𝜈, 𝑥1) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥1, 𝜏),    𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1

𝑐𝑜𝑠(𝑥1,𝜏). 
Из (6) имеем: 

1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾1(𝜉1)� = −� 𝑢(𝑥1, 𝛾1(𝑥1))𝜗(𝛾1(𝑥1)

𝑏1

𝑎1
− 𝛾1(𝜉1))  × 

× 𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − � 𝑎(𝑡)𝑑𝑡
𝛾1(𝑥1)

𝛾1(𝜉1)
)� �1 − 𝑎𝛾1(𝑥1)𝛾1′ (𝑥1)�𝑑𝑥1 + 

+� 𝑢(𝑥1, 𝛾2(𝑥1))𝜗(𝛾2(𝑥1) − 𝛾1(𝜉1))𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − � 𝑎(𝑡)𝑑𝑡
𝛾2(𝑥1)

𝛾1(𝜉1)
)� ×

𝑏1

𝑎1
 

 × �1 − 𝑎(𝛾2(𝑥1))𝛾2′ 𝛾2′ (𝑥1)�𝑑𝑥1, 
1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾2(𝜉1)� = −� 𝑢(𝑥1, 𝛾1(𝑥1))𝜗(𝛾1(𝑥1) − 𝛾2(𝜉1))

𝑏1

𝑎1
× 

× 𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − � 𝑎(𝑡)𝑑𝑡
𝛾1(𝑥1)

𝛾2(𝜉1)
)� × �1 − 𝑎𝛾1(𝑥1)𝛾1′ (𝑥1)�𝑑𝑥1 + 

+� 𝑢(𝑥1, 𝛾2(𝑥1))𝜗(𝛾2(𝑥1) − 𝛾2(𝜉1))𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − � 𝑎(𝑡)𝑑𝑡
𝛾2(𝑥1)

𝛾2(𝜉1)
)� ×

𝑏1

𝑎1
 

 × �1 − 𝑎(𝛾2(𝑥1))𝛾2′ 𝛾2′ (𝑥1)�𝑑𝑥1. 
Далее предполагая, что 

𝛾𝑘(𝑎1) = 𝛾𝑘(𝑏1)   , k=1,2,           (7) 
из последних выражений получим: 
1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾1(𝜉1)� = −

1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾1(𝜉1)� + � 𝑢(𝑥1, 𝛾2(𝑥1)) ×

𝑏1

𝑎1
 

 × 𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − ∫ 𝑎(𝑡)𝑑𝑡𝛾2(𝑥1)
𝛾1(𝜉1) )� × �1 − 𝑎(𝛾2(𝑥1))𝛾2′ (𝑥1)�𝑑𝑥1, 
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1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾2(𝜉1)� =

1
2
𝑢�𝜉1, 𝛾2(𝜉1)�, 

т.е. второе выражение превращается в тождество, а первое примет вид: 
𝑢�𝜉1, 𝛾1(𝜉1)� = ∫ 𝑢(𝑥1, 𝛾2(𝑥1))𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − ∫ 𝑎(𝑡)𝑑𝑡𝛾2(𝑥1)

𝛾1(𝜉1) )�𝑏1
𝑎1

�1 −
−𝑎(𝛾2(𝑥1))𝛾2′ (𝑥1)�𝑑𝑥1           (8) 
потому что при условиях (7) 
𝛾1(𝑥1)− 𝛾2(𝜉1) < 0 

Теперь предполагая, что 
𝛼𝑘(𝑥1) ≠ 0,    𝑘 = 1,2,           (9) 
из (8) получим: 
𝛼(𝜉1)
𝛼1(𝜉1) −

𝛼2(𝜉1)
𝛼1(𝜉1)𝑢�𝜉1, 𝛾2(𝜉1)� = � 𝑢(𝑥1, 𝛾2(𝑥1))

𝑏1

𝑎1
× 

× 𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − � 𝑎(𝑡)𝑑𝑡
𝛾2(𝑥1)

𝛾1(𝜉1)
)� �1 − 𝑎𝛾2(𝑥1)𝛾2′ (𝑥1)�𝑑𝑥1 

или же 

𝑢�𝜉1, 𝛾2(𝜉1)� = −
𝛼1(𝜉1)
𝛼2(𝜉1)� 𝑢(𝑥1, 𝛾2(𝑥1))𝛿 �𝑥1 − 𝜉1 − � 𝑎(𝑡)𝑑𝑡

𝛾2(𝑥1)

𝛾1(𝜉1)
)�

𝑏1

𝑎1
× 

× �1 − 𝑎(𝛾2(𝑥1))𝛾2′ (𝑥1)�𝑑𝑥1 + 𝛼(𝜉1)
𝛼1(𝜉1),       (10) 

с этим установлена следующая 
Теорема. Пусть 𝑎(𝑥2) > 0, D – выпукло по направлению 𝑥2, граница 

Г – линия Ляпунова, 𝑎(𝑥2),𝛼1(𝑥1),𝛼2(𝑥1) и 𝛼(𝑥1) удовлетворяются усло-
вия (7) и(9), тогда поставленная граничная задача (1)-(2) фредгольмова. 

Пример. Предполагая, что 
𝑎(𝑡) = 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,  𝛾1(𝑥1) = 𝑥2,   𝛾2(𝑥1) = 1,    
𝑎1 = −1,   𝑏1 = 1,   𝛼1(𝑥1) ≡ −1,   𝛼2(𝑥1) ≡ 1, 
тогда (10) принимает вид: 
𝑢(𝜉1, 1) = ∫ 𝑢(𝑥1, 1)𝛿(𝑥1 − 𝜉1 − 𝑎(1 − 𝜉12))1

−1 𝑑𝑥1 + 𝛼(𝜉1),    (11) 
или же 
𝑢(𝜉1, 1) = 𝑢((𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12), 1) + 𝛼(𝜉1),       (12) 

Для того, чтобы определить 𝑢((𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12), 1) входящие в правую 
часть (12) воспользуемся (11), т.е. подставляя вместо 𝜉1 выражение 
𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12) имеем: 
𝑢(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12), 1) = 

= � 𝑢(𝑥1, 1)𝛿
1

−1
�𝑥1 − 𝜉1 − 𝑎(1 − 𝜉12) − 𝑎 �1 − �𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12)�

2
� , 1� 𝑑𝑥1 + 

+𝛼�𝜉1 +  𝑎(1 − 𝜉12)�= 𝛼�𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12)� + 𝑢(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12) +
𝑎(1 −−(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12))2),1),        (13) 
если 
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𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12) + 𝑎�1 − (𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12)�
2

) ∈ [−1,1].     (14) 
В противном случае, т.е. когда (14) не выполняется получаем 

𝑢(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12),1) = 𝛼(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12))       (15) 
Тогда из (12) находим или  

𝑢(𝜉1, 1) = 𝛼(𝜉1) + 𝛼(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12))       (16) 
или же  
𝑢(𝜉1, 1) = 𝛼(𝜉1) + 𝛼(𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12)) + 𝑢 �𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12) + 𝑎 �1 −

−�𝜉1 + 𝑎(1 − 𝜉12)�
2�, 1�         (17) 

В случае (17) итерация продолжается. 
Замечание.  Если 𝑢�𝜉1,𝛾2(𝜉1)� определяется из интегрального урав-

нения Фредгольма второго рода (10), то решение поставленной задачи 
(1)-(2) получается из основных соотношений (5). 

Отметим, что 𝑢�𝑥1, 𝛾1(𝑥1)� определяется из заданного граничного ус-
ловия (2). 
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QEYRİ-LOKAL SƏRHƏD ŞƏRTLİ BİRİNCİ TƏRTİB HİPERBOLİK TƏNLİK ÜÇÜN 

SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 
 

N.Ə.ƏLİYEV, S.R.VƏLİYEVA 
 

XÜLASƏ 
 

Təqdim olunaniş, dəyişən əmsallın birinci tərtib hiperbolik tip tənlik üçün qeyri-lokal 
sərhəd şərti daxilində məsələnin həllinin araşdırılmasına həsr olunmuşdur. Verilmiş tənliyin 
fundamental həllinin köməyilə zəruri şərt alınmışdır. Bu zəruri sərt verilmiş sərhəd şərti ilə 
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birlikdə qoyulmuş sərhəd məsələsinin fredholmluğu üçün kafi şərtin alınmasına imkan yaradır. 
 
Açar sözlər: hiperbolik tənliklər, tənlik, qeyri-lokal sərhəd şərti, Fredholm xüsusiyyət-

ləri 
 

BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE FIRST-ORDER HYPERBOLIC  
EQUATION WITH NONLOCAL BOUNDARY CONDITIONS 

 
N.A.ALIYEV, S.R.VALIYEVA 

 
SUMMARY 

 
The work is devoted to the study of solutions of the boundary problem for a hyperbolic 

equation of the first order with nonlocal boundary conditions. Proceeding from the fundamen-
tal solution of the equation, the necessary conditions were obtained. The necessary conditions 
along with the given boundary conditions allow receiving a sufficient condition for 
Fredholmity of the assigned tasks. 

 
Key words: hyperbolic equations, the first order with nonlocal boundary conditions, 

Fredholm condition 
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ГЛОБАЛЬНАЯ БИФУРКАЦИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

ДИРАКА СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ  
В ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ 

 
П.Р.МАНАФОВА 

Бакинский Государственный Университет 
manafova.pervane@bk.ru 

 
 В работе изучаются локальная и глобальная бифуркации множества решений 
нелинейной задачи Дирака со спектральным параметром в граничном условии. Доказы-
вается существование неограниченных континуумов множества нетривиальных реше-
ний рассматриваемой задачи, бифурцирующих из точек прямой тривиальных решений и 
содержащихся в классе функций, обладающих осцилляционными свойствами соответ-
ствующей линейной задачи. 
  

Ключевые слова: нелинейная задача Дирака, точка бифуркации, континуум, 
собственное значение, собственная вектор-функция  
 
Рассмотрим следующую нелинейную систему Дирака 

,0),),(),(,()()()()(
),),(),(,()()()()(

2

1

πλϑλϑϑ
λϑλϑ

<<−−=+′
+=−′

xxxuxhxxxrxu
xxuxhxuxuxpx

 (1) 

с граничными условиями 
,0sin)0(cos)0( =+ ααϑ u                                             (2) 

,0)()sin()()cos( 11 =+++ πβλπϑβλ uba                               (3) 
где R∈λ – спектральный параметр, )(xp  и )(xr  действительные функ-
ции непрерывные на ],,0[ π  11,,, baβα – действительные постоянные, 
причем .0cossin),,0[, 11 >−=∈ ββσπβα ba Действительные функции 

21, hh  непрерывны на 3],0[ R×π  и  удовлетворяют условиям: 
,2,1|),||(|),,,( =+= itsotsxhi λ                                            (4) 

в окрестности точки  (0,0) равномерно по ],0[ π∈x и Λ∈λ  для каждого 
ограниченного промежутка .R⊂Λ  
 Бифуркация нелинейных задач на собственные значения для обык-
новенных дифференциальных уравнений  второго и четвертого порядков 
и системы Дирака детально исследованы в работах [1-3] (см. также  

35 



библиографию этих работ). Нелинейная задача Штурма-Лиувилля второ-
го порядка со спектральным параметром в граничном условии изучено в 
работе [4], а четвертого порядка – в [5]. 
 Целью настоящей работы является исследование глобальной би-
фуркации множества решений нелинейной задачи Дирака (1)-(3). 
 В силу условия (4) задача (1)-(3) линеаризируема в окрестности  
(0,0) и соответствующей ей линейной задачей является линейная задача  

.0)()sin()()cos(
,0sin)0(cos)0(

,0),()()()(
),()()()(

11 =+++
=+

<<−=+′
=−′

πβλπϑβλ
ααϑ

πλϑϑ
λϑ

uba
u

xxxxrxu
xuxuxpx

                       (5) 

Функции )(xχ  и ,),(, Rxx ∈βαω  и числа ,km ,, Ζ∈knk  определим 
следующим образом [6]: 





>
≤

=
,0,1
,0,0

)(
xесли
xесли

xH        




≥=<
<=<−

=
,,00,1
,,00,1

)(, βα
βα

ω βα xилиxесли
xилиxесли

x  












 −+−= )(

2
1||

2
,

kHkmk πα
ωπα ,     .))((sgn1|| 0, kHknk αωα+−=  

 Известно [7], что собственные значения краевой задачи (5) яв-
ляются вещественными, простыми и образуют последовательность 

∞=

−∞=

k
kk }{λ со значениями в пределах от ∞−  до ,∞+  которые могут быть 

пронумерованы в порядке возрастания, т.е. 
 ;21012 ⋅⋅⋅<<⋅⋅⋅<<<<<<⋅⋅⋅<<⋅⋅⋅ −−− kk λλλλλλλ  

кроме того, существует Ν∈∗k  такое, что при ∗> kk || собственная 
вектор-функция )),(),(()( xxuxw kkk ϑ= соответствующая собственному 
значению ,kλ обладает следующими осцилляционными свойствами: 
 а) если ,0=β  то ,, 1)( −+== kHkkkk ntms  

 б) если ,
2

,0 




∈ πβ  то ,, )(1)( NHkkNHkk ntms −+− ==  

 в) если ,
2
πβ =  то ,, )()()( NHkkNHkHkk ntms −−+ ==  

 г) если ,,
2






∈ ππβ  то ,, )()( NHkkNHkk ntms −− ==  

где через ks  и kt  определены числа нулей в интервале ),0( π функции 
)(xuk  и ),(xkϑ соответственно. 

 Пусть ..)];,0([ 0
2 CBRCE π=  банахово пространство с обычной 
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нормой ,|)(|max|)(|max||),(||||||
],0[],0[

xxuuw
xx

ϑϑ
ππ ∈∈

+==  где .. 0CB – множество 

функций,  удовлетворяющих условию (2). Обозначим через ,, Ν∈+ kSk  
множество функций ,),( Euw ∈= ϑ которые удовлетворяют следующим 
условиям: i)  ];,0[,0|)(||)(||)(| πϑ ∈>+= xxxuxw   ii) функция )(xu имеет ,ks а 
функция )(xϑ  имеет kt  нулей в интервале ;),0( π iii) функция )(xu
положительна в окрестности точки .0=x  Пусть +− −= kk SS  и .−+= kkk SSS   

В силу теоремы 3.3 из [7] множества +
kS  и −

kS являются не пустыми. Из 
определения множеств +

kS  и −
kS  следует, что эти множества являются 

открытыми подмножествами в .E  Кроме того, если ,, Ζ∈∂∈ kSw k  то 
существует точка ],0[ πτ ∈  такая, что ,0|)(| =τw  где kS∂ – граница 
множества .kS  
 Через ER×⊂ℑ  обозначим замыкание множества нетривиальных 
решений задачи (1)-(3) и пусть  

.),(),( Ν∈×ℑ=ℑ×ℑ=ℑ kSRSR kkkk  νν  
В дальнейшем через ν  будем обозначать элемент из },{ −+ , т.е. либо 

,+=ν  либо .−=ν  
 Лемма 1.  Если ERw ×∈),(λ  является решением задачи  (1)-(3) и 

,, Ν∈∂∈ kSw k
ν  то .0≡w  

 Доказательство этой леммы проводится по схеме доказательства 
леммы 2.8 из [6]. 
 Известно [8], что линейная задача (5) сводится к задаче на собст-
венные значения для линейного оператора L  в гильбертовом простран-
стве CLLH ⊕⊕= ),0(),0( 22 ππ со скалярным произведением 

,~)}(~)()(~)({})~),~,~{(},),,({()~̂,ˆ( 1

0

mmdxxxxuxumumuww −++== ∫ σϑϑϑϑ
π

где  

)}()()),()()((),()()({},,{ˆ 11 ππϑϑϑϑ ubaxxrxuxuxpxmuLwL ++′−−′==  
с областью определения  

)},sin)(cos
)((,0sin)0(cos)0()),(,()(

),,0(),0()(],,0[,:},,{{)( 22

βπβ
πϑααϑϑϑ

πππϑϑ

u
murupuw

LLwACuHmuLD

+
×−==++′−−′=

⊕∈∈∈=




которая 

всюду плотна в H [4, 8]. Очевидно, что оператор L  определен в H  
корректно. Задача (5) при принимает вид 

),(ˆ,ˆˆ LDwwwL ∈= λ  
т.е. собственные значения ,, Ν∈kkλ  оператора L и задачи (4) совпадают 
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вместе с их кратностями, а между собственными вектор-функциями 
имеется взаимно-однозначное соответствие 

).sin)(cos)((},,,{ˆ)( βπβπϑϑϑ kkkkkkkkkk ummuwuw +−==↔=  
 Оператор L  является замкнутым оператором в H с компактной 
резольвентой. 
 Определим нелинейный оператор HLDRG →× )(:  следующим 
образом: 

},0),,,,(),,,,({}),{,()ˆ,( 21 λϑλϑλλ uxhuxhmwGwG ==  
где ).sin)(cos)(( βπβπϑ um +−= Тогда задача (1)-(3) сводится к 
следующей нелинейной задаче 

),ˆ,(ˆˆ wGwwL λλ +=                                                   (6) 
т.е. между решениями этих задач имеется взаимно-однозначное соот-
ветствие 

).,()ˆ,( ww λλ ↔                                                      (7) 
 Пусть CEE ⊕=ˆ  банахово пространство с нормой  .||||||||ˆ|| mww +=
Норму в пространстве )(ˆ ERER ××  определим следующим образом: 

).}|||||{|||),((||}||ˆ|||{|||)ˆ,(|| 2
1

222
1

22 wwww +=+= λλλλ  
 Отметим, что если 0=λ  не является собственным значением 
линейной задачи (5), то существует 1−L   и EEL ˆˆ:1 →−  является вполне 
непрерывным [9]. 
 Определим следующие операторы: 

.ˆ,ˆ 11 GLGLL −− ==  
Тогда задачу (6) можно переписать в следующей эквивалентной форме: 

)ˆ,(ˆˆˆˆ wGwLw λλ +=                                                (8) 
Из вполне непрерывности EEL ˆˆ:ˆ →  и условия (4) следует, что 

EERG ˆˆ:ˆ →×  является вполне непрерывным и при 0||ˆ|| →w  
||)ˆ(||)ˆ,(ˆ wowG =λ                                                 (9) 

равномерно по .Λ∈λ  
 Пусть .},:ˆ},{ˆ{ˆ Ν∈∈∈== kSwEmwwS kk

νν Через ER ˆˆ ×⊂ℑ  
обозначим замыкание множества нетривиальных решений задачи (8) и 
пусть  

.),ˆ(ˆˆ),ˆ(ˆˆ Ν∈×ℑ=ℑ×ℑ=ℑ kSRSR kkkk  νν  
 Обозначим через ,},,{ˆ Ζ∈= ++ kmww kkk единственную собственную 
функцию оператора ,L соответствующую собственному значению ,kλ
которая удовлетворяет условию ++ ∈ kk Sw ˆˆ и .1||ˆ|| =+

kw  
 Основным результатами данной работы являются следующие 
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теоремы.  
 Теорема 1. Для каждого Ζ∈k  и каждого ν  существует кон-
тинуум ν

kĈ  решений задачи (7) в )}0̂,{(ˆ
kk λν ℑ ,  который содержит 

)0̂,( kλ  и неограничен в ,ÊR×  где }.0,0,0{0̂ =  
 Теорема 2. Для каждого Ζ∈k  и каждого ν  существует 
континуум ν

kC  решений задачи (1)-(3) в ))}0,0(,{( kk λν ℑ  , который 
содержит ))0,0(,( kλ  и неограничен в .ER ×  
 Доказательство теоремы 2 непосредственно следует из теоремы 1 
с учетом соотношении (7). 
  Доказательство теоремы 1. Заметим, что собственные значения 

,kλ  ,Ζ∈k оператора L  являются характеристическими значениями опе-

ратора L̂  и все они являются простыми.  Тогда, силу (9), из теоремы 
Красносельского  [10, гл. 4, теорема 2.1] следует, что для каждого Ζ∈k  
точка ERk

ˆ)0̂,( ×∈λ является точкой бифуркации задачи (8) и этой точке 
соответствует непрерывная ветвь (а точнее континуум (замкнутое связное 

множество)) kC
~̂

 множества нетривиальных решений. На основании тео-

ремы Рабиновича [1, теорема 1.3] континуум ,)},0̂,{(
~̂ˆ Ζ∈= kCC kkk λ  

содержащий точку )0̂,( kλ либо неограничен в ,ÊR×  либо содержит точку 

),0̂,( nλ где −≠ knn ,λ собственное значение оператора .L  
 Если kCw ˆ)ˆ,( ∈λ  находится в малой окрестности точки ),0̂,( kλ  то в 
силу [6, лемма 1.24] при 0→γ  имеем 

)1(ok += λλ   и  |)(|~,~ˆˆ γγ owwww k =+= + .                          (10) 

Так как kkk SSw ⊂∈ ++ ˆˆ  и −kS  открытое множество в ,Ê  то имеем 

kw ℑ∈ ˆ)ˆ,(λ  и kkkk BC ℑ⊂ ˆ))})0̂,{(\ˆ(( ,ρλ                           (11) 

для всех малых ,0>ρ  где }.||)0̂,()ˆ,(||:ˆ),{(, ρλλλρ <−×∈= kk wERwB  В 

силу леммы 1 имеем .ˆ)})0̂,{(\ˆ(( ∅=ℑ∂ kkkC λ  Следовательно, 
)}.0̂,{(ˆˆ

kkkC λℑ⊂  

 Теперь разложим kĈ  на два подконтинуума используя конструк-

ции, предложенной Данцером [11]. Если kCw ˆ)ˆ,( ∈λ находится в малой 

окрестности точки ),0̂,( kλ  то учитывая (10) и тот факт, что νγ kk Sw ˆˆ ∈+  при 
}),0:{(}0{\ ∞+≤≤∈=∈ zRzRR γγ νν  из (11) получим 
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++ ℑ⊂ kkkk BC ˆ))})0̂,{(\ˆ(( ,ρλ    и  −− ℑ⊂ kkkk BC ˆ))})0̂,{(\ˆ(( ,ρλ   

 для всех малых .0>ρ  Так как, в силу леммы 1,  ,ˆ)})0̂,{(\ˆ(( ∅=ℑ∂ νν λ kkkC   
то )},0̂,{(ˆˆ

kkkC λνν ℑ⊂  откуда следует, что   
.)})0̂,{(\ˆ()})0̂,{(\ˆ( ∅=−+

kkkk CC λλ   
Тогда в силу теоремы Данцера [11, теорема 2] множества +

kĈ  и −
kĈ

являются неограниченными в пространстве .Ê  Теорема 1 доказана. 
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SƏRHƏD ŞƏRTİNƏ SPEKTRAL PARAMETR DAXİL OLAN QEYRİ-XƏTTİ  
DİRAK SİSTEMİNİN QLOBAL BİFURKASİYASI  

 
P.R.MANAFOVA  

 
XÜLASƏ 

 
İşdə sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan qeyri-xətti Dirak məsələsinin həlləri 

çoxluğunun lokal və qlobal bifurkasiyası öyrənilir. Baxılan məsələnin trivial olmayan həlləri 
çoxluğunun trivial həllər əyrisindən budaqlanan və uyğun xətti məsələnin məxsusi vektor-
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funksiyalarının osillyasiya xassələrinə malik siniflərdə yerləşən qeyri-məhdud kontinuum-
larıının varlığı isbat olunur. 

  
Açar sözlər: qeyri-xətti Dirak məsələsi, bifurkasiya nöqtəsi, kontinuum, məxsusi ədəd, 

məxsusi vektor-funksiya  
 

 
 

GLOBAL BIFURCATION OF THE NONLINEAR DIRAC SYSTEM WITH  
A SPECTRAL PARAMETER IN THE BOUNDARY CONDITION 

 
P.R.MANAFOVA  

 
SUMMARY 

 
 In this paper, we study local and global bifurcations of the set of solutions of the 
nonlinear Dirac problem with a spectral parameter in the boundary condition. We prove the 
existence of unbounded continua of the set of nontrivial solutions of the considered problem 
bifurcating from the points of line of trivial solutions and contained in the classes of functions 
possessing the oscillatory properties of the corresponding linear problem. 
 
 Keywords: non-linear Dirac problem, bifurcation point, continuum, eigenvalue, 
eigenvector-function. 
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Telekommunikasiya şəbəkələrində optimal marşrutun seçilməsi üçün çoxkriterili optimal-
laşdırma məsələsinə baxılmışdır. Əsas göstəricilər kimi paketlərin ləngimə vaxtı, itirilmə sə-
viyyəsi və əlaqə xəttindən istifadəetmə dəyəri götürülmüşdür. Çəki əmsalları metodu ilə şəbəkə 
modeli nümunəsində Pareto-optimal marşrutlar çoxluğu tapılmışdır. 

 
Açar sözlər:telekommunikasiya şəbəkələri, Pareto-optimal həllər, çəki əmsalları metodu. 

 
Müasir telekommunikasiya şəbəkələri daim mürəkkəbləşir, onlara müxtəlif 

texniki-iqtisadi tələblər irəli sürülür. Bu tələblər ümumilikdə keyfiyyət göstə-
ricilərini xarakterizə edir. Keyfiyyət göstəriciləri bir-birindən asılı olmaqla 
yanaşı, həm də bir-biri ilə ziddiyyət təşkil edir. Mürəkkəb bir informasiya 
sistemi kimi, telekommunikasiya şəbəkələrini elementlərin, xassələrin və 
onların qarşılıqlı münasibətlərinin nizamlanmış yığımı kimi təsəvvür etmək 
olar. Onların konkret qiymətləri şəbəkənin strukturunu, parametrlərini və 
effektivliyini müəyyən edir. Bu halda müxtəlif xarakterli şəbəkə məsələlərini 
həll etmək zərurəti ortaya çıxır: ağacın (qrafın) minimal gövdəsinin tapılması, 
ən qısa yolun tapılması, maksimal axının təyini, kanalların məhdud buraxılış 
qabiliyyətində axının maya dəyərinin minimallaşdırılması, kritik yolun tapıl-
ması, kanalların optimal buraxılış qabiliyyətinin seçilməsi [1–3]. Şəbəkələrin 
uzunmüddətli və habelə, qısamüddətli planlaşdırılması və layihələndirilməsi 
zamanı və keyfiyyət göstəriciləri yığımını nəzərə almaqla situasıyalı idarəetmə 
zamanı optimal həllin tapılması aktual məsələlərdən biridir.  

Optimal qərarların qəbul edilməsi məsələsi mümkün həllər çoxluğundan 
elə həllin seçilməsindən ibarətdir ki, müəyyən mənada ən yaxşı, yəni optimal 
olsun. Belə həllin seçilməsini qarşısına tamamilə müəyyən məqsəd qoymuş 
qərar qəbuledən şəxs (QQŞ) həyata keçirir. Konkret vəziyyətdən asılı olaraq 
QQŞ rolunda ayrı-ayrı adamlar (mühəndis, elmi işçi, sifarişçi və s.), həm də 
bütöv bir kollektiv (konkret bir məsələnin həlli ilə məşğul olan mütəxəssislər 
qrupu) çıxış edə bilər. Hər mümkün həll müəyyən məqsədə çatmaq səviyyəsi 
ilə xarakterizə olunur. Buna uyğun olaraq həllin üstünlükləri və çatışmazlıqları 
haqqında QQŞ-in öz təsəvvürü vardır ki, onun əsasında bu və ya digər həllə 
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üstünlük verir. QQŞ nöqteyi-nəzərindən optimal həll – bütün alternativ həllər-
dən daha üstün olanıdır. Təcrübədə belə üstüntutma müxtəlif formada ifadə 
edilə bilər və onun riyazi formallaşdırılması o qədər də asan məsələ deyildir. 
Çətinlik ondan ibarətdir ki, riyazi formallaşdırma nöqteyi-nəzərindən başlanğıc 
mərhələlərdə QQŞ, bir qayda olaraq, nəyə üstünlük verdiyini (optimal həlli) 
özü tam və aydın ifadə edə bilmir. Mümkün həllər çoxluğundan ən yaxşı həllin 
tapılması üçün optimallıq kriterisinin seçilməsi – optimal həll haqqında QQŞ-
in təsəvvürünün formallaşdırılması ilə əlaqədardır. Bu halda həllin optimallığı 
anlayışının təyini üçün ordinalist və kardinalist yanaşma [4] mövcuddur. 

Həllin optimallığı anlayışının təyini üçün ordinalist yanaşma – nizamlan-
mış (daha yaxşı-daha pis) və binar münasibətlər anlayışının tətbiqinə əsaslanır 
ki, bu da alternativləri cüt-cüt müqayisəetmə və optimal həlli seçmə əməliyyat-
larını formallaşdırmağa imkan verir. Bir-biri ilə hər hansı R münasibətində olan 
nizamlanmış alternativ cütlüklər çoxluğu binar münasibətlər adlanır və 
(𝑥′,  𝑥′′) ∈ 𝑅və ya𝑥′𝑅𝑥′′şəklində yazılır. 

Həllin optimallığı anlayışının təyini üçün kardinalist yanaşma – hər hansı 
𝑈( ) məqsəd funksiyasının daxil edilməsinə əsaslanır. Bu funksiyanın qiyməti x 
həllinin faydalılığı kimi interpretasiya olunur və QQŞ bu həllə üstünlük verir. 
Bu halda optimal həllin seçilməsi üçün skalyar optimallaşdırma metodları 
tətbiq edilir ki, bu da bir qayda olaraq, yeganə həllin seçilməsinə gətirir. Ancaq 
nəzərə alsaq ki, həllər yığımı kifayət qədər ziddiyyətlidir və QQŞ onların 
hamısını nəzərə almaq istəyir, lakin optimallıq haqqında təsəvvürü kifayət 
qədər müəyyən deyildir, onda skalyar məqsəd funksiyasını və müvafiq skalyar 
optimallıq kriterisini formallaşdırılmış şəkildə vermək mümkün olmur. Buna 
görə başlanğıc mərhələlərdə həlli xüsusi məqsəd funksiyalarından ibarət vektor 
məqsəd funksiyası ilə xarakterizə edirlər: 

𝐹(𝑥) = �𝐹1(𝑥),  𝐹2(𝑥), … ,𝐹𝑚(𝑥)�. (1) 
Bu funksiyanın qiyməti x – müxtəlif tələblər nöqteyi-nəzərindən həllin 

faydalılığı kimi interpretasiya olunur. Bu halda keyfiyyət göstəriciləri yığımına 
görə daha mürəkkəb optimallaşdırma məsələsi yaranır ki, bu da çoxkriterili və 
ya vektor optimallaşdırma məsələsi [4] adlanır. 

Keyfiyyət göstəriciləri yığımını nəzərə almaqla optimal marşrutlaşdırma 
məsələsinin modeli  {𝑋,𝐹} → 𝑥∗ şəklində təsvir edilir. Burada 𝑋 = {𝑥} – müm-
kün həllər çoxluğu, F(•) – seçim məqsəd funksiyası, x* isə marşrutlaşdırma 
məsələnin optimal həllidir. Çoxkriterili yanaşma F(•) məqsəd  funksiyasının 
dekompozisiya olunmasını, yəni xüsusi 𝐹𝛾(𝑥), 𝛾 = 1, … ,𝑁 seçim funksiyaları 
yığımının köməyilə onun ekvivalent təsvirini tələb edir. Onda çoxkriterili 
marşrutlaşdırma məsələsini belə tərtib edə bilərik. Şəbəkənin G=(V, E) sonlu 
qrafında mümkün həllər çoxluğu (marşrutlar) verilmişdir, burada V – qovşaqlar 
çoxluğu, E – əlaqə xətləri çoxluğudur. Mümkün marşrutlar çoxluğu – G=(V, E) 
qrafı üçün 𝑥 = (𝑉𝑥,  𝐸𝑥) alt qrafı şəklində 𝑥 ∈ 𝑋 həlləridir ki, onlar 𝑉𝑥 ∈ 𝑉 və 
𝐸𝑥 ∈ 𝐸 məhdudiyyətlərini ödəyir. Nəzərdə tutulur ki, X çoxluğunda 𝐹(𝑥) =
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(𝐹1(𝑥),  𝐹2(𝑥), … ,𝐹𝑚(𝑥)) vektor məqsəd funksiyası verilmişdir ki, onun həd-
ləri uyğun 𝑘𝛾 marşrutlarının keyfiyyət göstəricilərini müəyyən edir. Marşrutla-
rın keyfiyyət göstəriciləri, adətən, bir-biri ilə əlaqəli olmaqla, ziddiyyət təşkil 
edir. Keyfiyyət göstəriciləri yığımına görə optimal marşrut variantlarını tapmaq 
tələb olunur. Belə məsələnin həlli 𝐹1(𝑥),  𝐹2(𝑥), … ,𝐹𝑚(𝑥) xüsusi məqsəd funk-
siyalarının optimumlarının uyğun gəldiyi marşrutlaşdırma məsələnin həllinin 
Pareto-optimal variantları alt çoxluğudur.  

G=(V, E) qrafı ilə təsvir edilən əlaqə şəbəkəsinin keyfiyyət göstəriciləri 
yığımını nəzərə almaqla optimal marşrutların seçilməsinin xüsusiyyətlərinə 
baxaq. 𝐸𝑥 ∈ 𝐸 əlaqə xətlərinin müvafiq kombinasiyaları ilə müəyyən edilən hər 
marşrut  xidmət keyfiyyətinin göstəriciləri yığımı ilə və onlara uyğun xüsusi 
𝐹1(𝑥),  𝐹2(𝑥), … ,𝐹𝑚(𝑥) məqsəd funksiyaları ilə xarakterizə olunur.  

Keyfiyyət göstəriciləri yığımını nəzərə almaqla optimal marşrutların 
seçilməsi – Pareto-optimal variantları alt çoxluğunun seçilməsindən ibarətdir. 
𝑥� ∈ 𝑋 marşrut variantı o zaman Pareto-optimaldır ki, 𝑥∗ ∈ 𝑋 marşrutundan 
başqa marşrut mövcud deyildir, onun üçün 𝐹𝛾(𝑥∗) ≤ 𝐹𝛾(𝑥)�, (𝛾 = 1, … ,𝑚) 
bərabərsizlikləri ödənir, həm də heç olmazsa, onlardan biri ciddidir. Bu 
üstüntutma vektor kriterisi üzrə marşrutları müqayisə etdikdə mümkün 
variantlar çoxluğundan ən pisləri atılır və nəticədə müqayisəolunmaz variantlar 
– marşrutların Pareto-optimal variantları qalır.  

Xüsusi halda, marşrutlaşdırmanın Pareto-optimal variantlarının tapılması 
üçün çəki əmsalları metodundan istifadə edilmişdir. O, 𝑘𝛾 əmsallarının qiymət-
lərinin müxtəlif mümkün kombinasiyalarında marşrutların skalyar məqsəd 
funksiyalarının ekstremum qiymətlərinin tapılmasına gətirilir: 

𝑒𝑘𝑠𝑡𝑟𝑒𝑚
𝑘𝛾

�𝐹𝑝(𝑥) = �𝑘𝛾𝐹𝛾(𝑥)
𝑚

𝛾=1

� (2) 

Burada:  

�𝑘𝛾

𝑚

𝛾=1

= 1,         𝑘𝛾 > 0, 

m – marşruta daxil olan əlaqə xətlərinin sayıdır. 
Çoxkriterili marşrutlaşdırma məsələsini şəkil 1-də göstərilmiş şəbəkə 

modelinə tətbiq edək. Tədqiq edilən şəbəkə modeli itkilərlə müşayiət olunan 
xətlərlə əlaqələndirilmiş on iki qovşaqdan ibarətdir. İnformasiya 0-cı qovşaq-
dan bütün qalan qovşaqlara ötürülür. Baxılan şəbəkə modeli üzrə tədqiqatlar 
telekommunikasiya şəbəkələrini modelləşdirmək və öyrənmək üçün nəzərdə 
tutulmuş Network Simulator (lisenziya tələb etmədən sərbəst yayılan) proqram 
paketində [5] yerinə yetirilmişdir. 
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Şək. 1. Modelləşdirmə üçün istifadə edilən şəbəkənin strukturu 

 
Hər bir əlaqə xəttini xarakterizə edən aşağıdakı xidmət keyfiyyəti 

göstəricilərinə baxılmışdır: 
1. Paketlərin ləngimə vaxtı. 
2. Paketlərin itirilmə səviyyəsi. 
3. Əlaqə xəttindən istifadəetmə dəyəri. 
Nəzərdə tuturuq ki, paketlərin ötürülməsinin ləngimə vaxtı əsasən əlaqə 

xətlərinin uzunluğu ilə müəyyən edilir. Paketlərin itirilmə səviyyəsi hər xəttə 
daxil edilmiş itkilərin modelindən asılıdır. Xətdən istifadəetmə dəyəri xətdə 
ləngimə vaxtından, itkilərin miqdarından və xəttin istifadə edilmə intensivli-
yindən asılıdır. 

Əlaqə xətlərinin maksimal qiymətlə normallaşdırılmış keyfiyyət göstərici-
ləri cədvəl 1-də göstərilmişdir. 

 
Cədvəl 1 

Əlaqə xətlərinin maksimal qiymətlə normallaşdırılmış  
keyfiyyət göstəriciləri 

Əlaqə xətləri Paketlərin ötürülməsinin 
ləngimə vaxtı 

Paketlərin itirilmə 
səviyyəsi 

Əlaqə xəttindən 
istifadəetmə dəyəri 

0-1 0.676 1 0.333 
0-2 1 0.25 1 
0-3 0.362 1 0.333 
0-4 0.381 0.25 1 
0-5 0.2 1 0.333 
0-6 0.19 1 0.333 
0-7 0.571 0.25 1 
7-6 0.4 0.25 0.333 
7-8 0.362 0.25 0.667 
8-6 0.314 0.5 0.5 
8-5 0.438 0.25 0.333 
8-9 0.248 0.5 0.333 
9-5 0.257 0.25 1 

9-11 0.571 0.25 0.667 
11-10 0.762 0.25 0.333 
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5-4 0.381 0.25 0.667 
2-10 0.457 0.25 0.333 
3-10 0.79 0.25 0.333 
4-3 0.286 0.25 0.333 
1-2 0.448 0.25 0.333 
 
Şəbəkə qrafının (şəkil 1) təhlili göstərir ki, keçilmiş qovşağa təkrarən baş 

çəkmədikdə belə, hər bir təyinat qovşağı üçün çoxlu sayda marşrut variantları 
mövcuddur. Məsələn, 0-cı mənbə qovşağından 5-ci təyinat qovşağına 25, 8-ci 
təyinat qovşağına – 22, 11-ci təyinat qovşağına – 31 və s. ötürmə variantları 
mövcuddur. 

Pareto-optimal marşrutların seçilməsi məsələsini həll etmək üçün 
aşağıdakı keyfiyyət göstəriciləri əsasında  çəki əmsalları metodunu tətbiq edək: 
𝑘1– paketlərin ləngimə vaxtı,  𝑘2 – paketlərin itirilmə səviyyəsi və 𝑘3 –əlaqə 
xəttindən istifadəetmə dəyəri. 

 
Şək. 2. 0 və 8 qovşaqları arasında marşrut variantları çoxluğu 

 
Çəki əmsallarının bütün mümkün olan kombinasiyaları daxilində (0.1 

addımı ilə) (2) ifadəsini minimallaşdırdıqda daxil edilmiş keyfiyyət 
göstəricilərinin optimumuna uyğun olan Pareto-optimal marşrutlar çoxluğunu 
alırıq. Nümunə üçün şəkil 2–də 𝑘1 və 𝑘2 keyfiyyət göstəriciləri fəzasında 0 və 
8-ci qovşaqlar arasında marşrutların variantlar çoxluğu təsvir edilmişdir. Çəki 
əmsalları metodu ilə tapılmış Pareto-optimal alternativ marşrutlar alt çoxluğuna 
(▲) işarəsi ilə göstərilmiş üç nöqtədən ibarət sol aşağı sərhəd uyğundur. Bu 
nöqtələr keyfiyyət göstəricilərinin Pareto optimal həllər alt çoxluğunu təşkil 
edir və asanlıqla görmək olar ki, onlara keyfiyyət göstəricilərnin Pareto 
optimumu (bir keyfiyyət göstəricisinin verilmiş qiymətində digər göstəricinin 
mümkün minimal qiyməti) uyğun gəlir.  

55 



 

 
Şək. 3. Çoxkriterili və bir kriterili yanaşma əsasında əlaqə (rabitə) xətlərinin yüklənməsi  

(f – əlaqə xətlərinin istifadə olunma əmsalıdır) 
 
Çoxkriterili yanaşma ilə alınmış marşrutlaşdırma variantlarını bir kriteri 

əsasında alınmış marşrutlaşdırma variantları ilə müqayisə edək. Bir kriterili 
marşrutlaşdırma dedikdə keyfiyyəti yalnız bir keyfiyyət göstəricisi ilə təyin 
edilən dinamik marşrutlaşdırma protokolu başa düşülür. Şəkil 3-də çoxkriterili 
yanaşma tətbiq etdikdə alınmış Pareto-optinal marşrutlar çoxluğu və bir 
kriterili yanaşma istifadə etdikdə alınmış nəticələr əsasında əlaqə xətlərinin 
yüklənməsi nümayiş etdirilmişdir. Şəkildən görünür ki, Pareto-optimal mar-
şrutlar çoxluğunda yollar daha müntəzəm yüklənir. 

Marşrutların tapılmış Pareto-optimal variantlar çoxluğu çoxyollu marşrut-
laşdırmanın təşkilində, xüsusi halda, MPLS (Multiprotocol label switching — 
nişanlar üzrə çoxprotokollu komutasiya) texnologiyasında istifadə edilə bilər. 
Belə yanaşma yüklənmənin müntəzəm paylanmasını təmin edər, trafikin idarə 
edilməsini reallaşdıra bilər və keyfiyyət göstəriciləri yığımı üzrə verilmiş 
xidmət keyfiyyətini təmin etməyə imkan verər. 
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ВЫБОР ОПТИМАЛЬНОГО МАРШРУТА В СЕТЯХ 
 

А.Т.ЭФЕНДИЕВА, С.М.МИРЗОЕВА, З.Т.МАГАРРАМОВ  
 

РЕЗЮМЕ 
 

Рассмотрена задача многокритермальной оптимизации для выбора оптимального 
маршрута в телекоммуникационных сетях. В качестве основных показателей были 
приняты такие показатели сети как, время задержки пакетов, уровень потерь пакетов, 
стоимость использования линии связи. На примере модели сети методом весовых 
коэффициентов найдено Парето-оптимальное множество маршрутов. 

 
Ключевые слова:телекоммуникационные сети, Парето-оптимальные решения, 

метод весовых коэффициентов 
 
 

SELECTION OF THE OPTIMAL ROUTE IN NETWORKS 
 

A.T.AFANDIYEVA, S.M.MIRZAYEVA, Z.T.MAHARRAMOV 
 

SUMMARY 
 

The problem of multicriteria optimization to select the optimal route in telecommu-
nication networks is observed. The main indicators such as network paket delay time, packet 
loss rate, cost of using communication link were adopted. Pareto-optimal set of routes were 
found on the example of the network model by using the method of weighting coefficients. 

 
Keywords: Telecommunication networks, Pareto optimal solutions, method of weighting 

coefficients 
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УДК 514.763 
 
РИМАНОВА МЕТРИКА В РАССЛОЕНИИ ТЕНЗОРОВ ТИПА (1,2) 

НАД РИМАНОВЫМ МНОГООБРАЗИЕМ 
 

Г.ФАТТАЕВ,  С.КАЗЫМОВА  
Бакинский Государственный Университет 

h-fattayev@mail.ru 
 

 В работе при помощи соответствующей квадратичной формы определена ри-
манова метрика в расслоении тензоров типа (1,2) над римановым многообразием, най-
дены компоненты риманово метрического тензора и обратного тензора.  

 
Ключевые слова: тензорное расслоение, риманова метрика, локальные коорди-

наты, риманово многообразие. 
 
Построение внешних дифференциально-геометрических структур 

(например, полный, горизонтальный лифты  тензорных полей и аффин-
ных связностей) в тензорных расслоениях является одним из основных 
задач в теории тензорных расслоенных пространств (см. напр. [1], [2]). В 
работе [1] на касательном расслоении была обнаружена внешняя римано-
ва метрика, которая не совпадает с полным лифтом римановой метрики, 
заданной на базе расслоения. Аналогичная внешняя риманова метрика в 
случае кокасательного расслоения построена в работе [3] (см. также [4]). 
Внешние римановы метрики Сасаки и Сато  позволили установить изо-
метричное соответствие касательного и кокасательного расслоений (см. 
[3]). Это соответствие имеет существенное значение в гамильтоновой ме-
ханике (см. [5, 426]). Основные идеи и методы работы [1] были использо-
ваны при изучении геометрии аффинорного расслоения с метрикой Саса-
ки (см. [6]). 
 Целью настоящей работы является построение внешней римано-
вой метрики в расслоении тензоров типа )2,1(  над римановым многообра-
зием. 
 Пусть M  −n мерное риманово многообразие класса .∞C  Тензор 
римановой метрики обозначим через ,ijg  а обратный метрический тензор 

через ,ijg  т.е., ,2 ji
ij dxdxgds =  ,j

i
kj

ik gg δ=  где −ix локальные координа-

ты в некоторой карте −j
ihU δ),,( символы Кронекера. Рассмотрим рас-
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слоение  
MQ

QTMT
∈

= )()( 1
2

1
2  тензоров типа )2,1(  над многообразием .M  

Адаптированные к расслоению )(1
2 MT  координатами являются 

),,(),()(
21

j
ii

iiiI txxxx ==  где −j
iit 21

координаты тензора типа )2,1(  в точке 

,MQ ∈  .,...,1,,...,2,1,,...,2,1 33 nnnininnI ++==+=  Координаты ix  пре-
образуются следующим образом: 
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 Учитывая обозначение ),,()( iiI xxx =  преобразование (1) запишем 
в виде  

).( III xxx ′′ =                                                    (2) 
Из вышеуказанных следует, что )(1

2 MT  является гладким многообразием 
размерности ,3nn +  т.е. .)(dim 31

2 nnMT +=   
 Матрица Якоби преобразования (2) имеет строение: 
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 Пользуясь симметричностью римановой метрики ,ijg  в тензорном 

расслоении )(1
2 MT  определим следующую квадратичную форму, пере-

менными которой являются дифференциалы адаптированных к расслое-
нию локальные координаты: 

,r
pq

c
ab

bqap
cr

ji
ij

JI
IJ ttgggdxdxgdxdxG δδ+=                            (4) 

где −c
abtδ  абсолютный дифференциал тензора c

abt  в римановой связности 
∇ , согласованной с метрикой ,ijg  причем 

,

)(
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m
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ic
mb

m
ia

im
ab

c
im

c
ab

ic
am

m
ib

c
mb

m
ia

m
ab

c
im

c
abi

ic
abi

c
ab

dxtdxtdxtdt
dxttttdxtt

Γ−Γ−Γ+=

=Γ−Γ−Γ+∂=∇=δ
                    (5) 

а −Γc
im коэффициенты аффинной связности ∇ . 

 Примем обозначения: 
.,, c

iba
c
am

m
ib

c
iab

c
mb

m
ia

c
iab

m
ab

c
im ttt Γ=ΓΓ=ΓΓ=Γ                               (6) 

 Учитывая (5) и (6), из соотношения (4) находим коэффициенты 
квадратичной формы :JI

IJ dxdxG  
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откуда после соответствущих замен индексов суммирования следует: 
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 Имеет место 
 Теорема 1. Коэффициенты квадратичной формы (4) удовлетво-
ряют условию 0)det( ≠IJG . 
Доказательство. Покажем, что матрица )( IJG  обратима, т.е. система  

K
I

JK
IJGG δ=                                                     (8) 

имеет единственное решение, здесь −K
Iδ символы Кронекера, −JKG сим-

волы для обозначения компонентов обратной матрицы. 
 Систему (8) исследуем в следующих случаях: 

;,);,) kKiIсkKiIa ====  
.,);,) kKiIdkKiIb ====  

В случае )a  в силу (7) имеем: 
,k

i
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ij GGGG δ=+  
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δ=Γ−Γ−Γ+

+Γ−Γ−ΓΓ−Γ−Γ+
              (9) 
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Нетрудно проверить, что равенство (9) имеет место тогда и только тогда, 
когда  

)(,
212121

m
jlj

m
jlj

m
jlj

lkkjjkjk gGgG Γ+Γ+Γ−== .                       (10) 

Заметим, что при найденных значениях компонентов IJG  равенство (8) 
выполняется также в случае )c . Действительно: 

.0)(
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В случае )b  система (8) принимает вид: 
0=+ kj
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kj

ij GGGG , 
или 
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Из последнего равенства получим: 
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.
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mh ggg              (11) 
Непосредственная проверка показывает, что при значениях (11) равенство 
(8) выполняется также в случае  )d : 
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Таким образом, матрица )( IJG  обратима и обратная матрица имеет ком-
поненты в виде (10) и (11). Теорема доказана. 
 Теорема 2. Компоненты IJG , определяемые в виде (7), при преоб-
разовании (2) расслоения )(1

2 MT  преобразуются по следующему тензор-
ному закону: 

JIJ

J

I

I

IJ G
x
x

x
xG ′′

′′

∂
∂

∂
∂= .                                             (12) 

Доказательство. Возможны следующие случаи: 
                                ;,);,) kKiIсkKiIa ====  
                                .,);,) kKiIdkKiIb ====  
В случае )a  имеем: 
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С другой стороны,  пользуясь  (3) , (6) и  (7), находим: 
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Нетрудно проверить, что 
 ,11 vw =                                         ,63324156 vwwww =+++  
 ,22920111 vwwww =+++             ,73425167 vwwww =+++  
 ,33021123 vwwww =+++             ,83526178 vwwww =+++  
 ,43122134 vwwww =+++             ,93628189 vwwww =+++  
 ,53223145 vwwww =+++             ,1037281910 vwwww =+++  
или  

.
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λ wv  

Таким образом, в случае )a  равенство (12) выполняется. Справедливость 
этого равенства в случаях )), cb  и )d  устанавливается аналогичным обра-
зом. 
 Основываясь на теоремы 1 и 2, приходим к следующему результа-
ту: 
 Следствие. Тензорное расслоение )(1

2 MT  является римановым 
многообразием, линейный элемент которого в координатной окрестно-
сти )()( 1

2
1 MTU ∩−π  определяется квадратичной формой (4), здесь 

MMT →)(: 1
2π проекция расслоения. 
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RİMAN ÇOXOBRAZLISI ÜZƏRİNDƏ (1,2) TİPLİ TENZOR LAYLANMASINDA 
RİMAN METRİKASI 

 
H.FƏTTAYEV, S.KAZIMOVA  

 
XÜLASƏ 

 
 İşdə Riman çoxobrazlısı üzərində (1,2) tipli tenzorların laylanmasında müvafiq 
kvadratik formanın köməyilə Riman metrikası təyin olunmuşdur, Riman metrik tenzorunun və 
onun tərs tenzorunun komponentləri tapılmışdır. 
 
 Açar sözlər: Tenzor laylanması, Riman metrikası, lokal koordinatlar, Riman 
çoxobrazlısı. 
 
 

THE RIEMANNIAN METRIC IN THE BUNDLE OF TENSORS OF TYPE (1,2)   
OVER A RIEMANNIAN MANIFOLD 

 
H.FATTAYEV, S.KAZIMOVA  

 
SUMMARY 

 
 The Riemannian metric in the bundle of tensors of type (1,2) over a Riemannian mani-
fold is defined by means of the corresponding quadratic form, the components of the Riemann-
ian metric tensor and the inverse tensor are found. 
  

Key words: Tensor bundle, the Riemannian metric, local coordinates, a Riemannian 
manifold. 
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ ФУНКЦИИ  
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В работе изучается асимптотические поведения функции распределения дис-
кретного преобразования Гильберта абсолютно суммируемой последовательности. 
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 Пусть pl , ∞<≤ p1  пространство последовательностей { } Znnx ∈ , 

удовлетворяющих условию ∞<∑
∈Zn

p
nx , с нормой  

p

Zn

p
npn xx

1






= ∑

∈

. 

 Для { } 1lb Znn ∈∈  последовательность 

∑
+≠ +−

=
δ

δ

δnm

m
n mn

b
bH ,   Zn ∈  

называется преобразованием Гильберта последовательности { } Znnb ∈ , где 
R∈δ . 

 М.Риссом (см. [9]) доказано, что если { } pZnn lb ∈∈ , 1>p , то 

{ } pZnn lbH ∈∈
0  и имеет место неравенство 

pnpn bCbH ≤0 .                                                              (1) 

К.Ф.Андерсоном (см.[2]) доказано, что неравенство (1) остается в силе 
при любом R∈δ . Весовые аналоги неравенства (1) исследованы в рабо-
тах [3-8, 10]. 

В случае { } 1lb Znn ∈∈ , последовательность { } ZnnbH ∈
δ  принадлежит 
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классу функций 
1>p

pl , но не принадлежит к пространству 1l . В этом слу-

чае Р.Хунт, Б.Макенхаупт и Р.Уейденом (см.[6]) доказано, что функция 
распределения ( )

{ }
∑

>∈

=
λ

λ
nbHZn

bH
0:

0 1  преобразование Гильберта последова-

тельности { } Znnb ∈  удовлетворяет неравенству 

( ) ∑
∈

≤>∀
Zn

nb
C

bH
λ

λλ 00:0 ,                                                     (2) 

где 0C  – абсолютная постоянная. 
 Сначала докажем, что равенство (2) остается в силе при любом 

R∈δ . 
Теорема 1. Пусть { } 1lb Znn ∈∈ . Тогда при любом R∈δ  функция 

распределения ( )
{ }

∑
>∈

=
λ

δ

δ

λ
nbHZn

bH
:

1  преобразование Гильберта последо-

вательности { } Znnb ∈  удовлетворяет неравенству 

( ) ∑
∈

≤>∀
Zn

nb
C

bH
λ

λλ δδ:0 ,                                                     (3) 

где δC  –постоянная, зависящая только от R∈δ . 
 Доказательство. Сначала рассмотрим случай { }0\Z∈δ . В этом 
случае из равенства 

=
−

−
+−

=− ∑∑
≠+≠ nm

m

nm

m
nn mn

b
mn
b

bHbH
δ

δ

δ
0  

=++





−
−

+−
= +

+≠
∑ δδδ

δ

δ

nn

nnm
m

bb
b

mnmn,

11  

( )( ) δδδ
δ δ

δ

+

+≠

++
−+−

−= ∑ nn

nnm
m

bb
b

mnmn,
 

следует неравенство 

( )( ) δδδ
δ δ

δ

δ +

+≠

++
−+−

≤− ∑ nn

nnm
mnn

bb
b

mnmn
bHbH

,

0 .              (4) 

Так как ряд ( )( )∑
−≠ −+−δ δ

δ
mmn mnmn,

 сходится, то обозначая 

( )( ) ( )∑∑
−≠−≠ +

=
−+−

=
δδ

δ δ
δ

δ
δ

,0, nmmn nnmnmn
d , 
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получим, что ряд ( )( )∑ ∑
∈ +≠







−+−Zn nnm

mb
mnmnδ δ

δ
,

 также сходится и имеет 

место неравенство 

( )( ) ( )( ) ∑∑ ∑∑ ∑
∈∈ −≠∈ +≠

=





−+−

=





−+− Zm

m
Zm

m
mmnZn nnm

m bdb
mnmn

b
mnmn δ

δδ δ
δ

δ
δ

,,

. 
Отсюда, с учетом неравенства (4) получим, что { } 1

0 lbHbH Znnn ∈− ∈
δ  и 

выполняется неравенство 

∑∑
∈∈






 +≤−

Zn
n

Zn
nn bdbHbH

δδ
δ 20 .                                               (5) 

 Для любого { } 1lx Znn ∈∈  из неравенства 

{ } { }
∑∑∑

>∈>∈∈

≥≥
λλ

λ
nn xZnxZn

n
Zn

n xx
::

1  

следует неравенство 

{ }
∑∑
∈>∈

≤
Zn

n
xZn

x
n

λλ

11
:

. 

Поэтому, из неравенства (5) получим, что 

{ }
∑∑∑
∈∈>−∈






 +≤−≤

Zn
n

Zn
nn

bHbHZn

bdbHbH
nn

δλλ δ
δ

λδ

2111 0

: 0

.        (6) 

Из включения 

{ } 











 >−∈







 >∈⊂>∈

2
:

2
:: 00 λλλ δδ

nnnn bHbHZnbHZnbHZn     (7) 

и из неравенств (2), (6) следует неравенство 

{ }
∑∑∑∑
∈







 >−∈







 >∈>∈














 ++≤+≤

Zn
n

bHbHZnbHZnbHZn

bd
C

nnnn
δλλ δ

λλλ δδ

222
111 0

2
:

2
:: 00

, 

то есть в этом случае неравенство (3) выполняется. 
 А теперь рассмотрим случай ZR \∈δ . В этом случае из равенства 

=
−

−
+−

=− ∑∑
≠∈ nm

m

Zm

m
nn mn

b
mn
b

bHbH
δ

δ 0  

( )( ) δδ
δ

δδ
n

nm
m

n

nm
m

b
b

mnmn
b

b
mnmn

+
−+−

−=+





−
−

+−
= ∑∑

≠≠

11  

следует неравенство 

( )( ) δδ
δδ n

nm
mnn

b
b

mnmn
bHbH +

−+−
≤− ∑

≠

0 .                                  (8) 
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Так как ряд ( )( )∑
≠ −+−mn mnmn δ

δ  сходится, то обозначая 

( )( ) ( )∑∑
≠≠ +

=
−+−

=
0nmn nnmnmn

d
δ

δ
δ
δ

δ , 

получим, что ряд ( )( )∑ ∑
∈ ≠







−+−Zn nm

mb
mnmn δ

δ  также сходится и имеет 

место неравенство 

( )( ) ( )( ) ∑∑ ∑∑ ∑
∈∈ ≠∈ ≠

=





−+−

=





−+− Zm

m
Zm

m
mnZn nm

m bdb
mnmn

b
mnmn δδ

δ
δ
δ . 

Отсюда, с учетом неравенства (8) получим, что { } 1
0 lbHbH Znnn ∈− ∈

δ  и 
выполняется неравенство 

∑∑
∈∈






 +≤−

Zn
n

Zn
nn bdbHbH

δδ
δ 10 , 

и, следовательно, 

{ }
∑∑∑
∈∈>−∈






 +≤−≤

Zn
n

Zn
nn

bHbHZn

bdbHbH
nn

δλλ δ
δ

λδ

1111 0

: 0

.          (9) 

Из включения (7) и из неравенств (2), (9) следует неравенство 

{ }
∑∑∑∑
∈







 >−∈







 >∈>∈














 ++≤+≤

Zn
n

bHbHZnbHZnbHZn

bd
C

nnnn
δλλ δ

λλλ δδ

122
111 0

2
:

2
:: 00

, 

то есть неравенство (3) выполняется и в этом случае. Теорема доказана. 
 Теорема 2. Пусть { } 1lb Znn ∈∈ . Тогда для любого R∈δ  выпол-
няется равенство 

( ) ∑
∈+→

=⋅
Zn

nbbH 2lim
0

λλ δ

λ
.                                                       (10) 

Сначала докажем следующую вспомогательную лемму. 
 Лемма 1. Пусть { } 1lb Znn ∈∈  и 0=∑

∈Zn
nb . Тогда выполняется равен-

ство  

( ) 




=

λ
λδ 1obH ,  +→ 0λ .                                                   (11) 

 Доказательство леммы 1. Сначала рассмотрим случай, когда по-
следовательность { } 1lb Znn ∈∈  сосредоточена на некотором конечном ин-
тервале [ ]mm,− , то есть 0=nb  для mn ≥ . В этом случае из равенства  
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( )( )∑∑∑
≤≤≤ −+−

−−=
−

−
+−

=
mk

k
mk

k
mk

k
n b

nkn
kb

nkn
b

bH
21

21
21

1
δ
δ

δ
δ ,  δ+> mn  

получим, что при достаточно больших значениях n  выполняется нера-
венство 

( )∑
≤

−−≤
mk

kn bk
n

bH 214
2 δδ . 

А отсюда следует асимптотическое равенство (11). 
Теперь рассмотрим общий случай. Из условия 0=∑

∈Zn
nb  следует, 

что для любого 0>ε  существуют последовательности { } 1lb Znn ∈′ ∈  и 
{ } 1lb Znn ∈′′ ∈ , удовлетворяющие условиям: nnn bbb ′′+′= ,  последователь-
ность { } 1lb Znn ∈′ ∈  сосредоточена на некотором конечном интервале 
[ ]mm,−  и 0=′∑

∈Zn
nb , а последовательность { } 1lb Znn ∈′′ ∈  удовлетворяет не-

равенству 
δ

ε
C

b
Zn

n 4
<′′∑

∈

, где δC  постоянная в оценке (3). Так как последо-

вательность { } 1lb Znn ∈′ ∈  сосредоточена на [ ]mm,−  и 0=′∑
∈Zn

nb , то для пос-

ледовательности { } 1lb Znn ∈′ ∈  неравенства (11) удовлетворено, и, поэтому, 
существует ( ) 0>ελ  такое, что для ( )ελλ <<0  выполняется неравенство  

22
ελλ δ <





′nbH .                                                               (12) 

С другой стороны, из неравенства (3) следует, что для любого 0>λ  име-
ет место неравенство  

2
2

2
ελλ δ

δ <′′≤




′′ ∑

∈Zn
nn bCbH .                                                   (13) 

Из неравенств (12), (13) и из включения 

{ } 











 >∈







 >∈⊂>∈

2
~:

2
~:: λλλ δδδ

nnn bHZnbHZnbHZn   

получим, что при ( )ελλ <<0  
( ) ελλ δ <⋅ bH . 

А это показывает, что неравенство (11) выполняется для любой последо-
вательности { } 1lb Znn ∈∈ , удовлетворяющая условию 0=∑

∈Zn
nb . Лемма 1 

доказана. 
 Доказательство теоремы 2. В случае 0=∑

∈Zn
nb  утверждение тео-
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ремы следует из леммы 1. Рассмотрим случай 0≠=∑
∈

α
Zn

nb . Обозначим 

nn bb =′  при 0≠n , α−=′ 00 bb  и 0=′′nb  при 0≠n , α=′′0b . Тогда 
0=′∑

∈Zn
nb , и поэтому, из леммы 1 следует равенство  

( ) 




=′

λ
λδ 1obH ,  +→ 0λ .                                                    (14) 

Так как 
δ

αδ

+
=′′

n
bH n  при δ−≠n , то  

( )
λ
α

λδ 2
~bH ′′ ,    +→ 0λ .                                                    (15) 

Для любого 10 << ε , из включения  
( ){ } { } { }⊂>∈⊂>′∈+>′′∈ λελλε δδδ

nnn bHZnbHZnbHZn ::\1:  
{ } ( ){ }λεελ δδ −>′′∈>′∈⊂ 1:: nn bHZnbHZn   

и из равенств (14), (15) имеем  

( ) ( )
ε

α
λλλλ

ε
α δ

λ

δ

λ −
≤⋅≤⋅≤

+ +→+→ 1
2

limlim
1
2

00
bHbH . 

Отсюда следует равенство (11) и завершается доказательство теоремы 2. 
 Следствие 1. Из равенства (10) следует, что для того, чтобы дис-
кретное преобразование Гильберта абсолютно суммируемой последова-
тельности { } Znnb ∈  была абсолютно суммируемой необходимо выполнение 
условие 0=∑

∈Zn
nb . 

 Замечание 1. Для преобразования Гильберта функции из класса 
( )RL1  аналогичная теорема доказана Р.А.Алиевым (см. [1]). 
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ASİMPTOTİK XASSƏLƏRİ HAQQINDA 
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XÜLASƏ 
 
İşdə mütləq cəmlənən ardıcıllıqların diskret Hilbert çevirməsinin paylanma funksiya-

sının asimptotik xassələri tədqiq olunur. 
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УДК 517.977  
 

ОБ ОДНОЙ СТУПЕНЧАТОЙ ДИСКРЕТНОЙ  
ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ 

 
С.Т.АЛИЕВА,  Ж.Б.АХМЕДОВА,  К.Б.МАНСИМОВ 

Бакинский Государственный Университет 
Институт Систем Управления НАН 

kamilbmansimov@gmail.com,  saadata@mail.ru,  akja@mail.ru 
 

Рассматривается одна ступенчатая задача оптимального управления дискрет-
ными двухпараметрическими системами. Получены необходимые условия оптимально-
сти. 

 
Ключевые слова: дискретная двухпараметрическая задача оптимального управ-

ления, аналог уравнения Эйлера, необходимое условие оптимальности. 
 
Многие процессы описываются дискретными двухпараметрически-

ми системами (см. напр., [1]). Среди них особое место занимают системы 
типа Россера и Форназини-Маркензини (см. напр., [1-6]). В работах [1-4] 
и др. исследованы задачи оптимального управления, описываемые систе-
мами типа Форназини-Маркензини. Установлены необходимые условия 
оптимальности первого и второго порядков, достаточные условия опти-
мальности типа условия В.Ф.Кротова, исследованы вопросы управляемо-
сти этих систем.  

Настоящая работа посвящена исследованию одной задачи опти-
мального управления системами Форназини-Маркензини, управляемой 
при помощи граничных условий. Причем, граничное условие носит сту-
пенчатый характер. 

Установлены необходимые условия оптимальности первого и второ-
го порядков. 

Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, описывае-
мый системой нелинейных разностных уравнений 

𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 𝑓�𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥)�,       𝑡 ∈ 𝐷 = 𝑇 × 𝑋,     
                      (𝑇 = {𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1}, 𝑋 = {𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1, 𝑥1, 𝑥1 +
1, … , 𝑥2 − 1})  (2.1) 
с краевыми условиями 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥),    𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥2, 
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 𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡),    𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1,                        (2.2) 
𝑎(𝑥0) = 𝑏(𝑡0). 

Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧) − заданная  -мерная вектор-функция, непрерывная по 𝑧 
вместе с 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧) при всех (𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡) − заданная 𝑛 -мерная дискретная 
вектор-функция, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 − заданные числа, причем, разности 
𝑡1 − 𝑡0 и 𝑥2 − 𝑥0 −есть натуральные числа, 
 

  𝑎(𝑥) = �𝑐
(𝑥), 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,
𝑑(𝑥),   𝑥 = 𝑥1 + 1, … , 𝑥2

�                                   (2.3) 

𝑛-мерная вектор-функция, удовлетворяющая соотношениям  
    𝑐(𝑥 + 1) = 𝐹�𝑥, 𝑐(𝑥),𝑢(𝑥)�, 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1,                (2.4) 

𝑐(𝑥0) = 𝑐0,  
 𝑑(𝑥 + 1) = 𝑔�𝑥,𝑑(𝑥),𝑣(𝑥)�, 𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥2 − 1,                            (2.5) 

𝑑(𝑥1) = 𝐺�𝑐(𝑥1)�,  
где 𝐹(𝑥, 𝑐, 𝑢)  �𝑔(𝑥,𝑑, 𝑣)� − заданная -мерная вектор-функция непрерыв-
ная по (𝑐,𝑢)  �(𝑑, 𝑣)� вместе с 𝐹𝑐 ,𝐹𝑐𝑐,𝐹𝑢,𝐹𝑢𝑐,𝐹𝑢𝑢,𝑔𝑑,𝑔𝑑𝑑 ,𝑔𝑑𝑣,𝑔𝑣𝑣,  при всех 
𝑥, 𝐺(𝑐) − заданная дважды непрерывно дифференцируемая 𝑛-мерная 
вектор-функция, 𝑐0 − заданный постоянный вектор, 𝑢(𝑥), �𝑣(𝑥)� − 𝑟 (𝑞)- 
мерный вектор управляющих функций со значениями из заданного не-
пустого, ограниченного и открытого множества 𝑈(𝑉), т.е.  

𝑢(𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 , 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1, 
   𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅𝑟 ,𝑥 = 𝑥1, 𝑥1 + 1, … , 𝑥2 − 1.                       (2.6) 

Каждую такую пару �𝑢(𝑥),𝑣(𝑥)� назовем допустимым управлением.  
На решениях краевой задачи (2.1)-(2.5) порожденных всевозможны-

ми допустимыми управлениями определим функционал 
𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝜑1�𝑐(𝑥1)� + 𝜑2�𝑑(𝑥2)� + 𝜑3(𝑧(𝑡1, 𝑥2)).      (2.7)   

Здесь 𝜑1(𝑐),𝜑2(𝑑),𝜑3(𝑧) −заданные дважды непрерывно диффе-
ренцируемые скалярные функции. Задача заключается в минимизации 
функционала (2.7) при ограничениях (2.1)-(2.6). 

Определение 2.1. Допустимое управление (𝑢0(𝑥),𝑣0(𝑥)) достав-
ляющий минимум функционалу (2.7) при ограничениях (2.1)-(2.6) назо-
вем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 
�𝑢0(𝑥),𝑣0(𝑥), 𝑐0(𝑥),𝑑0(𝑥), 𝑧0(𝑡, 𝑥)�, оптимальным процессом. 

Нашей целью является вывод необходимых условий оптимальности 
первого и второго порядков в рассматриваемой задаче. 
 Вычисление вариаций функционала качества и основные резуль-
таты. Пусть �𝑢0(𝑥),𝑣0(𝑥), 𝑐0(𝑥),𝑑0(𝑥), 𝑧0(𝑡, 𝑥)� фиксированный допус-
тимый процесс. Через �𝑢�(𝑥) = 𝑢0(𝑥) + ∆𝑢(𝑥), 𝑣̅(𝑥) = 𝑣0(𝑥) +
∆𝑣(𝑥), 𝑐̅(𝑥) = 𝑐0(𝑥) + ∆𝑐(𝑥), 𝑑̅(𝑥) = 𝑑0(𝑥) + ∆𝑑(𝑥), 𝑧̅(𝑡, 𝑥) = 𝑧0(𝑡, 𝑥) +
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∆𝑧(𝑡, 𝑥)� − обозначим произвольный допустимый процесс. Тогда ясно, 
что (∆𝑐(𝑥),∆𝑑(𝑥),∆𝑧(𝑡, 𝑥) )  будет решением задачи  

  ∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 𝑓�𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥)� − 𝑓�𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥)�,           (3.1) 
∆𝑧(𝑡0,𝑥) = ∆𝑎(𝑥), 

∆𝑧(𝑡, 𝑥0) = ∆𝑏(𝑡),                                                     (3.2) 
∆𝑐(𝑥 + 1) = 𝐹�𝑥, 𝑐̅(𝑥),𝑢�(𝑥)� − 𝐹(𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥)),                                  (3.3) 

∆𝑐(𝑥0) = 0,                                                              (3.4) 
∆𝑑(𝑥 + 1) = 𝑔 �𝑥, 𝑑̅(𝑥), 𝑣̅(𝑥)� − 𝑔(𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥)),                                (3.5) 

∆𝑑(𝑥1) = 𝐺(𝑐̅(𝑥1)) − 𝐺(𝑐0(𝑥1)).                                             (3.6) 
При этом, используя формулу Тейлора, приращение критерия качества 
(2.7) записывается в виде  

∆𝑆(𝑢0, 𝑣0) = 𝑆(𝑢� , 𝑣̅) − 𝑆(𝑢0,𝑣0) = 

=
𝜕𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥1) +

𝜕𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑

∆𝑑(𝑥2) +
𝜕𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥2)

+ 

+
1
2
∆𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�
𝜕𝑐2

∆𝑐(𝑥1) +
1
2
∆𝑑′(𝑥2)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑2

∆𝑑(𝑥2) + 

+
1
2
∆𝑧′(𝑡1, 𝑥2)

𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�
𝜕𝑧2

∆𝑧(𝑡1,𝑥2) + 
   +𝑜1(‖∆𝑐(𝑥1)‖2) + 𝑜2(‖∆𝑑(𝑥2)‖2)+𝑜3(‖∆𝑧(𝑡1,𝑥2)‖2).              (3.7) 

 Пусть 𝜓0(𝑡, 𝑥),𝑝0(𝑥), 𝑞0(𝑥) −пока неизвестные 𝑛-мерные вектор-
функции. Умножим обе части соотношений (3.1), (3.3), (3.5) слева ска-
лярно на 𝜓0(𝑡, 𝑥),𝑝0(𝑥), 𝑞0(𝑥), соответственно, и введем обозначения 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝜓0) = 𝜓0′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧), 
𝑀(𝑥, 𝑐,𝑝0) = 𝑝0′𝐹(𝑥, 𝑐, 𝑢), 
𝑁(𝑥,𝑑, 𝑞0) = 𝑞0′𝑔(𝑥, 𝑑, 𝑣). 

С учетом введенных обозначений из (3.7) после некоторых преобразова-
ний будем иметь 

∆𝑆(𝑢0, 𝑣0) =
𝜕𝜑1′�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥1) +

𝜕𝜑2′�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑

∆𝑑(𝑥2) + 

+
1
2
∆𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�
𝜕𝑐2

∆𝑐(𝑥1) +
1
2
∆𝑑′(𝑥2)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑2

∆𝑑(𝑥2)

+
𝜕𝜑3′�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥2) +

1
2
∆𝑧′(𝑡1, 𝑥2)

𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�
𝜕𝑧2

∆𝑧(𝑡1, 𝑥2) + 
                                  
+𝑜1(‖∆𝑐(𝑥1)‖2) + 𝑜2(‖∆𝑑(𝑥2)‖2)+𝑜3(‖∆𝑧(𝑡1,𝑥2)‖2) +                     (3.8)                            

+ � � 𝜓0′(𝑡, 𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1)
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− � ��𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)��
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

−
𝑡1−1

𝑡=𝑡0
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−�𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�� +  � 𝑝0′(𝑥)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

∆𝑐(𝑥 + 1) − 

− � �𝑀�𝑥, 𝑐̅(𝑥),𝑢�(𝑥), 𝑝0(𝑥)� −�
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

�𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�� + � 𝑞0′(𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑑(𝑥 + 1) − 

− � �𝑁 �𝑥, 𝑑̅(𝑥), 𝑑̅(𝑥), 𝑞0(𝑥)��
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

�−𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)��. 

 Пусть по определению 
𝑅(𝑐) = 𝑞0′(𝑥1 − 1)𝐺(𝑐). 

 Далее доказываются тождества 
 

� � 𝜓0′(𝑡, 𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1)
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= 

=  ��𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥)∆𝑧(𝑡1,𝑥 + 1) − 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥)∆𝑧(𝑡0, 𝑥 + 1)� +
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

 

+  � � 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡, 𝑥 + 1) =
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

=𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡1,𝑥2) − 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥0 − 1)∆𝑧(𝑡0, 𝑥0) + 

+ � 𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑧(𝑡1, 𝑥) − 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡0,𝑥2) +
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

 

                          +𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥0 − 1)∆𝑧(𝑡0, 𝑥0)

− � 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑧(𝑡0, 𝑥) +                (3.9)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

 

+ � 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡, 𝑥2) +
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

� 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥0 − 1)∆𝑧(𝑡, 𝑥0) +
𝑡−1

𝑡=𝑡0

 

+  � � 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥 − 1)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡, 𝑥),
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

� 𝑝0′(𝑥)∆𝑐(𝑥 + 1) =
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑝0′(𝑥1 − 1)∆𝑐(𝑥1) − 𝑝0′(𝑥0 − 1)∆𝑐(𝑥0)

+ � 𝑝0′(𝑥 − 1)∆𝑐(𝑥),                                     (3.10)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0
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� 𝑞0′(𝑥)∆𝑑(𝑥 + 1) =
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝑞0′(𝑥2 − 1)∆𝑑(𝑥2) − 𝑞0′(𝑥1 − 1)∆𝑑(𝑥1) + � 𝑞0′(𝑥 − 1)∆𝑑(𝑥) =
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

=𝑞0′(𝑥2 − 1)∆𝑑(𝑥2) − 𝑅𝑐′ ( с0(𝑥1 + 1))∆𝑐(𝑥1) − 1
2
∆𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝑅�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
∆𝑐(𝑥1) +

                                                               

+ � 𝑞0′(𝑥 − 1)∆𝑑(𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

. (3.11) 

Отсюда, используя формулу Тейлора и тождества (3.9)-(3.11), будем 
иметь 

∆𝑆(𝑢0, 𝑣0) =
𝜕𝜑1′�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥1) +

𝜕𝜑2′�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑

∆𝑑(𝑥2) + 

 + 1
2
∆𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
∆𝑐(𝑥1) + 1

2
∆𝑑′(𝑥2)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑2
∆𝑑(𝑥2) +                  

+
𝜕𝜑3′�𝑧0(𝑡1, 𝑥2)�

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥2) +

1
2
∆𝑧′(𝑡1,𝑥2)

𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�
𝜕𝑧2

∆𝑧(𝑡1, 𝑥2) + 

                 +𝑜1(‖∆𝑐(𝑥1)‖2) + 𝑜2(‖∆𝑑(𝑥2)‖2)+𝑜3(‖∆𝑧(𝑡1,𝑥2)‖2) + 

𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡1,𝑥2) −𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥0 − 1)∆𝑧(𝑡1, 𝑥0) − 

−𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡0, 𝑥2) + 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥0 − 1)∆𝑧(𝑡0, 𝑥0) + 

+ � 𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑧(𝑡1, 𝑥) − � 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑧(𝑡0, 𝑥) +
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

 

+ � 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡, 𝑥2) −
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

� 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥0 − 1)∆𝑧(𝑡, 𝑥0) +
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

+  � � 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥 − 1)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡, 𝑥) +
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝑝0′(𝑥1 − 1)∆𝑐(𝑥1) + 

+ � 𝑝0′(𝑥 − 1)∆𝑐(𝑥)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 𝑞0′(𝑥2 − 1)∆𝑑(𝑥2) −
𝜕𝑅(𝑐0(𝑥1))

𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥1) − 

−
1
2
∆𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝑅(𝑐0(𝑥1))
𝜕𝑐2

∆𝑐(𝑥1) + 𝑜1(‖∆𝑐(𝑥1)‖)− 

−� �
𝜕𝐻′�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡, 𝑥) −  
𝑡1−1

𝑡=𝑡0
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−
1
2
� � [∆𝑧′(𝑡, 𝑥) �

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡, 𝑥) −  
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

− �
𝜕𝑀′�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− �
𝜕𝑀′�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢
∆𝑢(𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

  + 

+ � 𝑞0′(𝑥 − 1)∆𝑑(𝑥) − � �
𝜕𝑁′�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑
� ∆𝑑(𝑥) +  

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

�+
𝜕𝑁′�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣
∆𝑣(𝑥)� −

1
2
� �∆𝑑′(𝑥)

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑑2

�
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

∆𝑑(𝑥) + 

+2∆𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
∆𝑑(𝑥)  + 

�+∆𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣2
∆𝑣(𝑥)� − � 𝑜4([‖∆𝑐(𝑥)‖ + ‖∆𝑢(𝑥)‖]2)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 – 

− � 𝑜5([‖∆𝑑(𝑥)‖ + ‖∆𝑣(𝑥)‖]2)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 − � � 𝑜6(‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖2).
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

  
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

Группируем подобные члены. 

∆𝑆(𝑢0, 𝑣0) = �
𝜕𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐
+ 𝑝0(𝑥1 − 1)�

′

∆𝑐(𝑥1) + 

+ �
𝜕𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑
+ 𝑞0(𝑥2 − 1) − 𝜓0(𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)�

′

∆𝑑(𝑥2) + 

+ �
𝜕𝜑3�𝑧0(𝑡0, 𝑥2)�

𝜕𝑧
+ 𝜓0(𝑡1 − 1, 𝑥2 − 1)�

′

∆𝑧(𝑡1,𝑥2) − 

− � �𝑝0(𝑥 − 1) −
𝜕𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐
�
′

∆𝑐(𝑥) −                    
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

(3.12) 

− � �𝑞0′(𝑥 − 1) −
𝜕𝑁�𝑥, 𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑
�
′

∆𝑑(𝑥) −
𝑥2−1

  𝑥=𝑥1
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−   � � �𝜓0(𝑡 − 1, 𝑥 − 1) −
𝜕𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧
�
′𝑥2−1

𝑥=𝑥0

∆𝑧(𝑡, 𝑥) +
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

+ � 𝜓0′(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑧(𝑡1, 𝑥) − � 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑐(𝑥) −
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

 

− � 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)∆𝑑(𝑥) + � 𝜓0′(𝑡 − 1, 𝑥2 − 1)∆𝑧(𝑡, 𝑥2) −
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

 

− �
𝜕𝑀′�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢
∆𝑢(𝑥) − �

𝜕𝑁′�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑣

∆𝑣(𝑥) −
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

−
1
2
� ∆𝑧′(𝑡, 𝑥)

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

∆𝑧(𝑡, 𝑥) −
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−
1
2
� �𝜕𝑐′(𝑥)

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑐2

∆𝑐(𝑥) �+
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+2∆𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥)  + 

�+∆𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢2
∆𝑢(𝑥) � – 

− � �∆𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
∆𝑑(𝑥) �+

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

+2∆𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
∆𝑑(𝑥)  + 

�+∆𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥, 𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣2
∆𝑣(𝑥) � + 

+𝑜1(‖∆𝑐(𝑥1)‖2) + 𝑜2(‖∆𝑑(𝑥2)‖2)+𝑜3(‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥2)‖2) − 𝑜7(‖∆𝑐(𝑥1)‖2) − 

− � 𝑜4([‖∆𝑐(𝑥)‖ + ‖∆𝑢(𝑥)‖]2)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 – 

− � 𝑜5([‖∆𝑑(𝑥)‖ + ‖∆𝑣(𝑥)‖]2)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 − � � 𝑜6(‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖2).
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

  
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

Здесь 𝑜𝑖(. ), 𝑖 = 4,7���� определяются из соответствующих разложений: 
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𝑀�𝑥, 𝑐̅(𝑥),𝑢�(𝑥),𝜓(𝑡, 𝑥)� − 𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)� = 

= 𝑀𝑐�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�∆𝑐(𝑥) +
1
2
∆𝑐′(𝑥)𝑀𝑐𝑐�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�∆𝑐(𝑥) + 

+
1
2∆𝑢′

(𝑥)𝑀𝑢𝑢�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�∆𝑢(𝑥) + ∆𝑢′(𝑥)𝑀𝑢𝑐�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�∆𝑐(𝑥) + 

+𝑜4([‖∆𝑐(𝑥)‖ + ‖∆𝑢(𝑥)‖]2), 
𝑁 �𝑥, 𝑑̅(𝑥), 𝑣̅(𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥)� − 𝑀�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑡, 𝑥)� = 

= 𝑁𝑑�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑡, 𝑥)�∆𝑑(𝑥) +
1
2
∆𝑑′(𝑥)𝑁𝑑𝑑�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑡, 𝑥)�∆𝑑(𝑥) + 

+
1
2
∆𝑣′(𝑥)𝑁𝑣𝑣�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑡, 𝑥)�∆𝑣(𝑥) + ∆𝑣′(𝑥)𝑁𝑣𝑑�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑡, 𝑥)�∆𝑑(𝑥)

+ 
+𝑜5([‖∆𝑑(𝑥)‖ + ‖∆𝑣(𝑥)‖]2), 

𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)� − 𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)� = 

= 𝐻𝑧�, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�∆𝑧(𝑥) +
1
2
∆𝑧′(𝑡, 𝑥)𝐻𝑧𝑧�, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�∆𝑧(𝑡, 𝑥) + 

+𝑜6(‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖2), 
𝑅�𝑐̅(𝑥)� − 𝑅�𝑐0(𝑥)� = 𝑅𝑐�𝑐0(𝑥)�∆𝑐(𝑥) + 1

2
∆𝑐′(𝑥)𝑅𝑐𝑐�𝑐0(𝑥)�∆𝑐(𝑥) + 𝑜7(‖∆𝑐(𝑥)‖2). 

Пусть вектор-функции  𝜓0(𝑡, 𝑥),𝑝0(𝑥),𝑞0(𝑥) удовлетворяют соот-
ношениям 

 𝜓0(𝑡 − 1, 𝑥 − 1) =
𝜕𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧
, 

 𝜓0(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1) = 0, 
𝜓0(𝑡 − 1, 𝑥2 − 1) = 0,                                                   (3.13)                    

 𝜓0(𝑡1 − 1, 𝑥2 − 1) = −
𝜕𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧
, 

𝑝0(𝑥 − 1) =
𝜕𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐
+ 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1),            (3.14) 

𝑝0(𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐
, 

𝑞0(𝑥 − 1) =
𝜕𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑
+ 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1), 

𝑝0(𝑥2 − 1) = −
𝜕𝜑1�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑
+ 𝜓0′(𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1).                    (3.15) 

Тогда формула приращения (3.11) критерия качества примет вид 
∆𝑆(𝑢0, 𝑣0)

=
1
2
∆𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�
𝜕𝑐2

∆𝑐(𝑥1) +
1
2
∆𝑑′(𝑥2)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑2

∆𝑑(𝑥2) + 
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+∆𝑧′(𝑡1, 𝑥2)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1, 𝑥2)�

𝜕𝑧2 ∆𝑧(𝑡1, 𝑥2) −
1
2 � �∆𝑐′(𝑥)

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑐2 ∆𝑐(𝑥)� +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+2∆𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥,𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
∆𝑐(𝑥)+ 

�+∆𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢2
∆𝑢(𝑥) � – 

−
1
2
� �∆𝑑′(𝑥)

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑑2

∆𝑑(𝑥) �+
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

+2∆𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
∆𝑑(𝑥)  + 

�+∆𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣2
∆𝑣(𝑥) � +                               (3.16) 

+𝑜1(‖∆𝑐(𝑥1)‖2) + 𝑜2(‖∆𝑑(𝑥2)‖2)+𝑜3(‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥2)‖2) − � � 𝑜6(‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖2)
𝑥2−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− 

− � 𝑜4([‖∆𝑐(𝑥)‖ + ‖∆𝑢(𝑥)‖]2)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

– � 𝑜5([‖∆𝑑(𝑥)‖ + ‖∆𝑣(𝑥)‖]2)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

. 

Специальное приращение допустимого управления �𝑢0(𝑥),𝑣0(𝑥)� 
определим по формуле 

�∆𝑢𝜀(𝑥) = 𝜀𝛿𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,
∆𝑣𝜀(𝑥) = 𝜀𝛿𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋.

�                                                            (3.17) 

Здесь 𝛿𝑢(𝑥) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑥 ∈ 𝑋, 𝛿𝑣(𝑥) ∈ 𝑅𝑞 ,𝑥 ∈ 𝑋 − произвольные ограни-
ченные дискретные вектор функции соответствующих размерностей (до-
пустимые вариации управляющих воздействий), а 𝜀 достаточно малое по 
абсолютной величине число. 

Пусть (∆𝑧𝜀(𝑡, 𝑥),∆𝑐𝜀(𝑥),∆𝑑𝜀(𝑥)) специальное приращение вектора 
состояния (∆𝑧0(𝑡, 𝑥),∆𝑐0(𝑥), ∆𝑑0(𝑥)). Используя (3.1)-(3.6) доказывается 
следующее утверждение. 

Теорема 3.1. Для ∆𝑧𝜀(𝑡, 𝑥),∆𝑐𝜀(𝑥), ∆𝑑𝜀(𝑥) имеют место разложения 

�
∆𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝑜(𝜀; 𝑡, 𝑥),
∆ 𝑐𝜀(𝑥) = 𝜀𝛿𝑐(𝑥) + 𝑜(𝜀; 𝑥),
∆𝑑𝜀(𝑥) = 𝜀𝛿𝑑(𝑥) + 𝑜(𝜀; 𝑥).

� 

Здесь (𝛿𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛿с(𝑥),𝛿𝑑(𝑥)) − вариации состояния (𝑧0(𝑡, 𝑥), 𝑐0(𝑥),𝑑0(𝑥)) 
определяемая из соотношений 
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𝛿𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 𝑓𝑧�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)�, 
                      𝛿𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝛿𝑎(𝑥),  

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡),                                                                 (3.18) 
𝛿𝑐(𝑥 + 1) = 𝐹𝑐�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥)�𝛿𝑐(𝑥) + 𝐹𝑢�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥)�𝛿𝑢(𝑥), 

𝛿𝑐(𝑥0) = 0,                                                                (3.19) 
𝛿𝑑(𝑥 + 1) = 𝑔𝑑�𝑥, 𝑐𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥)�𝛿𝑑(𝑥) + 𝑔𝑣�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥)�𝛿𝑣(𝑥), 

𝛿𝑑(𝑥1) = 𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�𝛿𝑐(𝑥1),                                                               (3.20) 
Здесь 

                         𝛿𝑎(𝑥) = �𝛿𝑐
(𝑥), 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,

𝛿𝑑(𝑥), 𝑥 = 𝑥1, 𝑥1 + 1, … , 𝑥2.
�                   (3.21) 

Учитывая теорему 3.1, из формулы приращения приходим к сле-
дующему разложению 

∆𝑆𝜀(𝑢0,𝑣0) = 𝑆(𝑢0 + 𝜀𝛿𝑢, 𝑣0 + 𝜀𝛿𝑣) − 𝑆(𝑢0, 𝑣0) = 

= −𝜀 �
𝜕𝑀′�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝑥) − 𝜀 �

𝜕𝑁′�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑣

𝛿𝑣(𝑥) +
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+
𝜀2

2
�𝛿𝑐′(𝑥1)

𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�
𝜕𝑐2

𝛿𝑐(𝑥1) + 𝛿𝑑′(𝑥2)
𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥2) + � 

+𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥2)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧2
∆𝑧(𝑡1,𝑥2) −                                              (3.22) 

−� � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

−
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

− � �𝛿𝑐′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥) + �

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 2𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
𝛿𝑐(𝑥) 

�+𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢2 𝛿𝑢(𝑥)� + � �𝛿𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2 𝛿𝑑(𝑥)� +
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

+2𝛿𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
𝛿𝑑(𝑥)  + 

��+𝛿𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣2
𝛿𝑣(𝑥)� � + 𝑜(𝜀2). 

Из этого разложения следует, что первая и вторая вариации функ-
ционала (2.7) имеют, соответственно, следующий вид 
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𝛿1𝑆(𝑢0, 𝑣0, 𝛿𝑢, 𝛿𝑣) = − �
𝜕𝑀′�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝑥) −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

                                               − �
𝜕𝑁′�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣
𝛿𝑣(𝑥),

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

         (3.23)  

𝛿2𝑆(𝑢0, 𝑣0, 𝛿𝑢, 𝛿𝑣) = 𝛿𝑐′(𝑥1)
𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥1) + 𝛿𝑑′(𝑥2)

𝜕2𝜑2�𝑑(𝑥2)�
𝜕𝑑2

𝛿𝑑(𝑥2) + 

+𝛿𝑧′(𝑡1, 𝑥2)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥2) − 

−� � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

−
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

− � �𝛿𝑐′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥) � +                          (3.24)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+2𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥,𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
𝛿𝑐(𝑥)+ 

�+𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑥) � – 

− � �𝛿𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥) �+

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

+2𝛿𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
𝛿𝑑(𝑥) +  𝛿𝑣′(𝑥) �

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣2
𝛿𝑣(𝑥)�.             

Из теории классического вариационного исчисления следует, что 
если �𝑢0(𝑥), 𝑣0(𝑥)� является оптимальным управлением в задаче (2.1)-
(2.7), то для всех 𝛿𝑢(𝑥) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑥 ∈ 𝑋, 𝛿𝑣(𝑥) ∈ 𝑅𝑞 , 𝑥 ∈ 𝑋 выполняются соот-
ношения 

            𝛿1𝑆(𝑢0, 𝑣0, 𝛿𝑢, 𝛿𝑣) = 0,                                                        (3.25) 
           𝛿2𝑆(𝑢0, 𝑣0, 𝛿𝑢, 𝛿𝑣) ≥ 0.                                                       (3.26) 

Из (3.25) в силу независимости вариаций 𝛿𝑢(𝑥),𝛿𝑣(𝑥) следует 
Теорема 3.2. Для оптимальности допустимого управления 

�𝑢0(𝑥),𝑣0(𝑥)� в задаче (2.1)-(2.7) необходимо, чтобы выполнялись соот-
ношения  

  
𝜕𝑀(𝜉, 𝑐0(𝜉),𝑢0(𝜉),𝑝0(𝜉))

𝜕𝑢
= 0,   𝜉 ∈ {𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1},                               

 
𝜕𝑁(𝜉,𝑑0(𝜉), 𝑣0(𝜉),𝑞0(𝜉))

𝜕𝑣
= 0,   𝜉 ∈ {𝑥1, 𝑥1 + 1, … , 𝑥2 − 1}.                  (3.27) 
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Соотношения (3.27) есть аналог уравнения Эйлера и представляет 
собой необходимое условия оптимальности первого порядка. Неравенст-
во же (3.26) есть неявное необходимое условие оптимальности второго 
порядка. Опираясь на них получим явные необходимые условия опти-
мальности второго порядка. 

Решения задач (3.18)-(3.20) допускают (cм. напр. [7, 8]), соответст-
венно, следующие представления 

  𝛿𝑐(𝑥) = � Ф1(𝑥, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠),
𝑥−1

𝑠=𝑥0

                                       (3.28) 

𝛿𝑑(𝑥) = Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝑑(𝑥1) + ∑ Ф2(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠),𝑣0(𝑠)�𝛿𝑣(𝑠),𝑥−1
𝑠=𝑥1         (3.29) 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑅(𝑡, 𝑥: 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)𝛿𝑎(𝑥) + � 𝑅(𝑡, 𝑥: 𝑡0 − 1, 𝑠)𝛿𝑎(𝑠).    (3.30)
𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

Используя независимость и произвольность вариаций 𝛿𝑢(𝑥), 𝛿𝑣(𝑥) 
рассмотрим два возможных случая. Пусть 𝛿𝑢(𝑥) ≠ 0, а 𝛿𝑣(𝑥) ≡ 0. Тогда 
из представлений (3.28), (3.29) получим, что 

𝛿𝑐(𝑥) = � Ф1(𝑥, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠),
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

        (3.31) 

𝛿𝑑(𝑥) = Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝑑(𝑥1) = Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�𝛿𝑐(𝑥1). (3.32) 

С учетом представления (3.31) из (3.32) получим 

𝛿𝑑(𝑥) = � Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

Ф1(𝑥1, 𝑠) × 

× 𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠).              
 При этом вторая вариация (3.24) функционала качества примет вид  

𝛿2𝑆(𝑢0,𝑣0, 𝛿𝑢, 0)

= 𝛿𝑐′(𝑥1)
𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥1) + 𝛿𝑑′(𝑥2)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑2

𝛿𝑑(𝑥2) − 

−� � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥0

−
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

− � �𝛿𝑐′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥) �+

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+2𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
𝛿𝑐(𝑥) + 
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�+𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑥) � – 

−𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1, 𝑥2),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1,𝑥2) − 

− � 𝛿𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥).                                          (3.33)

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

Далее из представления (3.30) следует, что  
      

𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥2) = 𝑅(𝑡1, 𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)𝛿𝑎(𝑥2) + ∑ 𝑅(𝑡1, 𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑠 − 1)𝛿𝑎(𝑠).𝑥2−1
𝑠=𝑥1  (3.34) 

 
Пусть 𝑡 ∈ {𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1},   𝑥 ∈ {𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1}. Тогда из 

представлений (3.30)-(3.32) имеем  

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф1(𝑥, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠) +
𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

+ � � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑠 − 1)Ф1(𝑠, 𝜏)𝐹𝑢�𝜏, 𝑐0(𝜏),𝑢0(𝜏)�𝛿𝑢(𝜏)
𝑠−1

𝜏=𝑥0

=
𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

= ��𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф1(𝑥, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)� �+
𝑥−1

𝑠=𝑥0

                   (3.35)  

�+ � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)Ф1(𝜏, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�
𝑥−1

𝜏=𝑠+1

� 𝛿𝑢(𝑠). 

 Теперь пусть 𝑡 ∈ {𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1},   𝑥 ∈ {𝑥1, 𝑥1 + 1, … , 𝑥2 − 1}. 
Тогда из (3.30), с учетом  (3.32) имеем  

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = 

= � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф
1

(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠) +
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

+ � � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑠 − 1)Ф2(𝑠, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф
1

(𝑥1, 𝜏)𝐹𝑢�𝜏, 𝑐0(𝜏),𝑢0(𝜏)�𝛿𝑢(𝜏)
𝑥−1

𝑠=𝑥1

=
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

 

          

= � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥1, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф1(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠) +
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

+ � � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)Ф2(𝜏, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф1(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠), 𝑢0(𝑠)�𝛿𝑢(𝑠)
𝑥−1

𝜏=𝑥1

=
𝑥1−1

𝑠=𝑥0
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= � �𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф1(𝑥1, 𝑠)Ф
1

(𝑥1, 𝑠)� ×
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

× 𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)� +                                                         (3.36) 

�+ � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)Ф2(𝑠, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф
1

(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�
𝑥−1

𝜏=𝑥1

� 𝛿𝑢(𝑠). 

Введя обозначения 

𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝑠) = 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф1(𝑥, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)� + 

+ � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)
𝑥−1

𝜏=𝑠+1

Ф1(𝜏, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�, 

𝑄2(𝑡,𝑥, 𝑠) = 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф1(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)� + 

+ � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)
𝑥−1

𝜏=𝑥1

Ф2(𝑠, 𝑥1 − 1) ×  𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф1(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�, 

𝑄3(𝑥, 𝑠) = Ф1(𝑥, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�, 

𝑄4(𝑥, 𝑠) = Ф2(𝑥, 𝑥1 − 1)𝐺𝑐�𝑐0(𝑥1)�Ф1(𝑥1, 𝑠)𝐹𝑢�𝑠, 𝑐0(𝑠),𝑢0(𝑠)�, 

представления (3.31), (3.32), (3.33) (3.34) записываются в виде  

                                           𝛿𝑐(𝑥) = � 𝑄3(𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠),
𝑥−1

𝑠=𝑥0

                   (3.37) 

                                          𝛿𝑑(𝑥) = � 𝑄4(𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠),                    (3.38)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

                                      𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = � 𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠),
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

                     (3.39) 

                                     𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = � 𝑄2(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠).
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

               (3.40) 

 Теперь предположим, что 𝛿𝑢(𝑠) = 0, 𝛿𝑣(𝑠) ≠ 0. Тогда учитывая 
(3.31), (3.32), имеем 

𝛿𝑐(𝑥) = 0,                                                           (3.41) 
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𝛿𝑑(𝑥) = � Ф2(𝑥, 𝑠)𝑔𝑑�𝑠,𝑑0(𝑠), 𝑣0(𝑠)�𝛿𝑣(𝑠) = � 𝑄5(𝑥, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠), (3.42)
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

𝑥2−1

𝑠=𝑥1

 

где по определению 

𝑄5(𝑥, 𝑠) =  Ф2(𝑥, 𝑠)𝑔𝑑�𝑠,𝑑0(𝑠), 𝑣0(𝑠)�. 

Далее при 𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1, 𝑥 =  𝑥0,𝑥0 + 1, … ,𝑥1 − 1, 𝛿𝑧(𝑡,𝑥) =
0, a при   𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1,   𝑥 = 𝑥1,𝑥1 + 1, … ,𝑥2 − 1,   

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) =  𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)𝛿𝑑(𝑥) + � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑠)𝛿𝑑(𝑠) =
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

= � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠),𝑣0(𝑠)�𝛿𝑣(𝑠) +
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

+ � � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑠)
𝑠−1

𝜏=𝑥1

Ф2(𝑠, 𝜏)𝑔𝑣�𝜏,𝑑0(𝜏),𝑣0(𝜏)�𝛿𝑣(𝜏)
𝑥−1

𝑠=𝑥1

= 

= � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠),𝑣0(𝑠)�𝛿𝑣(𝑠) +
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

+ � � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏)
𝑥−1

𝜏=𝑠+1

Ф2(𝜏, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠),𝑣0(𝑠)�𝛿𝑣(𝑠) =
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

= ��𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠), 𝑣0(𝑠)� + �
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

�+ � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏)
𝑥−1

𝜏=𝑠+1

Ф2(𝜏, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠),𝑣0(𝑠)��  𝛿𝑣(𝑠) = 

= � 𝑄6(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝑔𝑣�𝑠,𝑑0(𝑠), 𝑣0(𝑠)�𝛿𝑣(𝑠),                                         (3.43)
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

где по определению 

𝑄6(𝑡, 𝑥, 𝑠) = 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)Ф2(𝑥, 𝑠) + � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏)
𝑥−1

𝜏=𝑠+1

Ф2(𝜏, 𝑠). (3.44) 
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 Ясно, что при 𝛿𝑢(𝑠) = 0, 𝛿𝑣(𝑠) ≠ 0   вторая вариация критерия ка-
чества принимает вид 

𝛿2𝑆(𝑢0, 𝑣0, 0,𝛿𝑣) = 𝛿𝑑′(𝑥2)
𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑2 𝛿𝑑(𝑥2) + 𝛿𝑧′(𝑡1,𝑥2)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1, 𝑥2)�

𝜕𝑧2 𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥2) − 

−� � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

−
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

− � �𝛿𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥) �+

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

+2𝛿𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
𝛿𝑑(𝑥)+ 

�+𝛿𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣2
𝛿𝑣(𝑥) � .                         (3.45) 

Преобразуем слагаемое в выражении (3.33). Имеем 

𝛿𝑐′(𝑥1)
𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥1) = 

=  � � 𝛿𝑢′(𝑠)𝑄3′(𝑥1, 𝑠)
𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
𝑄3(𝑥1, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏),

𝑥1−1

𝜏=𝑥0

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

𝛿𝑑′(𝑥2)
𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥2) = 

= � � 𝛿𝑢′(𝑠)𝑄4′(𝑥2, 𝑠)
𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑2
𝑄4(𝑥2, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏),

𝑥1−1

𝜏=𝑥0

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

� 𝛿𝑢′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
𝛿𝑐(𝑥) =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

= ∑ �∑ 𝛿𝑢′(𝑠) �
𝜕2𝑀�𝑥,𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑢𝜕𝑐
𝑄3(𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑥)� ,𝑥−1

𝑠=𝑥0
�𝑥1−1

𝑠=𝑥0     (3.46) 

� 𝛿𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥) =

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

= � � 𝛿𝑢′(𝑠) �� 𝑄′4

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

(𝑥, 𝑠)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
𝑄4(𝑥, 𝜏)� 𝛿𝑢(𝜏),

𝑥1−1

𝜏=𝑥0

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

� 𝛿𝑐′(𝑥)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐2
𝛿𝑐(𝑥) =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0
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= � � 𝛿𝑢′(𝑠)� � 𝑄′3(𝑥, 𝑠)
𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥), 𝑝0(𝑥)�

𝜕𝑐2
𝑄3(𝑥, 𝜏)

𝑥1−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝛿𝑢(𝜏)� ,
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

� � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

=
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

 

= � � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

=    (3.47)
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

= � � 𝛿𝑢′(𝑠)�� � 𝑄′2

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

(𝑡, 𝑥, 𝑠)
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

𝑄2(𝑡, 𝑥, 𝜏)�𝛿𝑢(𝜏).
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

Далее из представления ( 3.30) с учетом (3.37 ), (3.38 ) получим 

𝛿𝑧(𝑡1,𝑥2) = � 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)𝑄4(𝑥2, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠) +
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

+ � � 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑠 − 1)𝑄3(𝑠, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏) +
𝑠−1

𝜏=𝑥0

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

+ � �� 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑠 − 1)𝑄4(𝑠, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

� =
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

 

= � �𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)𝑄4(𝑥2, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)] +
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

+ � � 𝑅(𝑡1, 𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)
𝑥1−1

𝜏=𝑠+1

𝑄3(𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠) +
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

+ � � 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑄4(𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠) =
𝑥2−1

𝜏=𝑥1

 

= � [𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)�
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑄4(𝑥2, 𝑠) + � 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)
𝑥1−1

𝜏=𝑠+1

𝑄3(𝜏, 𝑠) + 

                + � �𝑅(𝑡1, 𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)𝑄4(𝜏, 𝑠)]𝛿𝑢(𝑠).
𝑥2−1

𝜏=𝑥1

                                (3.48) 

Положим по определению 
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𝑄7(𝑠) = 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝑥2 − 1)𝑄4(𝑥2, 𝑠) + � 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)
𝑥1−1

𝜏=𝑠+1

𝑄3(𝜏, 𝑠) + 

                                 + � 𝑅(𝑡1,𝑥2; 𝑡0 − 1, 𝜏 − 1)𝑄4(𝜏, 𝑠).
𝑥2−1

𝜏=𝑥1

                               (3.49) 

 Тогда представление (3.48 ) записывается в виде  

                                      𝛿𝑧(𝑡1,𝑥2) = � 𝑄7(𝑠)𝛿𝑢(𝑠).                                          (3.50)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

 

Используя представление ( 3.50) получаем, что 

𝛿𝑧′(𝑡1,𝑥2)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥2) = 

= � � 𝛿𝑢′(𝑠)𝑄7′(𝑠)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑢2
𝑄7(𝜏)𝛿𝑢(𝜏).

𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝑥1−1

𝜏=𝑥0

 

Теперь перейдем к преобразованию второй вариации (3.45) крите-
рия качества соответствующей вариации 𝛿𝑢(𝑥) = 0, 𝛿𝑣(𝑥) ≠ 0   управле-
ния.  

𝛿𝑑′(𝑥2)
𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥2) = � � 𝛿𝑣′(𝑠)𝑄5′(𝑥1, 𝑠)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑2

𝑄5(𝑥1, 𝜏)𝛿𝑣(𝜏).
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

𝑥2−1

𝜏=𝑥1

 

� 𝛿𝑣′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
𝛿𝑑(𝑥) =

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

= � �� 𝛿𝑣′(𝑥) �
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑣𝜕𝑑
𝑄5(𝑥, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠)� .

𝑥−1

𝑠=𝑥1

�
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

� 𝛿𝑑′(𝑥)
𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�

𝜕𝑑2
𝛿𝑑(𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

= 

= � � 𝛿𝑢′(𝜏)� � 𝑄′5(𝑥, 𝜏)
𝑥2−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑑2 𝑄5(𝑥, 𝑠)�𝛿𝑣(𝑠).               (3.51)

𝑥2−1

𝑠=𝑥1

𝑥2−1

𝜏=𝑥1

 

  
 Используя ( 3.40) получаем 

� � 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

=
𝑡1−1

𝑡=𝑡0
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= � � �� 𝛿𝑢′(𝜏)𝑄2′(𝑡, 𝑥, 𝜏)
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

�
𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�

𝜕𝑧2

𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

× 

                                     × �� 𝛿𝑢′(𝑠)𝑄2′(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

� =

= � � �� 𝛿𝑣′(𝜏) � � 𝑄2′(𝑡, 𝑥, 𝜏)
𝑥2−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

�
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

𝑄2(𝑡, 𝑥, 𝑠)�
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝛿𝑢(𝑠),
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

𝛿𝑧′(𝑡1,𝑥2)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥2) = 

= � � 𝛿𝑣′(𝜏)𝑄′(𝑡1, 𝑥2, 𝜏)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧2
𝑄(𝑡1, 𝑥2, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠).

𝑥2−1

𝑠=𝑥1

𝑥2−1

𝜏=𝑥1

 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)𝛿𝑑(𝑠) + 

+ � 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)𝑄5(𝑥, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠) +
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

+ � �� 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏)𝑄5(𝜏, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠)
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

� =
𝑥−1

𝑠=𝑥1

 

= � [𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝑥 − 1)𝑄5(𝑥, 𝑠) +
𝑥−1

𝑠=𝑥1

� 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0 − 1, 𝜏)𝑄5(𝜏, 𝑠)]𝛿𝑣(𝑠) =
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

 

= � 𝑄8(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠)
𝑥−1

𝑠=𝑥1

. 

Если ввести обозначение  

𝐾(𝜏, 𝑠) = −𝑄′3(𝑥1, 𝑠)
𝜕2𝜑1�𝑐0(𝑥1)�

𝜕𝑐2
𝑄3(𝑥1, 𝜏)−𝑄′4(𝑥1, 𝑠)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥2)�
𝜕𝑑2

𝑄4(𝑥1, 𝜏)
+ 

+ � 𝑄′3(𝑥, 𝑠)
𝑥1−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑐2

𝑄3(𝑥, 𝜏) + 

+ � 𝑄′4(𝑥, 𝑠)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑑2

𝑄4(𝑥, 𝜏) − 
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−� � 𝑄′1(𝑡, 𝑥, 𝑠)
𝑥1−1

𝑥=max[𝜏,𝑠]+1

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝜏) −
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−� � 𝑄′2(𝑡, 𝑥, 𝑠)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

𝑄2(𝑡, 𝑥, 𝜏) −
𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−𝑄′
7(𝑠)

𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1, 𝑥2)�
𝜕𝑧2

𝑄7(𝜏),                                                  (3.52) 

𝑀(𝜏, 𝑠) = −𝑄′
5(𝑥1, 𝑠)

𝜕2𝜑2�𝑑0(𝑥1)�
𝜕𝑑

𝑄5(𝑥1, 𝜏) + 

+ � 𝑄′5(𝑥, 𝜏)
𝑥2−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑑2

𝑄5(𝑥, 𝑠) + 

� 𝛿𝑣′(𝜏) � 𝑄8′(𝑡, 𝑥, 𝜏)
𝑥2−1

𝑥=max(𝜏,𝑠)+1

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝜕2𝐻�𝑡, 𝑥, 𝑧0(𝑡, 𝑥),𝜓0(𝑡, 𝑥)�
𝜕𝑧2

𝑄8(𝑡, 𝑥, 𝑠) − 

−𝑄6′(𝑡1,𝑥2, 𝜏)
𝜕2𝜑3�𝑧0(𝑡1,𝑥2)�

𝜕𝑧2
𝑄6(𝑡1, 𝑥2, 𝑠),                                                      (3.53) 

тогда вторая вариация (3.33) критерия качества (2.7) записывается в виде  

𝛿2𝑆(𝑢0, 𝑣0, 𝛿𝑢, 0) = − � � 𝛿𝑢′(𝜏)𝐾(𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

−
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

 

−2 � � 𝛿𝑢′(𝑠)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑢𝜕𝑐

𝑄3(𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠) −
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

− � 𝛿𝑢′(𝑥)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑢2

𝛿𝑢(𝑥).                                  (3.54) 

А вторая вариация (3.45) критерия качества (2.7) примет вид   

𝛿2𝑆(𝑢0, 𝑣0, 0, 𝛿𝑣) = − � � 𝛿𝑣′(𝜏)𝑀(𝜏, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠)
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

−
𝑥2−1

𝜏=𝑥1

 

−2 � � 𝛿𝑣′(𝑠)
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥),𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑣𝜕𝑑

𝑄4(𝑥, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1
−                                
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− � 𝛿𝑣′(𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑣2

𝛿𝑣(𝑥).                 (3.55) 

 С учетом (3.54), (3.55) приходим к следующему утверждению 
 Теорема 3.2. При сделанных предположениях для оптимальности 
классической экстремали (𝑢0(𝑥),𝑣0(𝑥)) необходимо, чтобы выполнялись 
соотношения  

� � 𝛿𝑢′(𝜏)𝐾(𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

+
𝑥1−1

𝜏=𝑥0

 

+2 � � 𝛿𝑢′(𝑠)
𝑥1−1

𝑠=𝑥0

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑢𝜕𝑐

𝑄3(𝑥, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠) +
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+ � 𝛿𝑢′(𝑥)
𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝜕2𝑀�𝑥, 𝑐0(𝑥),𝑢0(𝑥),𝑝0(𝑥)�
𝜕𝑢2

𝛿𝑢(𝑥) ≤ 0, 

для всех 𝛿𝑢(𝑥) ∈ 𝑅𝑟 ,𝑥 ∈ 𝑋1 = {𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1}, 

� � 𝛿𝑣′(𝜏)𝑀(𝜏, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠)
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

+
𝑥2−1

𝜏=𝑥1

 

+2 � � 𝛿𝑣′(𝑠)
𝑥2−1

𝑠=𝑥1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥),𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑣𝜕𝑑

𝑄4(𝑥, 𝑠)𝛿𝑣(𝑠) +                          
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

 

+ � 𝛿𝑣′(𝑥)
𝑥2−1

𝑥=𝑥1

𝜕2𝑁�𝑥,𝑑0(𝑥), 𝑣0(𝑥), 𝑞0(𝑥)�
𝜕𝑣2

𝛿𝑣(𝑥) ≤ 0, 

для всех 𝛿𝑣(𝑥) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑥 ∈ 𝑋2 = {𝑥1, 𝑥1 + 1, … , 𝑥2 − 1}. 
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S.T.ƏLİYEVA,  J.B.ƏHMƏDOVA,  K.B.MƏNSİMOV 
 

XÜLASƏ 
 

Diskret ikiparametrli bir pilləvari optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün 
zəruri şərtlər alınmışdır.  

 
Açar sözlər: diskret ikiparametrli bir pilləvari optimal idarəetmə məsələsi, Eyler 

tənliyinin analoqu, optimallıq üçün zəruri şərt. 
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TWO-PARAMETRIC PROBLEM OF CONTROL 
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SUMMARY 

 
One step problem of optimal control of discrete two-parameter systems is considered. 

Necessary optimality conditions are obtained. 
 
Keywords: discrete two-parameter optimal control problem, analog of the Euler 

equation, necessary optimality condition. 
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ОБРАТНАЯ  КРАЕВАЯ  ЗАДАЧА  ДЛЯ  ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО  
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРИОДИЧЕСКИМ  

И ИНТЕГРАЛЬНЫМ  УСЛОВИЕМ 
 

Н.А.ГЕЙДАРЗАДЕ 
Бакинский Государственный Университет 

nergizheyderzade@mail.ru 
 
         Исследуется обратная краевая задача для эллиптического уравнения второго 
порядка с периодическим и интегральным условием. Задача рассматривается в прямо-
угольной области. При решении исходной обратной краевой задачи осуществляется 
переход от исходной обратной задачи к некоторой вспомогательной обратной задаче. 
С помощью сжатых отображений доказываются существование и единственность 
решения вспомогательной задачи. Затем вновь производится переход к исходной об-
ратной задаче, в результате делается вывод о разрешимости исходной обратной за-
даче. 
         

Ключевые слова: обратная краевая задача, эллиптическое уравнение, метод 
Фурье, классическое решение. 
 
 Обратными задачами для дифференциальных уравнений принято 
называть задачи определения дифференциальных уравнений по допол-
нительной информации об их решениях. Обратные задачи возникают в 
самых различных областях человеческой деятельности таких, как сейс-
мология, разведка полезных ископаемых, биология, медицина, контроль 
качества промышленных изделий и т. д., что ставит их в ряд актуальных 
проблем современной математики.  

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциаль-
ных уравнений в частных производных изучались во многих работах. 
Отметим здесь, прежде всего работы А.Н.Тихонова [1], М.М.Лаврентьева 
[2,3], В.К. Иванова [4] и их учеников. Более подробно об этом можно 
прочитать в монографии  А.М.Денисова [5]. 

Целью данной работы является доказательство единственности и 
существования решений обратной краевой задачи для эллиптического 
уравнения второго порядка с периодическим и интегральным условием. 

Постановка задачи и её сведение к эквивалентной задаче.  
Рассмотрим уравнение  

95 

mailto:nergizheyderzade@mail.ru


),(),()(),(),( txftxutatxutxu xxtt +=+                                   (1) 
и поставим для него в области { }TtxtxDT ≤≤≤≤= 0,10:),(  обратную 
краевую задачу с нелокальными граничными условиями 

)()0,()0,( xxuxu t ϕδ =− , ∫+=
T

t dttxutpxTxu
0

),()()(),( ψ  )10( ≤≤ x ,  (2) 

периодическим условием 
),1(),0( tutu =   )0( Tt ≤≤ ,                                                   (3) 

нелокальным  интегральным условием  

0),(
1

0

=∫ dxtxu    )0( Tt ≤≤                                                   (4) 

и с дополнительным условием 
)0()(),( 0 Ttthtxu ≤≤= ,                                                       (5) 

где δ , )1,0(0 ∈x -фиксированные числа, )(,)(),(),(),,( thtpxxtxf ψϕ -задан-
ные функции, а ),( txu  и )(ta - искомые функции. 

Определение. Пару )}(),,({ tatxu  функций ),( txu  и  )(ta будем назы-
вать классическим решением задачи (1)-(5), если выполняются следую-
щие условия: 

1) функция ),( txu  и ее производные ),(,),( txutxu ttt , ),( txux , ),( txuxx  
непрерывны в TD ; 

2) функция )(ta  непрерывна на  ],0[ T ; 
3) уравнение (1) и условия (2)-(5) удовлетворяются в обычном клас-

сическом смысле. 
Наряду с обратной краевой задачей (1)-(5) рассмотрим следующую 

вспомогательную обратную краевую задачу. Требуется определить па-
ру { })(),,( tatxu  функций ),( txu  и  )(ta , обладающих свойствами 1) и 2) 
определения классического решения задачи (1)-(5),  из соотношений 
(1)-(3) и 

)0(),1()0( Tttutu xx ≤≤= ,                                              (6) 
)0(),()()(),()( 00 Tttxfthtatxuth xx ≤≤+=+′′ .            (7) 

Аналогично [6] доказывается следующая 
Лемма 1. Пусть ]1,0[)(),( Cxx ∈ψϕ , ],,0[)( TCtp ∈ ],0[)( 2 TCth ∈ , 0)( ≠th  

( ),0 Tt ≤≤  )(),( TDCtxf ∈ , 0),(
1

0

=∫ dxtxf  )0( Tt ≤≤  и выполняются ус-

ловия согласования         

96 



   0)(,0)(
1

0

1

0

== ∫∫ dxxdxx ψϕ ,                                               (8) 

∫−′=′−=
T

dtthtpThxhhx
0

00 )()()()(),0()0()( ψδϕ .                         (9) 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
A. Каждое классическое решение { })(),,( tatxu  задачи (1)-(5) является 

и решением задачи (1)-(3), (6),  (7);  
B. каждое решение { })(),,( tatxu  задачи (1)-(3), (6),(7), такое, что 

( ) 1)()()()2( ],0[],0[ <+++ TCTC tpTtaTT δδ ,         (10) 

является классическим решением задачи (1)-(5). 
Исследование существования и единственности классического 

решения обратной краевой задачи.  
 Известно [7], что система 

,...sin,cos,...,sin,cos,1 11 xxxx kk λλλλ                              (11) 
образует базис в )1,0(2L , где ,..)2,.1(2 == kkk πλ . 
 Так как система (11) образует базис в )1,0(2L , то очевидно, что для 
каждого решения { })(),,( tatxu  задачи (1)-(3), (6),(7) его первая компонент 

),( txu  имеет вид: 

 )2(sin)(cos)(),(
1

2
0

1 kxtuxtutxu k
k

kk
k

kk πλλλ =+= ∑∑
∞

=

∞

=
,        (12) 

где 

,),()(
1

0
10 ∫= dxtxutu  

,...),2,1(cos),(2)(
1

0
1 == ∫ kxdxtxutu kk λ  

,...).2,1(sin),(2)(
1

0
2 == ∫ kxdxtxutu kk λ  

Применяя формальную схему метода Фурье, для определения ис-
комых коэффициентов ,...)1,0()(1 =ktu k  и ,...)2,1()(2 =ktu k  функции 

),( txu , из (1) и (2) получаем: 
)0(),;()( 1010 TtautFtu ≤≤=′′ ,                                      (13) 

),...2,1;2,1;0(),;()()( 2 ==≤≤=−′′ kiTtautFtutu ikikkik λ ,                     (14) 
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  dttutpTuuu
T

)()()(,)0()0( 10
0

1010101010 ∫+=′=′− ψϕδ ,      (15) 

,...)2,1;2,1()()()(,)0()0(
0

==+=′=′− ∫ kidttutpTuuu ik

T

ikikikikik ψϕδ ,     (16) 

где 
,,...)1,0()()()(),;( 111 =+= ktftutaautF kkk  

∫∫∫ ===
1

0
10

1

0
10

1

0
10 ,)(,)(,),()( dxxdxxdxtxftf ψψϕϕ  

,...),2,1(cos),(2)(
1

0
1 == ∫ kxdxtxftf kk λ  

,...),2,1(cos)(2,cos)(2
1

0
1

1

0
1 === ∫∫ kxdxxxdxx kkkk λψψλϕϕ  

,,...)2,1(sin),(2)(),()()(),;(
1

0
2222 ==+= ∫ kxdxtxftftftutaautF kkkkk λ  

,...).2,1(sin)(2,sin)(2
1

0
2

1

0
2 === ∫∫ kxdxxxdxx kkkk λψψλϕϕ  

 Далее, из (13)-(16) находим: 

∫∫ +









++=

TT

dauFtGtdtuptu
0

10010
0

101010 ),;(),()()()( τττττψϕ ,      (17) 

( ) +









+

+
+

+
+

−
= ∫ dtup

TshTch
tchtsh

TshTch
tTch

tu ik

T

ik
kkkk

kkk
ik

kkk

k
ik )()(

)()(
)()(

)()(
))((

)(
0

ττψ
λδλλλ

λδλλ
ϕ

λδλλ
λ

 

,...),2,1;2,1(),;(),(
0

==+ ∫ kidauFtG
T

ikk τττ                           (18) 

где 





∈−−
∈−−

=
],,[,
],0[,

),(0 Tt
tt

tG
τδτ

τδ
τ  

( )

( )








∈+
+

−

∈+
+

−

=
].,[)],()([

)()(
))((

],,0[)],()([
)()(

))((

),(
Ttshch

TshTch
tTch

ttshtch
TshTch

Tch

tG

kkk
kkkk

k

kkk
kkkk

k

k

ττλτλδλ
λδλλλ

λ

τλλδλ
λδλλλ

τλ

τ  

 После подстановки выражений ,...)1,0()(1 =ktu k  и ,...)2,1()(2 =ktu k  

98 



в (12), для определения компоненты ),( txu  решения { })(),,( tatxu  задачи 
(1)-(3), (6),(7), получаем: 

++









++= ∫∫

TT

dauFtGtdtuptxu
0

10010
0

1010 ),;(),()()(),( τττττψϕ  

( )∑ ∫
∞

=
+

















+

+
+

+
+

−
+

1
1

0
11 )()(

)()(
)()(

)()(
))((

k
k

T

k
kkkk

kkk
k

kkk

k dtup
TshTch

tchtsh
TshTch

tTch
ττψ

λδλλλ
λδλλ

ϕ
λδλλ

λ

 

+






+ ∫ xdauFtG k

T

kk λτττ cos),;(),(
0

1  

( )∑ ∫
∞

=
+

















+

+
+

+
+

−
+

1
2

0
22 )()(

)()(
)()(

)()(
))((

k
k

T

k
kkkk

kkk
k

kkk

k dtup
TshTch

tchtsh
TshTch

tTch
ττψ

λδλλλ
λδλλ

ϕ
λδλλ

λ

 

                                                .sin),;(),(
0

2 xdauFtG k

T

kk λτττ






+ ∫          (19) 

 Теперь, из (7), с учетом (12), имеем: 









++−′′= ∑∑
∞

=

∞

=

−

1
02

2

1
01

2
0

1 sin)(cos)(),()()()(
k

kkk
k

kkk xtuxtutxfththta λλλλ .   (20) 

 Для того, чтобы получить уравнение для второй компоненты )(ta  
решения { })(),,( tatxu  задачи (1)-(3), (6),(7) подставим выражение (18) в 
(20): 











+

+
−

+−′′= ∑
∞

=

−

1
1

2
0

1

)()(
))((

),()()()(
k

k
kkk

k
k TshTch

tTch
txfththta ϕ

λδλλ
λλ  

( ) +





+










+

+
++ ∫∫ 01

0
1

0
1 cos),;(),()()(

)()(
)()( xdauFtGdtup
TshTch

tchtsh
kk

T

kk

T

k
kkkk

kkk λτττττψ
λδλλλ

λδλλ  

( )∑ ∫
∞

=
+
















+

+
+

+
+

−
+

1
2

0
22 )()(

)()(
)()(

)()(
))((

k
k

T

k
kkkk

kkk
k

kkk

k dtup
TshTch

tchtsh
TshTch

tTch
ττψ

λδλλλ
λδλλ

ϕ
λδλλ

λ
 

               .sin),;(),( 02
0 










+ ∫ xdauFtG kk

T

k λτττ             (21) 

 Таким образом, решение задачи (1)-(3), (6),(7) свелось к решению 
системы (19), (21) относительно неизвестных функций ),( txu  и )(ta . 
 Исходя из определения решения задачи (1)-(3), (6),(7) доказы-
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вается следующая 
 Лемма 2. Если { })(),,( tatxu  - любое классическое решение зада-
чи (1)-(3), (6), (7), то функции 

,),()(
1

0
10 ∫= dxtxutu  

,...),2,1(cos),(2)(
1

0
1 == ∫ kxdxtxutu kk λ  

,...)2,1(sin),(2)(
1

0
2 == ∫ kxdxtxutu kk λ  

удовлетворяют системе (17), (18). 
 Теперь рассмотрим следующие пространства: 
 Обозначим через ]6[3

,2 TB , совокупность всех функций  вида 

)2(sin)(cos)(),(
0

2
0

1 kxtuxtutxu k
k

kk
k

kk πλλλ =+= ∑∑
∞

=

∞

=
, 

рассматриваемых в TD , где каждая из функций ,...)1,0()(1 =ktu k  и 
,...)2,1()(2 =ktu k  непрерывна на ],0[ T  и 

2
1

1

2
],0[2

32
1

1

2
],0[1

3
],0[10 ))(())(()()( 





+





+≡ ∑∑

∞

=

∞

= k
TCkk

k
TCkkTCT tututuuJ λλ . 

Норму в этом множестве определим так: 
)(),( 3

,2
uJtxu TB T

= . 

 Через 3
TE  обозначим пространство ],0[3

,2 TCB T ×  вектор-функций  
{ })(),.(),( tatxutxz =  с нормой 

],0[)(),( 3
,2

3 TCBE tatxuz
TT

+= . 

 Очевидно, что 3
,2 TB  и 3

TE  являются банаховыми пространствами. 

 Теперь рассмотрим в пространстве 3
TE  оператор 

{ }),(),,(),( 21 auauau ΦΦ=Φ , 
где 

∑∑
∞

=

∞

=
+≡=Φ

1
2

0
11 sin)(~cos)(~),(~),(

k
kk

k
kk xtuxtutxuau λλ ,                    (22) 

)(~),(2 taau =Φ ,                                                 (23) 
где  ,...)2,1;2,1()(),(~

10 == kitutu ik  и )(~ ta  равны соответственно правым 
частям  (17), (18) и (21). 
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 Нетрудно видеть, что  
 

( ) )0(1
)()(

)()(
),0(1

)()(
))((

Tt
TshTch

tchtsh
Tt

TshTch
tTch

kkkk

kkk

kkk

k ≤≤+<
+

+
≤≤<

+
−

δ
λδλλλ

λδλλ
λδλλ

λ
, 

( ) ,)0()1()]()([
)()(

))((
Tttshtch

TshTch
Tch

kkk
kkkk

k ≤≤≤+<+
+

− τδλλδλ
λδλλλ

τλ
 

( ) )0()1()]()([
)()(

))((
Ttshch

TshTch
tTch

kkk
kkkk

k ≤≤≤+<+
+

− τδτλτλδλ
λδλλλ

λ
.    

     Учитывая эти соотношения с помощью нетрудных преобразований на-
ходим: 

( )+++≤ ],0[10],0[1010],0[10 )()()(~
TCTCTC tutpTTtu ψϕ  

                                

,)()()()( ],0[10],0[

2
1

0

2
10
















+










++ ∫ TCTC

T

tutaTdfTT ττδ                          

(24) 

+





≤




 ∑∑
∞

=

∞

=

2
1

1

232
1

1

2
],0[

3 )(5))(~(
k

ikk
k

TCikk tu ϕλλ  

+






















+





++ ∑∑

∞

=

∞

=

2
1

1

2
],0[

3
],0[

2
1

1

23 ))(()()()1(5
k

TCikkTC
k

ikk tutpT λψλδ  

  ,))(()()1(5))((5)1(
2
1

1

2
],0[

3
],0[

2
1

0 1

23






++










++ ∑∫∑

∞

=

∞

= k
TCikkTC

T

k
ikk tutaTfT λδτλδ  (25) 













+





+−′′≤ ∑

=
∑
∞

=
∑
∞

=

−− 2

1

2
1

1

232
1

1

2
],0[0],0[

1
],0[ )(),()()()(~

i k ikkk kTCTCTC txfththta ϕλλ  

+






















+





++ ∑ ∑∑ ∑

=

∞

==

∞

=

2

1

2
1

1

2
],0[

3
],0[

2

1

2
1

1

23 ))(()()()1(
i k

TCikkTC
i k

ikk tutpT λψλδ  
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



































+





++ ∑ ∑∑ ∫∑

=

∞

==

∞

=

2

1

2
1

1

2
],0[

3
],0[

2

1

2
1

0 1

23 ))(()())(()1(
i k

TCikkTC
i

T

k
ikk tutaTdfT λττλδ .  (26) 

 Предположим, что данные задачи (1)-(3), (6), (7) удовлетворяют 
следующим условиям: 
1. )1()0(),1()0(),1()0(),1,0()(],1,0[)( 2

2 ϕϕϕϕϕϕϕϕ ′′=′′′=′=∈′′′∈ LxCx . 
2. )1()0(,)1()0(),1()0(),1,0()(],1,0[)( 2

2 ψψψψψψψψ ′′=′′′=′=∈′′′∈ LxCx . 
3. ),(),(),(),(),,(),,( 2 TxxxTxxx DLtxfDCtxftxftxf ∈∈  

)0(),1(),0(),,1(),0(),,1(),0( Tttftftftftftf xxxxxx ≤≤=== . 

4. )0(0)(],,0[)(],,0[)(,0 2 TtthTCthTCtp ≤≤≠∈∈≥δ . 
 Тогда, из (24)-(26) имеем: 

3
,2

3
,2

3
,2

),()(),()()()(),(~
1],0[11

TTT BBTCB txuTDtxutaTBTAtxu ++≤ ,     (27) 

3
,2

3
,2

),()(),()()()()(~
2],0[22],0[ TT BBTCTC txuTDtxutaTBTAta ++≤ ,    (28) 

где 
++++= )()1,0()1,0(1

222
),()()()()(

TDLLL txfTTxTxTA δψϕ  

,),(5)1()()1(5)(5 )()1,0()1,0( 222 TDLxxxLL txfTxx δψδϕ ++′′′++′′′+  

TTTTB )1(5)()(1 δδ +++= , 
))1(5()()( ],0[1 δ++= TtpTTD TC , 

{ +−′′= −
],0[0],0[

1
2 ),()()()( TCTC

txfththTA  

( ) ,),()1(2)()1(2)(2 )(2)1,0(2)1,0(2
2
1

1

2







++′′′++′′′


+ ∑
∞

=

−
TDLxxxLLk k txfTxx δψδϕλ  

TthTB
k kTC

)1()()( 2
1

1

2
],0[

1
2 δλ +


= ∑

∞

=

−− , 

],0[
2
1

1

2
],0[

1
2 )()1()()( TCk kTC

tpTthTD δλ +


= ∑
∞

=

−− . 

 Из неравенств (27), (28) заключаем: 
3
,2

3
,2

3
,2

),()(),()()()()(~),(~
],0[],0[ TTT BBTCTCB txuTDtxutaTBTAtatxu ++≤+ ,  (29) 

где 
                       

)()()(),()()(),()()( 212121 TDTDTDTBTBTBTATATA +=+=+= .             (30) 
 Итак, можно доказать следующую теорему: 

102 



 Теорема 1. Пусть выполнены условия 1-3 и 
1))()()2)()((2)(( <+++ TDTBTATA .                                                 (31) 

 Тогда (1)-(3), (6), (7) имеет в шаре )2)(( 3 +=≤= TARzKK
TER  

пространства 3
TE  единственное решение. 

 Доказательство.   В пространстве 3
TE  рассмотрим уравнение 

zz Φ= ,                                                             (32) 
где { }0, auz = , компоненты )2,1(),( 0 =Φ iaui  оператора ),( 0auΦ  опре-
делены правыми  частями уравнений (19) и (21). 
 Рассмотрим, оператор ),( 0auΦ  в шаре RKK =  из 3

TE .  Аналогич-
но (29) получаем, что для любых RKzzz ∈21,,  справедливы оценки: 

≤++≤Φ 3
,2

3
,2

3 ),()(),()()()( ],0[ TTT BBTCE txuTDtxutaTBTAz  

 ( ) ( )2)()(2)()()()()()( 22 ++++≤++≤ TATBTATBTARTDRTBTA ,         (33) 

≤


 −+−+≤Φ−Φ 3
,2

3 ),(),()()())()(( 21],0[2121
TT BTCE txutxutataTDRTBzz  

.))()(( 321
TEzzTDRTB −+≤                                          (34) 

 Тогда из оценок (33) и (34), с учетом (31), следует, что оператор Φ  
действует в шаре RKK =  и является сжимающим. Поэтому, в шаре RKK =  
оператор Φ  имеет единственную неподвижную точку },{ 0au , которая явля-
ется единственным в шаре RKK =  решением уравнения (32), т.е. является 
единственным в шаре RKK =  решением системы (19), (21). 
 Функция ),( txu , как элемент пространства 3

,2 TB  непрерывна и 
имеет непрерывные производные ),(),,( txutxu xxx  в TD . Нетрудно ви-
деть,  что ),( txutt  непрерывна в TD . 
 Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2)-(3), (6) и (7) 
удовлетворяются в обычном смысле. Следовательно, { })(),,( 0 tatxu  яв-
ляется решением задачи (1)-(3), (6), (7), причем в силу леммы 2 оно един-
ственно в шаре RKK = . Теорема доказана. 

 С помощью леммы 1, из последней теоремы вытекает однозначная 
разрешимость исходной задачи (1)-(5). 
  Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1, 

,0),(,0)(,0)(
1

0

1

0

1

0

=== ∫∫∫ dxtxfdxxdxx ψϕ                                         

∫−′=′−=
T

dtthtpThxhhx
0

00 )()()()(),0()0()( ψδϕ . 
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 Тогда задача (1)-(5) имеет в шаре )2)(( 3 +≤= TAzKK
TER  прост-

ранства 3
TE  единственное классическое решение. 
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PERİODİK VƏ İNTEQRAL ŞƏRTLİ İKİNCİ TƏRTİB ELLİPTİK TƏNLİK ÜÇÜN 

TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 
 

N.A.HEYDƏRZADƏ 
 

XÜLASƏ 
 
Elliptik tənlik üçün ikinci tərtib periodik və inteqral şərtli tərs sərhəd məsələsi tədqiq 

olunur. Məsələyə düzbucaqlı oblastda baxılır. Verilmiş tərs sərhəd məsələsinin həlli köməkçi 
tərs məsələyə gətirilir. Sıxılmış inikas prinsipinin köməyilə köməkçi məsələnin həllinin varlıq 
və yeganəliyi isbat olunur. Daha sonra isə verilmiş tərs məsələnin həllinin varlıq və yeganəliyi 
isbat olunur. 

 
Açar sözlər: tərs sərhəd məsələsi, elliptik tənlik, Furye metodu, klassik həll. 

    
 INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE ELLIPTIC EQUATION  

OF SECOND ORDER WITH PERIODIC AND INTEGRAL CONDITION 
 

N.A.HEYDARZADE 
 

SUMMARY 
 

 An inverse boundary value problem for a second-order elliptic equation with periodic 
and integral condition is investigated. The problem is considered in a rectangular domain. To 
investigate the solvability of the inverse problem, we perform a conversion from the original 
problem to some auxiliary inverse problem with trivial boundary conditions. By the contraction 
mapping principle we prove the existence and  uniqueness of solutions of the auxiliary prob-
lem. Then we make a conversion to the stated problem again and, as a result, we obtain the 
solvability of the inverse problem. 

 
Key words: inverse boundary value problem, elliptic equation, Fourier method, classi-

cal solution 
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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ  

– ЗАПАСАНИЯ С ДВУМЯ ТИПАМИ ЗАЯВОК 
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В работе изучена модель системы обслуживания-запасания с ограниченной оче-
редью и двумя типами заявок, где используется (s, S) политика пополнения запасов. 
Заявки высокого принимаются независимо от уровня запасов системы, в то время как 
заявки низшего приоритета принимаются лишь тогда, когда уровень запасов системы 
больше, чем s. Разработан метод для нахождения совместного распределения уровня 
запасов и число заявок в системе, а также найдены формулы для вычисления усреднен-
ных характеристик системы. 

 
Ключевые слова: система обслуживания-запасания, разнотипные заявки, поли-

тика двух уровней, метод расчета 
 
Системы управления запасами, в которых время обслуживания зая-

вок является положительной величиной, называются системы обслужи-
вания-запасания (Queuing-Inventory Systems, QIS). В подавляющем боль-
шинстве работ, посвященных моделированию QIS, считают, что заявки 
являются идентичными по важности. Вместе с тем, в ряде практических 
ситуациях поставщики товаров различают своих клиентов. Так, напри-
мер, клиенты могут быть постоянными и эпизодическими; некоторые 
клиенты могут платить за один и тот же товар больше, чем другие клиен-
ты и т.д. В таких случаях поставщики для поощрения выгодных клиентов 
используют различные схемы для их приоритетного обслуживания. 

В последние годы интенсивно исследуются модели подобных сис-
тем (см., например, [1]-[6] и их список литературы). Анализ указанных 
работ показал, что в них не учитываются ряд моменты, которые являются 
важными с научной и практической точек зрения. Так, например, в них 
предполагается, что время обслуживания заявок равно нулю. Исходя из 
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этого, в данной работе предложена новая модель СОЗ с двумя типами 
заявок и разработан метод ее математического анализа.  

Описание модели и постановка задачи. Рассматривается система 
обслуживания-запасания (СОЗ) с двумя типами заявок, которая имеет 
склад ограниченного объема S, S<∞. В эту систему поступают пуассонов-
ские потоки заявок двух типов, при этом интенсивность потока заявок 
первого типа (приоритетные) равна λ1, а интенсивность потока заявок 
второго типа (обычные) равна λ2. Время обслуживания заявок обоих ти-
пов является экспоненциально распределенной случайной величиной с 
общим параметром µ. После обслуживания заявки любого типа она с ве-
роятностью σ1 не получает запас и с дополнительной вероятностью σ2=1-
σ1 получает запас.  При этом если заявка любого типа получает запас, то 
уровень запасов системы уменьшается на единицу. 

В системе принята (s, S) политика пополнения запасов, т.е. когда 
уровень запасов опускается до величины s, система делает заказ на выше-
стоящий склад на поставку запасов объема S-s, при этом заказ выполняет-
ся с некоторой задержкой. Считается, что эта задержка распределена по-
казательно с параметром ν. 

Заявки разного типа ожидают в общей очереди и максимальная 
длина этой очереди равна N, N<∞. Предполагается, что если в момент 
поступления заявок первого типа в очереди имеется свободное место, то 
она принимается в очередь; иначе она теряется. Заявка второго типа при-
нимается в очередь лишь тогда, когда в момент ее поступления уровень 
запасов больше, чем s. Иными словами, если в момент поступления заяв-
ки второго типа  уровень запасов меньше, чем s, то она теряется незави-
симо от наличия свободных мест в очереди. Заявки обоих типов являются 
нетерпеливыми, если в момент их поступления и/или во время их ожида-
ния в очереди уровень запасов системы опускается до нулевого значения. 
Это означает, что если в момент поступления заявки любого типа уровень 
запасов равно нулю, то она с вероятностью ϕ1 присоединяется к очереди, 
а с дополнительной вероятностью ϕ2=1-ϕ1 она уходит из системы не об-
служенной; если во время ожидания в очереди уровень запасов системы 
опускается до нулевого значения, то заявка каждого типа уходит из сис-
темы после случайного времени, которое имеет показательное распреде-
ление с параметром τ. 

Задача заключается в нахождении совместного распределения уров-
ня запасов системы и число заявок в системе. Требуется также найти 
формулы для нахождения усредненных характеристик системы: средний 
уровень запасов ( )avS ; среднюю интенсивность заказов ( )RR ; вероятно-
сти потери заявок каждого типа ( )21 , PBPB .       
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 Метод решения. Работа данной СОЗ описывается двумерной це-
пью Маркова  (ЦМ) с состояниями вида ( )nm, , где m  - уровень запасов в 
складе, n  - общее число заявок в системе. Пространство состояний опре-
деляется так: 

( ){ }.,...,1,0;,...,1,0:, NnSmnmE ===                                      (1) 
Интенсивность перехода от состояния ( )nm,  в состояние ( )nm ′′,  

обозначим через ( ) ( )( )nmnmq ′′,,,  . Эти величины составляют производя-
щую матрицу (ПМ) данной ЦМ. Для их определения необходимо разли-
чать следующие случаи: 1) sm < ; 2) sm ≥ . 

В первом случае возможные выходы из состояния ( )nm,  связаны с 
наступлением следующих событий: (i) поступлением заявок; (ii) заверше-
нием обслуживания заявок; (iii) уходом заявок из очереди из-за нетерпе-
ливости и (iv) поступлением пополнения запасов.  

Если наступает события типа (i), при этом заявка является низко-
приоритетной, то система не меняет свое состояние, так как в таких со-
стояниях заявки данного типа теряются; если заявка является высокопри-
оритетной, то она принимается системой при наличии хотя бы одного 
свободного места в очереди с вероятностью 1. Тогда следующим состоя-
нием системы будет ( )1, +nm  и интенсивность такого перехода равна λ1.        

Если наступает события типа (i), где 0=m , при этом заявка являет-
ся низкоприоритетной, то, как и выше, система не меняет свое состояние; 
если заявка является высокоприоритетной, то она принимается системой 
при наличии хотя бы одного свободного места в очереди с вероятностью 
ϕ1. Тогда следующим состоянием системы будет ( )1,0 +n  и интенсив-
ность такого перехода равна λ1ϕ1.        

Если наступает события типа (ii), при этом заявка получает запасы, 
то система переходит в состояние ( )1, −nm  с интенсивностью µσ1; иначе 
следующим состоянием системы будет ( )1,1 −− nm , при этом интенсив-
ность такого перехода равна µσ2. 

Если наступает события типа (iii), то осуществляется переход в со-
стояние ( )1,0 −n , при этом интенсивность такого перехода равна nτ. 

Если наступает события типа (iv), то происходит переход в состоя-
ние ( )nsSm ,−+ , при этом интенсивность такого перехода равна ν. 

Следовательно, в случае sm <  положительные элементы ПМ дан-
ной двумерной цепи Маркова  определяются следующим образом: 
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                    (2)   

Во втором случае возможные выходы из состояния ( )nm,  связаны 
лишь с наступлением событий типа (i) и (ii), так как в таких состояниях 
невозможны уход заявок из очереди из-за нетерпеливости, а также не 
осуществляется пополнения запасов. При этом если наступает события 
типа (i), то независимо от типа заявки она принимается системой при на-
личии хотя бы одного свободного места в очереди с вероятностью 1, 
иными словами, следующим состоянием системы будет ( )1, +nm  и ин-
тенсивность такого перехода равна λ, где λ=λ1+λ2. При наступлении со-
бытия типа (ii) переходы между состояниями определяются аналогично 
первому случаю.  

Таким образом, в случае sm ≥  элементы ПМ данной двумерной це-
пи Маркова  определяются следующим образом: 

( ) ( )( )






−=′−=′
−=′=′
+=′=′

=′′
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                             (3) 

Из соотношений (2) и (3) заключаем, что состояния исследуемой ко-
нечномерной цепи Маркова сообщаются друг с другом, т.е. в ней сущест-
вует стационарный режим. 

Стационарную вероятность состояния ( ) Enm ∈,  обозначим через 
( )nmp , . Эти вероятности удовлетворяют систему уравнений равновесия 

(СУР), которая составляется на основе (2) и (3). Она имеет следующий 
вид: 

Случай 0=m : 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .1,1

1,0101,0,0

2

1111

NnInp

npnnInpnpnNnI

<++

++++>−=+<

µσ

τϕλτϕλ
     (4) 

Случай sm <<0 : 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .1,1

1,01,0,

2

111

NnInmp

NnInmpnInpnmpNnI

<+++
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Случай sm ≥ : 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).,1,1
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К уравнениям (4)-(6) добавляется следующее условие нормировки: 
( )

( )
1,

,
=∑

∈Enm
nmp .                                                                                    (7) 

Стационарные вероятности состояний изучаемой ЦМ находятся в 
результате решения СУР (4)-(7), которая представляет собой систему ли-
нейных алгебраических уравнений размерности ( )( )11 ++ NS . Для реше-
ния этой системы могут быть использованы известные пакеты программ. 

После нахождения стационарных вероятностей состояний можно 
вычислить усредненные характеристики исследуемой СОЗ. Действитель-
но, на основе анализа работы изучаемой системы, заключаем, что иско-
мые характеристики определяются следующим образом: 
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Заключение. В работе предложена модель системы обслуживания-
запасания с двумя типа заявок, где часть заявок после завершения обслу-
живания не покупают запасы. Разнотипные заявки могут образовать об-
щую очередь конечной длины, и время их обслуживания является поло-
жительной случайной величиной. В системе принята ( )Ss, политика по-
полнения запасов. Если уровень запасов ниже критического значения s , 
то лишь заявки высокого приоритета принимаются в систему. В случаях 
отсутствия запасов лишь заявки высокого приоритета могут приниматься 
в систему, при этом они в очереди являются нетерпеливыми. Время вы-
полнения заказов системы для пополнения запасов имеет экспоненциаль-
ные распределения с конечным средним. Разработан метод для вычисле-
ния характеристик изучаемой модели. Вместе с тем, определенный науч-
ный и практический интерес представляют задачи оптимизации изучае-
мой системы, которые являются объектами дальнейших исследований. 
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İKİ TİP SORĞULARI OLAN XİDMƏT-EHTİYATLANMA SİSTEMİNİN  
BİR MODELİ HAQQINDA 

 
İ.Ə.ƏLİYEV 

 
XÜLASƏ 

İşdə ehtiyatların əlavə edilməsi üçün (s, S) sxemindən istifadə edilən məhdud uzunluqlu 
növbəsi və iki tip sorğuları olan xidmət-ehtiyatlanma sisteminin modeli öyrənilmişdir. Yüksək 
prioritetli sorğular ehtiyatların səviyyəsindən asılı olmayaraq qəbul edilirlər, lakin aşağı 
prioritetli sorğular isə o zaman qəbul edilirlər ki, ehtiyatların səviyyəsi s-dən böyük olsun. 
Ehtiyatların səviyyəsi və sorğuların birgə paylanmasının tapılması üçün üsul yaradılmışdır və 
həmçinin sistemin xarakteristikalarının orta qiymətlərinin hesablanması üçün düsturlar təklif 
olunmuşdur. 

 
Açar sözlər: xidmət-ehtiyatlanma sistemi, müxtəlif tipli sorğular, ikisəviyyəli sxem, 

hesablama üsulu 
 

ON THE MODEL OF THE QUEUING-INVENTORY SYSTEM WITH TWO TYPES  
OF CUSTOMERS 

 
I.A.ALIYEV  

 
SUMMARY 

 
In this paper, the queuing-inventory system with finite queue and two types of custom-

ers subject to (s, S) replenishment policy is investigated. Customers of high priorities are ac-
cepted independent on the inventory level while low priority customers are accepted if the 
inventory level is more than s. A method to calculate the joint distribution of the inventory 
level and the number of customers in the system is developed and formulas determining the 
mean values of system characteristics are proposed.    

 
Key words: queuing-inventory system, customers of different types, two level policy, 

calculation method      
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В данной статье предложен способ, потенциально, позволяющий обеспечить 

гарантированный уровень объёма знаний студента, поддерживая максимально близкое 
значение формального уровня знаний к фактическому. Предложены методы, позволяю-
щие моделировать ИНС оптимальной сложности, что позволит повысить эффектив-
ность блока принятия решений без необходимости повторного проектирования и ма-
тематического моделирования для тонкой настройки системы. Новизной данной ра-
боты является относительно новый взгляд на изначальные принципы построения по-
добных систем и оригинальная стратегия по решению ранее мало рассматриваемых 
проблем.  

 
Ключевые слова: нейронные сети, кластеры, моделирование интеллектуальных 

нейронных сетей, кластеризация данных, экспертное обучение, карта кластеризации, 
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Учебный процесс характеризуется крайне высоким уровнем неоп-

ределённостей и нечёткостью параметров. Небольшие отклонения явля-
ются неотъемлемой частью учебного процесса, которые плохо формали-
зуются алгоритмическими системами. Следствием этого учебный процесс 
как таковой является крайне нестабильной системой с непрогнозируемой 
обратной связью. 

Исследование учебного процесса с прикладной точки зрения по-
зволяет путём упрощения выделить отдельные элементы с ограниченным 
функционалом выполняющие строго определённые учебные процедуры, 
взаимодействие которых позволяет алгоритмизировать учебный процесс 
[1]. 

Если проанализировать суть учебного процесса то его можно 
представить в виде последовательных сравнительно простых функцио-
нальных элементов, которые выполняются последовательно, в итоге 
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дающие конечный результат – овладения студентом знаниями и навыка-
ми являющимися целью учебного процесса. 
 
  Применение нейронных сетей в учебном процессе 

В системе после аналитического моделирования, должны быть за-
ложены элементы коррекции, определяющие соответствие реакции сис-
темы на «необъяснимые», субъективные оценки реакции определяемыми 
человеческим фактором. В решении данных ситуаций была применена 
технология искусственных нейронных сетей (ИНС). 

Нейронные сети, являясь математическим «чёрным ящиком», ис-
пользуется в качестве корректирующего элемента, так как после обучения 
экспертом, способен преобразовывать результат в соответствии с субъек-
тивными пожеланиями преподавателей. Необходимо отметить, что по-
добная корректировка так же представляет собой элемент с риском по-
вышения нестабильности выдаваемых результатов и должен быть исполь-
зован только после тщательного анализа причинно-следственных связей, 
доказывающих положительный эффект. 

ИНС как совокупность нейронов (в качестве совокупности порого-
вых функций) и синапсов (в качестве однонаправленных связей), после 
обучения, позволит нам разделить всё пространство входных сигналов 
поступающих извне на группы хорошо локализуемых множеств (Рис.). 
Результатом работы ИНС будет получение значений из согласованного 
пространства результатов, составленного экспертами в результате обуче-
ния.  

 

 
Рис. 1. Критерий применимости ИНС – кластеризация данных 

 
Таким образом, требование возможного деления пространства 

входных данных на отдельные множества (кластеризация данных), опре-
деляют применимость ИНС в решении той или иной проблемы, и класте-
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ры, с их некоторой центральной областью, аккумулируют группы объек-
тов или ситуаций со схожим смыслом. При выполнении данного условия 
применением ИНС в работе решается задача по определению и приведе-
ние в соответствие информационной модели 𝐹𝑃 и эталонным функциони-
рованием 𝐹𝑃𝐸

𝐸 . 
В простом виде это представляет собой процесс минимизации раз-

личий в процессе функционирования: 
∆𝜀 = ∑ �𝐹𝑃𝐸

𝐸 (𝑥) − 𝐹𝑃(𝑥)�𝑥∈𝑋 , (1) 
где в качестве входных данных 𝑥 ∈ 𝑋 используются экспериментальные 
ситуации (обучающая выборка), полностью идентичные по способу дос-
тупа источники как для эксперта, так и для системы, чтобы на мнение 
эксперта не влияли факторы не доступные системе [2].  

Критерием оценки ∆ε является максимальное совпадение в плане 
функциональности эталонной и информационной модели. Величина 
ошибки характеризует разницу реакции информационной модели и эта-
лонной, так как отклик эталонной модели 𝑌  на все экспериментальные 
данные 𝑋, участвующие в обучении ИНС, заранее известен. 

В силу условий функционирования влияющих на процессы выпол-
нения ключевых модулей, такие как: человеческий фактор, отсутствие 
абсолютно точного определения множества характеристик и нечёткость 
параметров, является причиной того, что величина оценки ∆𝜀 практиче-
ских информационных моделей всегда будет значительно больше нуля.  

Суммарное значение всех отклонений ∆𝜀 делённое на количество 
экспериментальных ситуаций, является критерием определения неадек-
ватности системы[3]: 

𝐾𝐹𝑃 = ∆𝜀
|X| =

∑ �𝐹
𝑃𝐸
𝐸 (𝑥)−𝐹𝑃(𝑥)�𝑥∈𝑋

|X| , (2) 

где |X| – обозначает количество обработанных экспериментальных ситуа-
ций. 

Следовательно, целью информационного моделирования как одно-
го из элементов системы является уменьшение неадекватности реакций 
системы. Однако как следует из выбранной стратегии исследований, це-
лью работы является не подгонка результатов выдаваемой системой к 
выданной экспертом, а выявление глубинных аспектов принятых экспер-
том решений и реализация интеллектуально адекватных методов по воз-
можности однозначно трактующих каждую возникшую ситуацию. Дан-
ная стратегия усложняет исследовательскую работу, однако в дальней-
шем при переходе от эталонных моделей к реальным условиям эксплуа-
тации значительно сократит погрешность (неадекватность) принятых ре-
шений. Что можно считать главным критерием успешности исследова-
тельской работы[4]. 
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В данном случае исследования дают основания полагать, что рас-
хождение между оценкой выданной системой и экспертом, заключаются 
не в ошибках блока принятия решений, а в исходном материале – объек-
тах вопрос-ответах. В частности в определении их сложности.  

Критерий значения сложности вопрос-ответов один из факторов 
вносящий дополнительную нечёткость и неопределённость в  учебный 
процесс, единственным способом разрешения которого является опреде-
ление точного значения сложности вопрос-ответа по отношению к дру-
гим вопрос-ответам. Сразу необходимо отметить, что сделать это по дос-
таточно большой базе вопрос-ответов не возможно в принципе, так как 
детальный анализ, во-первых отнимет много времени, во вторых даже 
высококлассные эксперты не смогут избежать субъективности в оценке. 
 

Обучении ИНС 
В то же время это крайне важный источник информации, без кото-

рого невозможно судить об объёме знаний и заблуждений студента, и ве-
личина оценки станет величиной случайной и будет образовываться из 
простого соотношения верно и неверно отвеченных вопросов. Поэтому в 
исследовательской работе были применены два способа разрешения этой 
проблемы. 

Первое полуавтоматический способ – давать оценку сложности 
вопроса не в качестве абстрактного значения, а в качестве последователь-
ности относительных нечётких ответов. Эксперту на стадии наполнения 
базы вопросов по некоторой учебной теме, предлагаются сравнить этот 
вопрос с ранее добавленными в базу вопросами. Требуя только ответить 
«легче» или «сложнее» этот вопрос относительно другого. Таким обра-
зом, задача эксперта значительно упрощается, а результат не теряет каче-
ства. Об эффективности можно судить по такому критерию, что при до-
бавлении нового вопрос-ответа в базу, которая содержит уже 1000 во-
прос-ответов, эксперту потребуется сравнить всего log2 1000 < 10  во-
прос-ответов, а в базу из теоретически 1000000 вопрос-ответов всего на 
log2 1000000 < 20, что можно считать очень эффективным[5]. 

Второй способ более рискованный в плане возможной разбаланси-
ровки системы оценок, но позволяет при аккуратном использовании по-
зволяет учесть субъективное мнение эксперта и решается применением 
ИНС.  В процессе обучения в «чёрном ящике» ИНС будет образована 
функция, которая будет корректировать типовые отклонения, полученные 
в процессе функционирования других модулей системы. Данная коррек-
ция, как уже упоминалось выше, является встраиванием в систему субъ-
ективных требований экспертов по функционированию, в процессе дове-
дения принципов поведения системы до эталонной модели. К объектив-
ным требованиям относятся требования, которые могут быть логически 
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описаны и, соответственно, встроены в систему ещё на стадии проекти-
рования как один из принципов функционирования. 

Как уже упоминалось выше, анализ принципов функционирования 
учебного процесса и выявление внутренних причинное следственных свя-
зей, дают нам обширную базу экспериментальных данных, которая по-
зволяет путём обучения ИНС, вывести функцию 𝐹𝑃  на основе входных 
данных 𝑋 в соответствии с критерием последовательно приближении 𝑌 к 
значениям 𝑌𝐸[6]. 

Из множества существующих на сегодняшний день технологий 
информационного моделирования на базе экспериментальных данных, 
ИНС выбран в силу его гибкости и отсутствии необходимости проекти-
рования сети с нуля при изменении условий задачи. Так, например,  пу-
тём экспериментов над крайними ситуациями функционирования систе-
мы, может быть спроектирована ИНС с количеством входов, нейронов и 
слоёв, удовлетворяющая всем требуемым вариациям. Таким образом, 
разработчикам системы, будет нужно лишь обучить ИНС в соответствии 
текущими экспериментальными данными и требованиями составленными 
экспертами. 

При обучении ИНС мы получаем построенную по нашей выборке 
экспериментальных данных карту кластеризации, где множество входных 
данных упорядочиваются в карту кластеров, когда «соседним» кластерам 
на карте соответствуют схожие входные данные.  

 
Определение качества подобной ИНС 
Как видно по данному примеру, опыт эксперта является незамени-

мым при проектировании параметром, позволяющий повысить качество 
интеллектуальности принимаемых решений. В тоже время характерные 
ситуации, которые выявляются в ходе обучения ИНС, в дальнейшем мо-
гут быть встроены в систему на постоянной основе в виде правил базы 
знаний [7]. 

Таким образом, обучение ИНС в ситуации изменчивости входных 
данных позволяет выбирать один из нейронов в слою как наиболее под-
ходящего и должным образом реагирующего в пределах одного кластера. 

 В нашем случае, учебный процесс характеризуется сильной за-
шумлённостью данных, поэтому на обученную ИНС ложится задача вы-
являть критерии оценки ключевых свойств входных данных, которые 
первоначально могут быть не достаточно определены или вообще неиз-
вестны [8Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 

Применив усложнение активирующей функции, можно перейти к 
архитектуре с более простой сетью, например, без скрытых слоёв. 

Так обозначив, в качестве параметра активирующей функции 
𝑌 = 𝐹𝑃(𝑋) взвешенную сумму входов, получим вид: 
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𝑌 = 𝐹 ��𝐴𝑖1
𝑃𝑖1𝑥𝑖1

𝑖1

+ � 𝐴𝑖1,𝑖2

𝑃𝑖1,𝑖2𝑥𝑖1𝑥𝑖2
𝑖1<𝑖2

+ ⋯+ � 𝐴𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑚

𝑃𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑚𝑥𝑖1𝑥𝑖2 … 𝑥𝑖𝑚
𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑚

� , (3) 

 
где 𝑋 = [𝑥1, 𝑥1, … , 𝑥𝑛]  – множество входных сигналов, 𝐴   – пороговая 
функция, 𝑃 – состояние системы. 

В данном случае, каждый элемент выполняет задачу разбиения 
всего множества входных данных на кластеры при помощи определения 
пороговой функции нескольких аргументов 𝐴.  

Определимся, что критерием качества подобной ИНС является 
совпадение результатов полученных с помощью системы коррекции и 
экспертным решением, являющимся эталонной моделью. Любые отличия 
реакции системы и эксперта, в ходе анализа экспериментальных данных, 
являются свидетельством не полного соответствия информационной мо-
дели заложенной в модуль коррекции. 

Коррекция информационной модели традиционно производится 
добавлением в выборку экспериментальных данных ситуаций, при обра-
ботке которых ИНС выдаёт неточные или просто неверные результаты. В 
данном случае, в выборке экспериментальных данных может возникнуть 
риск конфликта или противоречия между различными эксперименталь-
ными данными. Данная ситуация создаёт эффект шума как результат не-
больших ошибок возникающих по результатам обучения из-за взаимного 
влияния обучающей выборки[9]. Вследствие высокой сложности процес-
сов обучения и контроля знаний, ИНС обучаемой по объёмной экспери-
ментальной базе не может не содержать шум в том или ином виде, однако 
задача минимизировать его результирующее влияние на конечный ре-
зультат вполне выполнима. 

В частности, для решения этой проблемы в ходе создания выбор-
ки экспериментальных данных, необходимо структурировать входы по 
назначению, что бы избежать случайности в подачи данных на входы и 
как следствие облегчить отладку ИНС или повысить контроль над экспе-
риментальными выборками и их достоверность. В условиях нечёткости и 
не полноты данных учебного процесса, довольно часто возникают ситуа-
ции с отсутствием тех или иных составляющих входных данных, которые 
при непосредственном обучении ИНС внесут в неё недопустимо высокий 
уровень зашумлённости. Однако, после предварительной нормализации, 
когда не достающие данные заполняются шаблонными значениями по 
умолчанию, а нечёткие данные проходят процедуру дефаззификации, по-
зволяет значительно уменьшить риск зашумления ИНС и повысить дос-
товерность выдаваемых результатов[10]. 
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Заключение 
 В данной работе предложены методы, позволяющие моделировать 
ИНС оптимальной сложности, что позволит повысить эффективность 
блока принятия решений без необходимости повторного проектирования 
и математического моделирования для тонкой настройки системы. Путём 
анализа поведения экспертов в ходе обучения и контроля знаний было 
получена имитационная алгоритмическая модель, которая потенциально 
позволяет автоматизированной системе обучения и контроля знаний 
сравниться по качеству и эффективности к индивидуальному обучению 
под руководством преподавателя. 
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BİLİYƏ NƏZARƏT VƏ ÖYRƏDİCİ İNTELLEKTUAL İNFORMASİYA SİSTEMİ 

(BNÖİİS) KOMPLEKSİNİN TƏTBİQİNDƏ NEYRON ŞƏBƏKƏLƏR 
 

Ş.N.ŞAHBAZOVA 
 

XÜLASƏ 
 

 Bu məqalədə təhsilin ənənəvi formalarının praktiki səmərəliliyinin struktur təhlili 
verilmişdir. Müxtəlif ölkələrin statistik verilənləri əsasında təhsil sistemini xarakterizə edən 
parametrlərlə ölkələrin inkişaf səviyyəsinin qarşılıqlı əlaqəsinin müqayisəli analizi keçiril-
mişdir. Ölkələrin inkişafı perspektivinə strateji təsir edən amillər aşkar edilmiş, klassifikasiya 
sistemini təyin edən və vacib şərtlərə icazə verən qruplaşdırılma tədqiqatı kecirilmişdir.   
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This paper proposes the way potentially allowing to provide a guaranteed level of 

volume of student, maintaining the maximum possible level of formalization of the actual 
knowledge. The proposed methods are guaranteed to simulate intelligent neural networks of 
optimal complexity, which will increase the efficiency of the decision-making unit without the 
need for re-engineering and mathematical modeling for fine-tuning the system. The novelty of 
this paper is a relatively new look at the original principles of building similar systems and an 
original strategy for solving previously discussed problems. 
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Рассматриваются предпосылки, необходимые для своевременного установления 

адекватного уровня грифа конфиденциальности сведений, подлежащих включению в 
будущий документ. Для оценки факторов конфиденциальности применяются соответ-
ствующие экспертные заключения из удалённых источников, которые после предвари-
тельной обработки классифицируются с использованием системы нечёткого вывода.  

 
Ключевые слова: фактор конфиденциальности, экспертная оценка, нечёткое 

множество, система нечёткого вывода 
 

Основу процедуры присвоения документам грифа конфиденциаль-
ности составляют перечень конфиденциальных сведений организации, 
требования партнёров, условия контрактов, а также перечень конфиден-
циальных документов самой организации. При этом, система присвоение 
грифов секретности не способна полностью гарантировать сохранность 
конфиденциальной информации. Тем не менее, она позволяет чётко рег-
ламентировать работу с документами, формируя в том числе систему 
доступа к ним персонала. Более того, в процессе принятия решений отно-
сительно степени конфиденциальности сведений, подлежащих включе-
нию в оцениваемый документ, предварительные экспертные оценки сте-
пеней конфиденциальности рассматриваемых документов, как правило, 
выражаются всевозможными термами, которые могут быть описаны в 
виде нечётких множеств, восстанавливаемых с помощью соответствую-
щих функций принадлежности [1]. Поэтому, для упорядочения оценивае-
мых экспертами факторов конфиденциальности (ФК), а значит и нечётких 
множеств, отражающих их степени предпочтительности, предлагается 
применять метод нечёткого вывода.  

Постановка задачи: Необходимо разработать методику для осуще-
ствления предварительной классификации и обработки экспертных за-
ключений из удалённых источников относительно степени конфиденци-
альности сведений, подлежащих включению в будущий документ. Добы-
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тую информацию предлагается использовать для последующей агрегации 
с целью выявления консолидированной оценки уровня секретности кон-
кретного документа. Другими словами, предлагается осуществить нечёт-
кий анализ ФК сведений с использованием экспертного опроса методом 
шкальных оценок [2].  

Классификация оценок влияния ФК на уровень секретности 
документа: Оценка степени конфиденциальности сведений, подлежащих 
включению в документ, является многокритериальной процедурой, под-
разумевающей применение композиционного правила агрегирования 
оценки по каждому из следующих ФК: x1 – экономическая значимость; x2 
– научная значимость; x3 – ценовая значимость; x4 – официальный уро-
вень; x5 – интерес к сведению со стороны зарубежных стран; x6 – отно-
шение к публикации подобных сведений в зарубежных странах. Поэтому 
для оценки такого влияния выберем пять оценочных понятий: u1 – «НЕ-
ЗНАЧИТЕЛЬНОЕ»; u2 – «ОЩУТИМОЕ»; u3 – «СУЩЕСТВЕННОЕ»; u4 – «ЗНАЧИ-
ТЕЛЬНОЕ»; u5 – «ОЧЕНЬ БОЛЬШОЕ», характеризующих их степень влияния 
на уровень секретности документа. Проще говоря, под множеством C
(u1, u2, u3, u4, u5) будем понимать совокупность признаков, по которым 
классифицируются значимости ФК. Тогда для классификации оценки 
влияния ФК на уровень секретности документа произведём с использова-
нием достаточного набора нечётких правил вида: «Если…, то …» [3], и 
на их основе установим соответствующую шкалу градации оценок. Для 
этого за основу выберем следующие рассуждения:  
r1: «Если в документе присутствуют ФК x1, x2 и x3, то их совокупное 

влияние на уровень секретности существенное»;  
r2: «Если в добавок к указанным ФК имеет место и ФК x6, то в совокуп-

ности их влияние на уровень секретности будет более чем сущест-
венным»; 

r3: «Если в добавок к условиям, оговоренным в r2, имеет место ФК x5, то 
совокупное влияние всех факторов на уровень секретности будет 
очень существенным»;  

r4: «Если в документе присутствуют все ФК, т.е. x1÷x6, то совокупное 
влияние их на уровень секретности будет чересчур существенным»;  

r5: «Если же в документе присутствуют ФК x1, x2, x3 и x4, а остальные: x5 
и x6 – нет, то все равно совокупное влияние ФК на уровень секретно-
сти будет существенным»;  

r6: «Если же в документе отсутствуют ФК x1, x2, x4 и x5, то совокупное 
влияние ФК на уровень секретности будет несущественным». 

В приведённых высказываниях входными характеристиками будем 
считать наличие (или отсутствие) ФК xk (k=1÷6), а выходной y – степень 
влияния ФК на уровень секретности документа.  

ЛП y зададим на дискретном множестве J={0; 0.1; …;1}. Тогда ∀x∈J 

120 



её термы можно описать нечёткими множествами с соответствующими 
функциями принадлежности [4]: Y1=СУЩЕСТВЕННОЕ: µY1(x)=x; Y2=БОЛЕЕ 

ЧЕМ СУЩЕСТВЕННОЕ: xxμY =)(
2

; Y3=ОЧЕНЬ СУЩЕСТВЕННОЕ: µY3(x)=x2; 
Y4=ЧЕРЕСЧУР СУЩЕСТВЕННОЕ: µY4(x)=1, если x=1 и µY4(x)=0, если x<1; 
Y0=НЕСУЩЕСТВЕННОЕ: µY0(x)=1-x.  

Фаззификацию термов в левых частях правил осуществим с помо-
щью Гауссовской функции принадлежности: µ(ui)=exp{-(ui-1)2/σj

2} 
(j=1÷5), описывающей нечёткие подмножества дискретного универсума 
(u1, u2, u3, u4, u5), где ui=(di-1+di)/2 (i=1÷5) (рис. 1, а), а значения для σj 
подбираются, исходя из степени важности ФК.  

 
Рис. 1. Условная градация наличия ФК: а) общая; б) в масштабе [0; 1]  

 
На рис. 1, a) градация уровней оценки влияния ФК представлена для 

общего случая. Однако простым преобразованием x=d0+t(d5-d0) (t∈[0; 1]) 
отрезок [d0; d5] можно легко трансформировать в единичный отрезок [0; 
1] (рис. 1, б). Поэтому, оценивая наличие ФК с точки зрения их значимо-
сти, градированных в масштабе единичного интервала (рис. 1, б), где id
=0.2i (i=0÷5), все термы из левых частей правил r1÷r6 запишем в виде 
следующих нечётких множеств, полагая, что значимость изменений с 
возрастанием их порядкового номера растёт:  
• ИМЕЮТ МЕСТО (ФК x1, x2): A={0.039/u1; 0.141/u2; 0.368/u3; 0.698/u4; 0.961/u5};  
• ИМЕЮТ МЕСТО (ФК x3): B={0.018/u1; 0.089/u2; 0.291/u3; 0.641/u4; 0.952/u5};  
• ИМЕЮТ МЕСТО (ФК x4): C={0.006/u1; 0.047/u2; 0.2096/u3; 0.5698/u4; 0.939/u5};  
• ИМЕЮТ МЕСТО (ФК x5, x6): D={0.001/u1; 0.018/u2; 0.129/u3; 0.479/u4; 0.922/u5}; 

C учётом введённых формализмов правила r1÷r6 сформулируем как: 
r1: «Если x1=A и x2=A и x3=B, тогда y=Y1»;  
r2: «Если x1=A и x2=A и x3=B и x6=D, тогда y=Y2»;  
r3: «Если x1=A и x2=A и x3=B и x5=D и x6=D, тогда y=Y3»;  
r4: «Если x1=A и x2=A и x3=B и x4=C и x5=D и x6=D, тогда y=Y4»; 
r5: «Если x1=A и x2=A и x3=B и x4=C и x5=¬D и x6=¬D, тогда y=Y1»; 
r6: «Если x1=¬A и x2=¬A и x4=¬C и x5=¬D, тогда y=Y0». 

Далее, для левых частей этих правил определим функции принад-
лежности µMi=(u) (i=1÷6). В частности, согласно [1] имеем: 
r1: µM1=min{µA(u), µB(u)}, M1={0.039/u1; 0.141/u2; 0.368/u3; 0.698/u4; 0.961/u5};  
r2: µM2=min{µA(u), µB(u),µD(u)}, M2={0.018/u1; 0.089/u2; 0.29/u3; 0.642/u4; 
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0.952/u5};  
r3: µM3=min{µA(u),µB(u),µD(u)}, M3={0.006/u1;0.047/u2; 0.209/u3; 0.569/u4; 
0.939/u5};  
r4: µM4=min{µA(u),µB(u),µC(u),µD(u)}, 
M4={0.001/u1;0.02/u2;0.13/u3;0.48/u4;0.92/u5};  
r5: µM5=min{µA(u),µB(u),µC(u),1-µD(u)}, 
M5={0.001/u1;0.02/u2;0.13/u3;0.3/u4;0.04/u5};  
r6: µM6=min{1-µA(u),1-µC(u),1-µD(u)}, M6={0.96/u1; 0.86/u2; 0.63/u3; 0.3/u4; 
0.04/u5}. 

В итоге правила запишутся в ещё более компактной форме: 
r1: «Если X=M1, то Y=Y1»; r2: «Если X=M2, то Y=Y2»;  
r3: «Если X=M3, то Y=Y3»; r4: «Если X=M4, то Y=Y4»;  
r5: «Если X=M5, то Y=Y1»; r6: «Если X=M6, то Y=Y0». 

В результате преобразования этих правил с помощью импликации 
Лукасевича [3, 4]: µ(u)=min{1, 1-µ(x)+µ(y)}, были получены нечёткие от-
ношения R1, R2, …, R6, пересечение которых в итоге дало общее решение: 
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Согласно [4] нечёткий вывод относительно k-го уровня наличия 
конфиденциальности в зависимости от соответствующего ФК отражается 
в виде нечёткого подмножества Ek универсума U={0; 0.1; 0.2;…; 1} с со-
ответствующими значениями функции принадлежности из k-ой строки 
матрицы R1. Для численных оценок этих выводов применим процедуру 
дефаззификации. Так, для 1-го уровня наличия ФК имеем: E1={0.9608/0; 
0.9937/0.1; 0.9937/0.2; 0.9492/0.3; 0.8792/0.4; 0.7892/0.5; 0.6792/0.6; 
0.5492/0.7; 0.3992/0.8; 0.2292/0.9; 0.0392/1}. Устанавливая уровневые 
множества E1α и вычисляя соответствующие им мощности M(E1α) [4]: 
• для 0<α<0.039: Δα=0.039, E1α={0; 0.1; 0.2;…; 0.9; 1}, M(E1α)=0.50;  
• для 0.039<α<0.229: Δα=0.19, E1α={0; 0.1;0.2; …; 0.9}, M(E1α)=0.45;  
• для 0.229<α<0.399: Δα=0.17, E1α={0; 0.1; 0.2; …; 0.8}, M(E1α)=0.40;  
• для 0.399<α<0.549: Δα=0.15, E1α={0; 0.1; 0.2; …; 0.7}, M(E1α)=0.35;  
• для 0.549<α<0.679: Δα=0.13, E1α={0; 0.1; 0.2; …; 0.6}, M(E1α)=0.30;  
• для 0.679<α<0.789: Δα=0.11, E1α={0; 0.1;0.2; 0.3, 0.4, 0.5}, M(E1α)=0.25;  
• для 0.789<α<0.879: Δα=0.09, E1α={0; 0.1; 0.2; 0.3, 0.4}, M(E1α)=0.20;  
• для 0.879<α<0.949: Δα=0.07, E1α={0; 0.1; 0.2; 0.3}, M(E1α)=0.15;  
• для 0.949<α<0.9817: Δα=0.0325, E1α={0; 0.1; 0.2}, M(E1α)=0.10;  
• для 0.9817<α<0.9987: Δα=0.017, E1α={0.1; 0.2}, M(E1α)=0.15,  
в итоге получим точечную оценку нечёткого выхода E1 в виде [4]:  
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Аналогичными действиями устанавливаем точечные оценки для ос-
тальных выходов нечёткой модели: при уровне оценочного понятия u2 – 
F(E2)=0.3714; u3 – F(E3)=0.4578; u4 – F(E4)=0.6431; u5 – F(E5)=0.9608. 
Таким образом, в принятых допущениях итоговая шкала для оценки 
степеней воздействия ФК на уровень секретности сведений в документе 
выглядеть так, как это показано на рис. 2. Значение 0.3268, являющееся 
дефаззифицированным выходом применённой модели для комплексной 
оценки влияния фактора конфиденциальности на уровень секретности 
сведений в документе, является верхней границей интервала, внутри ко-
торого эта оценка характеризуется как «Имеет несущественное влияние». 
Аналогичным образом дефаззифицированный выход: 0.3714 является 
верхней границей для оценки «Имеет существенное влияние»; 0.4578 
является верхней границей для оценки «Имеет более чем существенное 
влияние»; 0.6431 является верхней границей для оценки «Имеет очень 
существенное влияние»; 0.9608 является верхней границей для оценки 
«Имеет чересчур существенное влияние». 

 
Рис. 2. Признаки классификации степеней воздействия ФК на уровень 

секретности сведений в документе 
 
Пример решения задачи оценки конфиденциальности сведений 

на основе экспертных заключений: Для агрегации выводов экспертов 
относительно наличия ФК с точки зрения их влияния на уровень секрет-
ности сведений в документе выберем за основу следующие рассуждения:  
d1: «Если в оцениваемом документе эксперт выявил ФК x1, x2 и x3, то 

уровень секретности сведений будет существенным»;  
d2: «Если же эксперт выявил 4 ФК: x1, x2, x3 и x6, то уровень секретности 

сведений будет уже более чем существенным»;  
d3: «Если помимо ФК, оговоренным в d2, эксперт дополнительно устано-

вил наличие и ФК x5, то уровень секретности сведений, подлежащих 
включению в оцениваемый документ, будет очень существенным»;  

d4: «Если в процессе анализа эксперт выявил все виды ФК, то уровень 

123 



секретности сведений будет чересчур существенным»;  
d5: «Если же среди выявленных экспертом ФК только x1, x2, x3 и x4 явля-

ются существенными, а остальные: x5 и x6 являются несущественными, 
то все равно уровень секретности сведений будет существенным»;  

d6: «Если же в процессе рассмотрения экспертом не выявлены ФК x1, x2, 
x3 и x6, то уровень секретности сведений будет несущественным». 

Анализ этих рассуждений позволяет выделить 6 критериев оценки, 
представленных в виде терма «ЗАМЕТНЫЙ» ЛП xk (k=1÷6), и выходную 
характеристику y – уровень секретности сведений, подлежащих включе-
нию в документ. Выходную ЛП y также зададим на дискретном множест-
ве J={0; 0.1; 0.2;…; 1}, а её термы – с помощью введённых в предыдущем 
разделе функций принадлежности: Y0, Y1, Y2, Y3 и Y4.  

Фаззификацию термов в левых частях правил осуществим с помо-
щью Гауссовской функции принадлежности: µ(u)=exp{-(u-100)2/σj

2} 
(j=1÷18), описывающая соответствующее нечёткое подмножество дис-
кретного универсума (e1, e2, …, e18), где σ j

2 – плотность расположения 
окрестных элементов, принятая единой для всех случаев, а именно как 
σj

2=2500; ej – оценка j-го эксперта относительно значимости ФК xk 
(k=1÷6) (табл. 1).  

Таблица 1 
Экспертные оценки относительно значимости ФК 

ФК Условное обозначение экспертов и их оценки по десятибалльной шкале 
c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 c11 c12 c13 c14 c15 c16 c17 c18 

x1 0 0 25 100 20 50 90 80 100 100 100 50 50 100 100 80 80 80 
x2 0 0 25 100 20 50 90 80 100 100 100 50 50 100 100 90 80 80 
x3 0 0 25 100 20 100 90 85 100 100 100 100 100 100 100 90 100 100 
x4 0 0 25 100 20 100 90 80 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 
x5 0 0 25 100 20 10 90 20 80 100 85 100 100 100 100 100 80 80 
x6 0 0 0 70 0 0 0 30 80 100 85 50 50 100 100 100 75 75 

 
Тогда термы «ЗАМЕТНЫЙ» для всех ЛП xk могут быть описаны как:  

• X1={0.018/e1; 0.018/e2; 0.105/e3; 1/e4; 0.077/e5; 0.368/e6; 0.961/e7; 
0.852/e8; 1/e9; 1/e10; 1/e11; 0.3679/e12; 0.368/e13; 1/e14; 1/e15; 0.852/e16; 
0.852/e17; 0.852/e18};  

• X2={0.018/e1; 0.018/e2; 0.105/e3; 1/e4; 0.077/e5; 0.368/e6; 0.961/e7; 
0.852/e8; 1/e9; 1/e10; 1/e11; 0.368/e12; 0.368/e13; 1/e14; 1/e15; 0.852/e16; 
0.852/e17; 0.852/e18};  

• X3={0.018/e1; 0.018/e2; 0.105/e3; 1/e4; 0.077/e5; 1/e6; 0.961/e7; 0.914/e8; 
1/e9; 1/e10; 1/e11; 1/e12; 1/e13; 1/e14; 1/e15; 0.961/e16; 1/e17; 1/e18}; 

• X4={0.018/e1; 0.018/e2; 0.105/e3; 1/e4; 0.077/e5; 1/e6; 0.961/e7; 0.852/e8; 
1/e9; 1/e10; 1/e11; 1/e12; 1/e13; 1/e14; 1/e15; 1/e16; 1/e17; 1/e18}; 

• X5={0.018/e1; 0.018/e2; 0.105/e3; 1/e4; 0.077/e5; 0.039/e6; 0.961/e7; 
0.077/e8; 0.852/e9; 1/e10; 0.914/e11; 1/e12; 1/e13; 1/e14; 1/e15; 1/e16; 0.852/e17; 
0.852/e18};  

• X6={0.018/e1; 0.018/e2; 0.018/e3; 0.698/e4; 0.018/e5; 0.018/e6; 0.018/e7; 
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0.141/e8; 0.852/e9; 1/e10; 0.914/e11; 0.368/e12; 0.368/e13; 1/e14; 1/e15; 1/e16; 
0.779/e17; 0.779/e18}. 

C учётом введённых формализмов правила d1÷d6 сформулируем 
как:  
d1: «Если x1=X1 и x2=X2 и x3=X3, то y=Y1»;  
d2: «Если x1=X1 и x2=X2 и x3=X3 и x6=X6, то y=Y2»;  
d3: «Если x1=X1 и x2=X2 и x3=X3 и x5=X5 и x6=X6, то y=Y3»; 
d4: «Если x1=X1 и x2=X2 и x3=X3 и x4=X4 и x5=X5 и x6=X6, то y=Y4»; 
d5: «Если x1=X1 и x2=X2 и x3=X3 и x4=X4 и x5=¬X5 и x6=¬X6, то y=Y1»; 
d6: «Если x1=¬X1 и x2=¬X2 и x4=¬X4 и x5=¬X5, то y=Y0». 

Реализация этих правил уже в привычной манере дало искомое 
функциональное решение в виде матрицы R. Согласно правилу компози-
ционного вывода в нечёткой среде [4], нечётким выводом 1-го эксперта 
по поводу степени секретности сведений, подлежащих включению в бу-
дущий документ, будет следующее нечёткое множество (1-я строка мат-
рицы R):  

E1={0.9817/0; 0.9183/0.1; 0.8183/0.2; 0.7183/0.3; 0.6183/0.4; 
0.5183/0.5; 0.4183/0.6; 0.3183/0.7; 0.2183/0.8; 0.1183/0.9; 0.0183/1}. 


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Устанавливая уровневые множества E1α и находя соответствующие 

им мощности M(E1α), в итоге получим следующую численную оценку: 
0 9817

1 1
0

1( ) ( ) (0 5 0 0183 0 45 0 1 0 40 0 1 0 35 0 1 0 3 0 1
0 9817

           0 25 0 1 0 2 0 1 0 15 0 1 0 1 0 1 0 05 0 1 0 0 0634) 0 239

.

αF E M E d . . . . . . . . . .
.
. . . . . . . . . . . . .

            

            

  

Согласно полученной выше градации (см. рис. 2) оценка 1-го экс-
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перта e1 в количестве 0.2385 характеризует выявленные им ФК xk (k=1÷6) 
с точки зрения их влияния на уровень секретности сведений, подлежащих 
включению в будущий документ. Далее, аналогичным образом устанав-
ливаем точечные оценки остальных экспертов: F(E2)=0.239; F(E3)=0.286; 
F(E4)=0.8; F(E5)=0.273; F(E6)=0.549; F(E7)=0.745; F(E8)=0.691; 
F(E9)=0.832; F(E10)=1; F(E11)=0.854; F(E12)=0.567; F(E13)=0.577; F(E10)=1; 
F(E10)=1; F(E16)=0.926; F(E17)=0.755; F(E18)=0.755.  

Консолидация экспертных оценок: Для получения консолидиро-
ванной оценки экспертов ei (i=1÷18) относительно влияния ФК x1–x6 на 
уровень секретности сведений, подлежащих включению в будущий доку-
мент, выберем следующие тривиальные рассуждения:  
p1: «Если агрегированная оценка каждого из экспертов ei (i=1÷18) отно-

сительно ФК x1÷x6 на предмет их воздействия на уровень секретности 
сведений в документе интерпретируется как имеющие несущественное 
влияние, то консолидированная оценка экспертов относительно сово-
купного влияния этих ФК на уровень секретности сведений в докумен-
те характеризуется как незначительное»;  

p2: «Если агрегированная оценка каждого из экспертов ei (i=1÷18) отно-
сительно ФК x1÷x6 на предмет их воздействия на уровень секретности 
сведений в документе интерпретируется как имеющие существенное 
влияние, то консолидированная оценка экспертов относительно сово-
купного влияния этих ФК на уровень секретности сведений в докумен-
те характеризуется оценочным понятием заметное»;  

p3: «Если агрегированная оценка каждого из экспертов ei (i=1÷18) отно-
сительно ФК x1÷x6 на предмет их воздействия на уровень секретности 
сведений в документе интерпретируется как оказывающие более чем 
существенное влияние, то консолидированная оценка экспертов отно-
сительно совокупного влияния этих ФК на уровень секретности сведе-
ний в документе характеризуется как весомое»;  

p4: «Если агрегированная оценка каждого из экспертов ei (i=1÷18) отно-
сительно ФК x1÷x6 на предмет их воздействия на уровень секретности 
сведений в документе интерпретируется как оказывающие очень суще-
ственное влияние, то консолидированная оценка экспертов относи-
тельно совокупного влияния этих ФК на уровень секретности сведений 
в документе характеризуется оценочным понятием сильное»;  

p5: «Если агрегированная оценка каждого из экспертов ei (i=1÷18) отно-
сительно ФК x1÷x6 на предмет их воздействия на уровень секретности 
сведений в документе интерпретируется как оказывающие чересчур 
существенное влияние, то консолидированная оценка экспертов отно-
сительно совокупного влияния этих ФК на уровень секретности сведе-
ний в документе характеризуется оценочным понятием слишком силь-
ное». 

Приведённые рассуждения также представляют собой причинно-
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следственные связи, в которых входными характеристиками являются 
агрегированные оценки экспертов ei (i=1÷18), а выходной – ЛП y – консо-
лидированная оценка влияния ФК x1÷x6 на уровень секретности сведений, 
подлежащих включению в будущий документ. Эти суждения позволяют 
сформировать список ЛП (табл. 2) и минимальный набор нечётких правил 
для получения консолидированного вывода экспертного сообщества о 
степени секретности анализируемого документа.  
 

Таблица 2 
Список лингвистических переменных 

Входные 
переменные: 
ei (i=1÷18) 

Имя переменной Агрегированные оценки экспертов 
Терм-множество {A=НЕСУЩЕСТВЕННОЕ, B=СУЩЕСТВЕННОЕ, C=БОЛЕЕ ЧЕМ 

СУЩЕСТВЕННОЕ, D=ОЧЕНЬ СУЩЕСТВЕННОЕ, E=ЧЕРЕСЧУР 
СУЩЕСТВЕННОЕ} 

Пределы значений [0; 1] 
Выходная 

переменная 
(y) 

Имя переменной Консолидированная оценка экспертного сообщества 
Терм-множество {Y1=НЕЗНАЧИТЕЛЬНОЕ, Y2=ЗАМЕТНОЕ, Y2=ВЕСОМОЕ, 

Y3=СИЛЬНОЕ, Y4=СЛИШКОМ СИЛЬНОЕ} 
Пределы значений [0; 1] 

 
В символьной форме система логических правил будет следующей: 

r1: (e1=A) & (e2=A) & … & (e18=A)⇒(y=Y1);  
r2: (e1=B) & (e2=B) & … & (e18=B)⇒(y=Y2); 
r3: (e1=C) & (e2=C) & … & (e18=C)⇒(y=Y3);  
r4: (e1=D) & (e2=D) & … & (e18=D)⇒(y=Y4);  
r5: (e1=E) & (e2=E) & … & (e18=E)⇒(y=Y5).  

 
Реализация этих правил осуществлена в нотации MATLAB по сред-

ствам редактора Fuzzy Inference System. На графическом интерфейсе это-
го редактора (рис. 3) видно, что консолидированной оценкой экспертного 
сообщества относительно влияния ФК на уровень секретности сведений, 
подлежащих включению в будущий документ, является число 0.5. Со-
гласно нашей градации (см. рис. 2), это означает, что данная оценка ин-
терпретируется как: «влияние ФК на уровень секретности документа 
является очень существенным».  
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Рис. 3. Графический интерфейс просмотра правил сгенерированной системы  

нечёткого вывода 
 
Заключение: Традиционные методы установления степени конфи-

денциальности сведений, подлежащих включению в будущий документ, 
основаны на применении эвристических знаний лиц, ответственных за 
присвоение грифа конфиденциальности (в частности, системы пред-
почтений РКД). Однако процедура идентификации контекстных сведений 
и сама система предпочтений руководителя соответствующей службы 
очень сложны и, поэтому, требует перманентного сбора, хранения и опе-
ративной обработки соответствующей информации, включая слабо 
структурированные данные, отражающие мнения экспертов относительно 
уровня конфиденциальности сведений, подлежащих включению в буду-
щие документы. По средствам применения механизма нечёткого вывода, 
стало возможным, во-первых, классифицировать оценки влияния факто-
ров конфиденциальности сведений на уровень секретности документа, во-
вторых, обобщать мнения экспертов о существующих факторах конфи-
денциальности и, наконец, в-третьих, консолидировать выводы всех экс-
пертов относительно уровня конфиденциальности сведений, подлежащих 
включению в будущий документ.  
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EKSPERT RƏYLƏRİN İSTİFADƏSİLƏ MƏLUMATLARDA MƏXFİLİK 

FAKTORLARIN QEYRİ-SƏLİS TƏHLİLİ 
 

A.N.SÜLEYMANOVA 
 

XÜLASƏ 
 

Gələcək sənədə daxil ediləsi məlumatların məxfilik qrifinin adekvat səviyyəsinin vax-
tında təyin edilməsi üçün zəruri olan zəminlər tədqiq edilir. Məxfilik faktorların qiymətləndiril-
məsi üçün uzaq mənbələrdən daxil olan müvafiq ekspert rəyləri tətbiq edilir və ilkin emaldan 
sonra qeyri-səlis çıxarış sistemi vasitəsilə onlar təsnif edilir.  

 
Açar sözlər: məxfilik faktoru, ekspert rəyi, qeyri-səlis çoxluq, qeyri-səlis çıxarış sis-

temi  
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FUZZY ANALYSIS OF CONFIDENTIALITY FACTORS  
USING EXPERT ESTIMATES 

 
A.N.SULEYMANOVA 

 
SUMMARY 

 
There are considered the prerequisites required as a prior condition for the timely estab-

lishment of an adequate level of the confidentiality of classified information to be included in 
future documents. For assigning the confidentiality stamp, it is suggested to use expert conclu-
sions from remote sources and for relevant data processing relative to classification of expert 
estimations and its following aggregation it is proposed using the fuzzy inference.  

 
Keywords: confidentiality factor, expert conclusion, fuzzy set, fuzzy inference system 
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Özlü-elastiki boruda yerləşən dispers özlü mayedə yayılan kiçik amplitudlu dalğalar 

haqqında hidroelastiklik mısələsinə baxılmışdır. Maye sıxılmayan və dispers qəbul edilir. 
Maye- nin dispersliyi dinamik özlülük əmsalına edilən «düzəliş» vasitəsilə nəzərə alınır. 
Eynşteyn və Teylor düsturlarından istifadə edərək konsentrasiyanın dalğa xarakteristikalarına 
təsiri müəyyən edilmişdir. 

 
Açar sözlər: özlü maye, özlü-elastiki boru, dalga, çoxfazalı sistem, hidroelastiklik. 

 
Özlü-elastiki boruda yerləşən dispers özlü mayelərdə dalğaların yayıl-

ması məsələsinin tədqiqi bir neçə aspektdən maraq kəsb edir. Nəzəri aspektdən 
bu məsələ riyazi fizikanın məsələsidir. Tətbiqi aspektdən isə dinamik təsirə 
meyilli sistemlərin hesablanması mərhələsini zəruri edir. Müxtəlif təbiətli ma-
yelərdə həyəcanlanmaların yayılmasının, təzyiq paylanmasının tədqiq edilməsi 
bütöv mühit mexanikasının ən mühüm inkişaf istiqamətlərindən birini təşkil 
edir.  

 Məlumdur ki, çoxfazalı sistemlər mayedə yerləşən (kəsilməz faza) bərk 
hissəciklərin və maye damcı və ya qabarcıqlarının qarışığından ibarətdir [ ]1 . 
Çoxfazalı sistemlərin dinamikasının tədqiqi bir çox fundamental problemlərlə 
əlaqəli olan elm və texnikanın geniş sahəsini əhatə edir. Buraya kriogen 
mayelərin (aşağı temperaturlu mayelərin) vurulması, radioaktiv maddələrin 
çökməsi, hemodinamika və s. məsələləri daxil etmək olar. Bununla əlaqədar 
olaraq maye və qaz mexanikasıının müasir–həddən artıq mühüm və çətin 
məsələlərindən biri çoxfazalı maye və qaz-ların dinamikasının hesabatının 
praktiki üsullarının yaradılması və inkişafı məsələsidir. Bu za-man adətən iki 
yanaşmadan istifadə olunur [ ]2 . Birinci yanaşmada hər bir fazanın makrosko-
pik şəkildə iştirakı fərz olunur və ölçüləri molekulyar ölçülərdən kifayət qədər 
(həddən artıq) böyük hesab edilir. Birinci ya-naşma hər bir faza üçün əsas 
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hərəkət tənliklərinin tərtib edilməsindən, hissəciklərlə sərhədlər arasındakı və 
fazalar arasındakı qarşılıqlı təsir şərtlətinin tərtib edilməsindən ibarətdir. Çox-
fazalı dispers qarışıqların laminar axın tənliklləri X.A.Rahmatulin tərəfindən 
verilmiş və fazalararası qarşılıqlı təsir qüvvəsi fazaların sürətlər fərqi ilə düz 
mütəna-sib götürülmüşdür. Belə yanaşmada mayelərdə məlum olmayan çoxlu 
sayda və bəzi qazlar üçün hesablamanı əhəmiyyətli dərəcədə çətinləşdirən 
molekullararası əlaqə haqqında məlumatlar tələb olunur. Bu isə öz növbəsində 
hesabatı çətinləşdirir. Belə yanaşma uyğun məsələnin həllinin ta-pılmasını çox 
çətin və bir çox hallarda isə həll edilməyən problemə çevirir. Bu isə öz növ-
bəsində tədqiqatçıları çox hallarda belə yanaşmadan əl çəkməyə məcbur edir. 
Qeyd edilən çətinlikləri aradan qaldırmaq üçün bir sıra xüsusi bu və ya digər 
formalı ümumi fiziki şəraitdən çıxan, bu məsələlər sinfində müşahidə olunan 
və hadisənin mahiyyətini pozmayan xüsusi hipotezlər qəbul etmək lazım gəlir. 
Qaz–bərk və maye–qabarcıqlar sisteminin hərəkətinin tənliklər sistemi 
R.Y.Niqmatulin tərəfindən ümumi şəkildə verilmişdir. R.Y.Niqmatulinin mo-
delində fazalararası qarşılıqlı təsir qüvvəsini aşkar şəkildə, ancaq xüsusi hal-
larda təyin etmək mümkündür. İndiki zamanda qabarcıqlı mayelərdə birölçülü 
dalğalar İ.A.Molotkov, V.N.Nikolayevski və s. tərəfindən kifayət qədər ətraflı 
öyrənilib. Həcmin kiçik hissəsini dispersiyalı faza tutduqda ikifazalı kontinium 
modeli çərçivəsində qeyri-xətti dalğaların yayılması məsələləri V.A.Baykov, 
R.N.Baxtizin və T.Q.Ramazanov tərəfindən tədqiq edilmişdir. Dispersiya olun-
muş mayenin dinamikasının tədqiqi elmin və texnikanın geniş sahəsini əhatə 
edir və fundamental problemlərin həlli ilə əlaqədardır. Qeyri-xətti dalğavari 
proseslər ürək-damar sistemində modelləşdirilir. İçində maye olan deformasiya 
olunan boruda dalğanın yayılmasının öyrənilməsi əyilən boru kəmərlərində 
maye məhsulun keyfiyyətcə yeni, iqtisadi cəhətdən perespektiv daşınmasının 
üsulu üçün başlanğıç şərtləri yaradır. Bu sahədə xətti və qeyri-xətti qoyuluşda 
mayenin axını ilə borunun divarının qarşılıqlı təsiri məsələsinin həllinə həsr 
olunmuş tədqiqat işləri kifayət qədər-dir. 

 İkinci yanaşma çoxfazalı mayelər üçün hər hansı ekvivalent bütöv bir-
cins modeldən istifadə edilməsindən ibarətdir. Bu yanaşmada diskret fazaların 
hərəkəti onlar arasında qarşılıqlı təsir nəzərə alınmadan həmin axınla kəsilməz 
fazanın sadə daşınması məsələsinə baxılır. Belə sadələşdirmə fazaların əsas 
kəsilməz fazaya təsirinin tam nəzərə alınmasından ibarətdir. Bu isə diskret 
fazaların həcmi konsentrasiyalarının kiçik qiymətlərində təqribi düzgündür. Bu 
halda qeyri-bircins çoxfazalı mühitlərin axını haqqında məsələnin həlli qatışıq 
üçün bircins mühitin reoloji tənliyinin bütövlüklə qarışıq üçün saxlanması ilə 
əlaqədardır. Bu fiziki sabitlər diskret fazaların spesifik məxsusiyyətlərini 
ortalaşdırılmış şəkildə nəzər alır. Konkret olaraq dispers özlü Nyuton mayeləri 
üçün bu dinamik özlülük əmsalına edilən düzəlişin təyini ilə əlaqədardır.  
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1.Hidroelastikliyin tənliklər sistemi 
 Baxılan özlü elastiki boruda sıxılmayan dispers özlü mayelərin dalğavari 

hərəkətinin nəzəri tədqiqatı verilmişdir. Fərz olunur ki, maye və hissəciklərin 
sürətləri eynidir. Qatışıq üçün isə ümumi ortalaşdırılmış sıxlıq verilir. Eynşteyn 
və Teylor düsturlarından istifadə edərək ədədi hesabat yolu ilə konsentrasiya-
nın dalğa xarakteristikalarına təsiri müəyyənləşdirilmişdir. Uygun analiz üçün 
praktiki mülahizələrdən meydana gələn hidravlik yaxınlaşmanın xətti tənli-
yindən istifadə olunur. Fərz olunur ki, boru ətraf mühitlə sərt bağlanmışdır və 
ona görə də onun divarlarının ox boyu üzrə hərəkəti mümkün deyildir. 

 Hidroelastikliyin tənliklər sistemi [ ]3   

 02 =
∂
∂+

∂
∂

x
v

t
w

R
    (1.1)  

 kəsilməzlik tənliyindən , 
 08

2 =+
∂
∂+

∂
∂ v

Rx
P

t
v µρ ,   (1.2)  

 sıxılmayan özlü mayenin hərəkət tənliyindən və  

 ,2 wE
R
hP v=     (1.3)  

uzun dalğalar üçün borunun hal tənliyindən ibarətdir [ ]4 . Qeyd edək ki, mate-
rialın divarının özlü-elastiki xassələri Y.N.Robotnovun xətti irsi elastiklik nə-
zəriyyəsi ilə təsvir olunur [ ]5 :  

 })()({ τττ dwtwEwE
t

v ∫
∞−

−Γ−= ,   (1.4)  

burada ),( txw  – R radiuslu, h qalınlıqlı borunun radial yerdəyişməsi, ),( txv - 
maye axınının ortalaşdırılmış sürəti, ),( txp - hidrodinamik təzyiq, ρ - mayenin 
ortalaşdırılmış sıxlığı, E – borunun ani elastiklik modulu, )( τ−Γ t  - relaksasiya 
nüvəsinin fərqidir. Qatışığın µ - dinamik əmsalının faza konsentrasiyasından 
asılılığı aşağıda verilmişdir. Əgər (1.1)–(1.4) tənliklər sistemindən v  və P  
funksiyalarını yox etsək və dayaq sürəti üçün )2/(0 REhc ρ=  işarələməsi da-
xil etsək, sadə hesablamadan sonra w  funksiyasına nəzərən dinamik sistemi 
tam təsvir edən aşağıdakı inteqro-diferensial tənliyi alarıq : 
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2.Ümumi halda periodik dalğavari hərəkət adətən təmiz sinusoidal olmur. 

Mürəkkəb impulsu təsvir etmək üçün axtarılan funksiyanın Furye sırası şək-
lində göstərildiyini qəbul edək. Onun sonlu sayda toplananlarını saxlayıb, (1.5) 
tənliyinin həllini aşağıdakı şəkildə yazaq: 
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)exp()(),( ω .   (2.1)  

burada )(xys  axtarılan funksiya, −ω verilən dairəvi tezlik, −s harmonik 
ədəddir. (1.5)-də (2.1)-dən istifadə etsək −s ci harmoniya üçün alarıq: 
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burada diferensiallama −x ə görə aparılmışdır. θτ =−t  götürsək və  

 ∫
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)( θθα ω deГ is
s ,     (2.3)  

işarələməsi daxil etsək, (2.2) –də inteqral toplananı aşağldakı kimi yazmaq 
olar: 
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    (2.4)  

(2.2)-də (2.4)-u nəzərə alsaq, y s  funksiyasını təyin etmək üçün 
 y 02 =+ ss

n
s yδ       (2.5)  

tənliyini alarıq. Burada 
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 Bizi mayenin qeyri-bircinsliliyinin təsiri maraqlandırdığından 0=sα  
s=1 götürək. Bu halda (2.5) və (2.6) tənliyi kifayət qədər sadələşir və sonrakı 
analiz üçün daha anlaşıqlı şəklə gəlir. Onda 

 y 02 =+ yn δ .      (2.7) 
Burada  
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Kompleks ədəddən kvadrat kökalmanın məlum düsturuna əsasən (mənfi xəyali 
hissəni seçərək) alırıq: 
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burada 
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Rcρ
ωλ = . 

Belə olduqda dalğanın yayılma sürəti 1
0
−= ωδc  kimi təyin olunur, 1δ - 

onun (dalğanın) sönmə əmsalıdır. (2.7) tənliyinin ümumi həlli  
 xixi BeAey δδ += −  ,     (2.10)  
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şəklində yazılır. Burada A və B inteqrallama sabitləridir. (2.10) tənliyindən 
alınır ki, 

 ( ) { } ( )tiBAetxw xixi ωδδ exp, += − ,   (2.11)  

 ( ) { } ( )tiBeAe
R
Ehtxp xixi ωδδ exp, 2 += − .  (2.12)  

(1.2)-dən dəstənin ( )txv ,  sürətini təyin etmək üçün 
( ) ( ) ( )tixUtxv ωexp, =  

götürək. 
Elementar çevirmələrdən sonra alarıq: 
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kimi təyin olunur. 
Beləliklə, J kəmiyyəti hidravlik impedansdır. 

−2

8
R
µ kəmiyyəti hidravlik müqaviməti, ωρ -isə induksiyanı xarakterizə 

edir. 
Hidravlik müqavimətin özlülükdən xətti şəkildə asılı olduğu buradan 

bilavasitə alınır. 
 3. İndi isə uzunluğu l olan düz boruda təzyiqin süətinin və yerdəyiş-

məsinin təsvirinə keçək. Bu məqsədlə aşağıdakı sərhəd şərtini verək. Tutaq ki, 
təzyiq 0=x  olduqda ( )tip ωexp0  qanunu ilə dəyişir və lx =  olduqda sıfıra 
bərabərdir. Onda A və B-ni təyin etmək üçün aşağıdakı cəbri tənlikləri alırıq: 
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Bunları (2.11)-(2.13) –də nəzərə alsaq və bir sıra hesablamalar aparsaq, alarıq: 
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il −  sonsuzluğa yaxınlaşdırdıqda (3.1) ifadələrinin limitini hesablayaraq ya-
rımsonsuz boruların limit halı üçün uyğun münasibətləri alırıq. 0<δJm  
olduqda 
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Onda (3.1)-in həlli 
 ( ) ( )[ ] ,exp~, 0 xtiRptxw δωξ −=  
 ( ) ( )[ ] ,exp~, 0 xtipEtxp δω −=     (3.2) 

 ( ) ( )[ ]xti
J

Epitxv δωδ −= exp~, 0 . 

şəklində olur. 
Buradan , bu kəmiyətlərin amplitud qiymətləri üçün 
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alınır. 
4.Sonrakı ədədi eksperimenti aparmaq üçün qatışığın dinamik özlülük 

əmsalına düzəlişin hesablanmasına keçək. 
Hissəciklərin və kəsilməz fazanın sürətləri eyni olduğu halda Eynşteyn 

[ ]1  ikifazalı axını analiz edərkən göstərmişdir ki, kiçik ϕ  qatışığı üçün özündə 
sferik bərk hissəciklər daşıyan sıxılmayan qatışığın özlülüyü  

 ( )ϕµµ 5,21+=      (4.1)  
düsturu ilə hesablanır. 

Burada −µ kəsilməyən fazanın özlülük əmsalıdır. Yarımoxları 6:1 nisbə-
tində olan fırlanma el-lipsoid formalı bərk hissəciklr qatışıqda olarkən, qatı-
şığın özlülüyü [ ]5  

 ( )ϕµµ 51+=      (4.2)  
düsturu əsasında artır. 

Teylor özlülüyü 1µ  olan maye damcısı üçün (3.2) düsturunun şəklini 
dəyişərək 
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almışdır.  
Qeyd etməliyik ki, (3.4)-dən (3.2)-ə keçid ∞→1µ  ilə mümkün olur. 

Ədədi hesabat aparmaq üçün sistemin aşağıdakı parametrləri verilir: 
 

,10,12,1,1,0,104,1,0,5,0 32
6 smx

sansm
qRh

sm
dnE

sansm
qsmR ====⋅=
⋅

== πωρµ

 

 .10~
2

3
0 sm

dnEp =  

1-ci, 2-ci və 3-cü şəkillərdə dalğanın yayılma sürətinin, dalğanın sönmə 
əmsalının və axın dəstəsinin sürətinin amplitudunun ϕ  həcmi konsentrasiya-
sından asılılığı verilmişdir. 

Şəkildəki bütöv xətlər −
1µ

µ nisbətinin müxtəlif qiymətləri üçün (4.3) 

düsturu ilə hesablanmış nəticələrə, qırıq xətlər isə (4.2) düsturu ilə aparılan 
nəticələrə uyğundur. Aparılmış ədədi hesabat əsasında aşağıdakı nəticələri 
söyləmək olar: 

1) Axının sürətinin amplitudu və dalğanın sürəti, ϕ  artdıqca azalır. Bu 
hal (4.2) düsturundan istifadə etdikdə daha qabarıq görünür. 

2) Qatılıqdan daha güclü asılılıq 1δ  sönmə əmsalında müşahidə olunur. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЛНОВОЙ ЗАДАЧИ В ТРУБОПРОВОДЕ НАПОЛНЕННОЙ 

ВЯЗКО-ДИСПЕРСИОННОЙ ЖИДКОСТЬЮ 
 

М.М.ТАГИЕВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Рассматривается классическая задача гидроупругости о распространении волн 
малой амплитуды в вязкой жидкости, заключенной в вязко-упругую трубку. Жидкость 
принимается несжимаемой и дисперсной. Последнее учитывается посредством «поправ-
ки» динамического коэффициента вязкости. Пользуясь формулами Эйнштейна и 
Тейлора определено влияние концентрации к волновым характеристикам. 
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SUMMARY 

 
We consider the classical hydroelasticity problem on wave propagation of small 

amplitude in viscous fluid contained in a visco-elastic tube. The fluid is taken as 
incompressible and dispersible. The last is considered by “correction” of the dynamic viscosity 
coefficient. Using the Einstein and Taylor formulae, the influence of inclusion concentration 
on wave characteristics is numerically discovered.  
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İşdə aşağı tezlikli dielektrik spektroskopiyası metodu vasitəsilə dielektrik anizotro-

piyasının işarəsi fərqli olan iki smektik A fazaya malik maye kristalın və 500 nm ölçülü BaTiO3 
hissəcikləri (1% çəki miqdarında) ilə dispersiya olunmuş kolloidin tutum-tezlik asılılığı 
araşdırılmışdır. Müəyyən edilmişdir ki, BaTiO3 hissəcikləri hər iki maye kristalın həm planar, 
həm də homeotrop teksturasında dielektrik nüfuzluğunun qiymətini artırır. BaTiO3 hissəcik-
lərinin təsiri elektrik sahəsi maye kristalın optik oxu istiqamətində yönəldikdə daha güclü olur. 

 
Açar sözlər: smektik  maye kristal, seqnetoelektrik hissəciklər, dielektrik anizotropi-

yası, aşağı tezlikli dielektrik spektroskopiyası,  
 
Bəzi maddələrdə bərk cisimlərlə mayelərin aralıq (mezofaza) halı ola-

raq meydana çıxan maye kristallar hər iki halın müəyyən xassələrini özündə 
daşıma qabiliyyətinə malikdirlər. Məhz bu xüsusiyyətləri sayəsində maye kris-
tallar cihazqayırma texnologiyasında ciddi sıçrayış yaratmışlar [1-3]. Lakin 
qeyd edilməlidir ki, maye kristalların tətbiqi əsasən displey istehsalına yönəl-
mişdir. Texnikanın durmadan inkişafı displeylərdə istifadə olunan maye krista-
lın istismar xarakteristikalarının (xəyalın keyfiyyətinin yaxşılaşdırılması, ölçü-
lərin və idarəedici gərginliyin azaldılması və s.) yaxşılaşdırılmasını tələb edir.  

Qeyd edilmiş parametrləri artırmaq üçün son zamanlar elmi ədəbiyyat-
larda maye kristallarla başqa funksional materialların xassələrini konstruktiv 
şəkildə uzlaşdırılmasına dair çoxlu sayda işlərə rast gəlinir [5-12]. Bunun üçün 
ya maye kristalı başqa mühitdə dispersiya etmək (məsələn, polimerdə dispersi-
ya olunmuş maye kristal) və yaxud maye kristalda müxtəlif təbiətli hissəcik-
lərin (ferromaqnit hissəciklər, polimer hissəciklər və s.) paylanmasından isti-
fadə edilir [4]. Hibrid maye kristal sistemləri içərisində seqnotoelektrik xassəyə 
malik hissəciklərdən istifadə edilmiş kolloidlər xüsusi əhəmiyyət daşıyır. Maye 
kristalda dispersiya olunan hissəciklər submikron ölçüdə olduqda (ferromaqnit 
və ya seqnetoelektrik nanohissəciklər, karbon nanoboruları və s.) yeni maraqlı 
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effektlər müşahidə olunur [5-16]. Elmi ədəbiyyatlarda bu kolloidlərlə bağlı 
işlərlə qarşılaşmaq olar, lakin bu işlərin əksəriyyəti nematik maye kristallarla 
bağlıdır. Smektik maye kristallarla bağlı məqalələr isə olduqca azdır və çox dar 
çərçivədə araşdırılmışdır. Smektik A maye kristallarda orientasiya nizamından 
başqa həm də translyasiya nizamı var. Bunun nəticəsi olaraq smektik A maye 
kristallar böyük özlülüyə malikdir və onlarda baş verən elektro-optik effektlər 
yaddaşla müşaiyət olunur. Bu xüsusiyyət smektik A maye kristalları informasi-
yanı yazan, yadda saxlayan və əks etdirən qurğularda tətbiqi üçün perspektivli 
materiallara çevirir, həmçinin onlar əsasında dəyişən tutumlu kondensatorların 
hazırlanmasında istifadə olunur. Digər bir tərəfdən, smektik A maye kristallar 
əsasında hazırlanan kolloid sistemlər daha dayanıqlı olur, çünki onların böyük 
özlülüyü kolloiddə paylanmış hissəciklərin aqreqasiyasına mane olur.  

Y.Lin [9] və başqalarının işində otaq temperaturunda (34°C) 8CB maye 
kristalının təmiz halı və 8CB maye kristalında dispersiya edilmiş Sn2P2S6 seq-
netoelektrik nanohissəciklərinin (38 nm) müqayisəli dielektrik xassələri öyrə-
nilmişdir. Müəyyən edilmişdir ki, homeotrop tekstura halında 0,08% konsen-
trasiyalı kompozitin dielektrik nüfuzluğunun maye kristalın uzun oxuna paralel 
komponenti ||ε artır, 0,54%-li konsentrasiyalı kompozitin ||ε isə azalır. Planar 
tekstura halında isə hər iki konsentrasiyada dielektrik nüfuzluğunun maye kris-
talın uzun oxuna perpendikulyar komponenti ⊥ε  artır. S. Al-Zangana [10] və 
başqalarının işində paraelektrik (80 nm) və seqnetoelektrik (240 nm) xassəyə 
malik BaTiO3 hissəciklərinin nematik və ferroelektrik maye kristalın fiziki 
xassələrinə təsirinə baxılmışdır. Göstərilmişdir ki, konsentrasiya artıqca seqne-
toelektrik hissəciklər dielektrik nüfuzluğunun anizatropiyasını ⊥−=∆ εεε ||  artı-
rır, paraelektrik zərrəciklər olan kompozitlərdə isə konsentrasiya artıqca 

⊥−=∆ εεε ||  azalır.  
Təqdim edilən işdə aşağı tezlikli dielektrik spektroskopiya metodu vasi-

təsilə fərqli işarəli dielektrik anizatropiyasına malik iki smektik A maye kristal 
matrisin özünün və BaTiO3 hissəcikləri ilə kolloidinin dielektrik xassələri 
araşdırılmışdır.  

 
Eksperiment 

Ekperimentdə işçi maddə olaraq, dielektrik nüfuzluğunun anizotropiya-
sı fərqli olan iki smektik A fazalı maye kristal matrisadan istifadə edilmişdir: 
 1) 4, 4’- desiloksibenzoy turşusunun nitrofenil efiri (10NF) və 4, 4’- pentil-
sianobifenilinin (5CB) 1:1 mol nisbətində qarışığı;  SmA fazanın mövcud olma 
intervalı [31oC; 43 oC] və dielektrik nüfuzluğunun anizotropiyası ( ⊥−=∆ εεε || ) 
müsbətdir; 
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2) 4-heksiloksi-3-nitrobenzoy turşusunun 4′-heksiloksifenil efiri (C-2) SmA 
fazanın mövcud olma intervalı [31oC; 71oC] və dielektrik nüfuzluğunun anizo-
tropiyası mənfidir. 

Seqnetoelektrik xassəyə malik hissəcik olaraq BaTiO3 hissəcikləri götürül-
müşdür (US Research Nanomaterials; USA firmasından alınmışdır). Barium 
titanat yüksək spontan polyarizasiyasına (otaq temperaturunda 2/26,0 mKlPS = ) 
malik olan seqnetoelektik material olub Küri temperaturu 120°C-dir. Təc-
rübədə istifadə olunan BaTiO3 nanohissəciklərinin orta ölçüsü 500 nm-dir. Bu 
nanohissəciklərin maye kristalda dispersiya olunması məlum texnologiya 
əsasında həyata keçirilir [12,15, 16]. Kolloidləri hazırlamaq üçün maye kristal 
izotrop fazaya keçənədək isidilir və 1% çəki miqdarında 500 nm ölçülü 
BaTiO3 hissəcikləri əlavə olunur. Alınan kolloid ultrasəs disperqatorda (NATO 
CD-4800) 1 saat ərzində təsirdə saxlanılır və otaq temperaturuna qədər 
soyudulur. Nəticədə BaTiO3 nanohissəciklərinin maye kristalda bircins pay-
landığı stabil kolloidlər alınır. Smektik A maye kristal böyük özlülüyə malik 
olduğundan BaTiO3 hissəciklərin aqreqasiyası baş vermir, nəticədə stabiliza-
tora (məsələn, olein turşusuna) ehtiyac olmur. 

Alınmış nümunələrin dielektrik xassələrinin tədqiqi elektrooptik yuva-
cığın köməyilə aparılır. Elektrooptik yuvacıq təbəqəli quruluşa malik olub,  bir-
birindən dielektrik arakəsmə ilə ayrılmış, yüksək şəffaflığa malik və daxili 
səthləri keçirici (nazik In2O3 və SnO2) təbəqə ilə örtülmüş iki müstəvi paralel 
şüşə lövhədən ibarətdir. Bəzi hallarda istənilən teksturanın əldə edilməsi üçün 
şüşə lövhənin iç səthinə polimid təbəqə çəkilir. 

 

  
 

Şək. 1. Elektrooptik yuvacığın sxemi və real təsviri 
 
Elektrooptik yuvacığa doldurulacaq maye kristal təbəqəsinin qalınlığı teflon 
arakəsmə ilə nizamlanır. Qalınlığın bircinsliyi xüsusi sıxıcı qurğuda şüşə 
lövhələri dörd nöqtədən bir-birinə sıxaraq interferensiya zolaqlarını aradan 
qaldırmaq yolu təmin edilir. Lövhələr arasındakı qalınlığı təyin etmək üçün 
alınmış boş yuvacığın elektrik tutumumunu ölçdükdən sonra 

0

0

C
Sd ε

=

düsturundan istifadə edilərək təyin etmək olar. Bu halda qalınlığın təyin 
edilməsində dəqiqlik 0,5 mkm təşkil edir. Nümunələr elektrooptik yuvacığın 
içərisinə izotrop fazada kapilyar sorulma metodu ilə daxil edilir. Alınmış 
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nümunələrin hər birinin ayrı-ayrılıqda planar və homeotrop teksturalarının IET-
1920 impedansmetri ilə [100Hs; 1MHs] tezlik intervalında tutum-tezlik asılılığı 
öyrənilmişdir.  
 
Eksperimental nəticələr və onların müzakirəsi 
Eksperimentdən alınmış nəticələrin qrafiki şəkil 2 və şəkil 3-də göstərilmişdir. 
Şəkil 2-də 10NF+5CB smektik A maye kristalın təmiz və kolloid halının planar 
və homotrop teksturasının tutum - tezlik asılılığına baxılmışdır. Tutum-tezlik 
asılılığı 

0C
C=ε  düsturunun köməyilə dielektrik nüfuzluğu-tezlik asılılığına 

çevrilmişdir.  Burada C0 elektrooptik yuvacığın (kondensatorun) boş halındakı 
tutumu, C isə nümunə ilə doldurulmuş elektrooptik yuvacığın tutumudur.

                 
 

 
 
Şək. 2. 10NF+5CB smektik A maye kristalın təmiz və kolloid halının 10NF+5CB+ BaTiO3 

dielektrik nüfuzluğu-tutum asılılığı: dolu romb 10NF+5CB+ BaTiO3 ||ε ; içi boş romb 

10NF+5CB ||ε ; dolu dairə 10NF+5CB+ BaTiO3 ⊥ε ; içi boş dairə 10NF+5CB 
⊥ε . 

 
Qrafikdən görünür ki, BaTiO3 hissəcikləri maye kristal matrisin hər iki tekstura 
halında dielektrik nüfuzluğunun qiymətini artırır. Lakin bu təsir molekulun 
uzununa oxu boyunca çox özünü göstərir. Tezliyin yüksək qiymətində (105 Hs) 

||ε -in dispersiyası müşahidə olunur. Şəkil 3-də isə C-2 maye kristalı ilə aparıl-
mış təcrübənin nəticələri göstərilmişdir.  
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Şək. 3. C-2 smektik A maye kristalın təmiz və kolloid halının C-2 + BaTiO3 dielektrik 
nüfuzluğu-tutum asılılığı:  İçi dolu dairə C-2+ BaTiO3 

⊥ε ; içi boş dairə C-2 
⊥ε ; içi dolu romb 

C-2+ BaTiO3 ||ε ; içi boş romb C-2  ||ε ; 
 
Qrafikdən görünür ki, BaTiO3 hissəcikləri ||ε -ə yenə də daha çox təsir edir. 
Təcrübədən alınmış əsas nəticələr cədvəl 1-də göstərilmişdir. 

Cədvəl 1 

 
Cədvəldən görünür ki, BaTiO3 hissəcikləri dielektrik nüfuzluğu anizo-

tropiyasının işarəsindən (dipol qrupunun molekulun uzun oxuna nəzərən necə 
yönəlməsindən) asılı olmayaraq  dielektrik nüfüzluğunun əsasən uzununa kom-
ponentinə təsir edir, eninə toplananı isə az dəyişir. Bu qanunauyğunluq seqne-
toelektrik hissəciklərin əsas kristaloqrafik oxunun maye kristalın direktoruna 
təsiri ilə izah oluna bilər. BaTiO3 hissəcikləri smektik A maye kristalın dielek-
trik nüfuzluğunun relaksasiya tezliyini aşağı tezliklər tərəfə sürüştürür, başqa 
sözlə, uzununa dipol momentinin relaksasiya müddətini ən azı 2 dəfə artırır. Bu 
seqnetoelektrik hissəciklərin maye kristalın fırlanma özlülüyünü artırması ilə 
izah olunur. 
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 ||ε  
⊥ε  ε∆  MHz,f||  MHz,f⊥  

10NF+5CB 17.1 3.8 +13.8 0.5 >1 
10NF+5CB+ BaTiO3 19.6 4.1 +15.6 0.2 >1 
C-2 3.9 12.1 -8.6 >1 0.2 
C-2+BaTiO3 5.1 12.2 -7.4 0.5 0.2 

143 



Alınmış nəticələr aşağıdakı şəkildə izah edilə bilər. Kiçik konsentra-
siyalarda  kolloidin dielektrik nüfuzluğunu  

FPLCFPLCc fff)( εεεεε +≈+−= 1  
kimi göstərmək olar. LCε  - maye kristalın dielektrik nüfuzluğudur, homeotrop 
oriyentasiya halında 

||ε -ə, planar oriyentasiya halında  isə 
⊥ε -a bərabərdir. 

FPε  seqnetoelektrik hissəciklərin dielektrik nüfuzluğudur, 00170,f = - 
seqnetoelektrik hissəciklərin həcm payıdır. [14] işinə görə 500 nm ölçülərdə 
barium titanat hissəcikləri seqnetoelektrik xassəsini saxlayır və polidomen 
quruluşa malikdirlər. Bu hissəciklər otaq temperaturlarında spontan 
polyarizasiyanın yarandığı istiqamətdə çox böyük (103), buna perpendikulyar 
istiqamətdə bir tərtib aşağı (102) dielektrik nüfuzluğuna malikdir. Elektrik 
sahəsi olmadıqda da barium titanat hissəcikləri dielektrik nüfuzluğunun böyük 
olduğu istiqamətdə qalıq polyarizasiyaya (dipol momentinə) malikdir. Maye 
kristal izotrop fazadan smektik A fazaya keçdikdə bu hissəciklərin dipol 
momentləri molekulların nizamlı düzülüşü üçün cavabdeh olan molekulyar 
sahənin təsiri ilə direktor istiqamətində yönəlir. Bu spontan polyarizasiya-
direktor ilişməsi (coupling) onunla nəticələnir ki, barium titanat hissəcikləri 
dielektrik nüfuzluğunun yalnız direktor istiqamətindəki komponentini (

||ε ) 
əhəmiyyətli dərəcədə artırır. Hissəciklərin dipol momenti maye kristal 
direktorla yox, kristal molekullarının dipol momenti ilə eyni istiqamətdə 
yönəlsəydi bu C2+BaTiO3 kolloidinin dielektrik nüfuzluğunun direktora 
perpendikulyar istiqamətindəki komponentinə (

⊥ε ) əhəmiyyətli dərəcədə pay 
verərdi 41363017 ...||

LC =−=−=∆ ⊥εεε .   
 
Qeyd:Bu iş MDB-nin Beynəlxalq  İnnovativ Nanotexnologiya Mərkəzinin qrantı hesabına yerinə 
yetirilmişdir. № 080-303 15 oktyabr 2015-ci il 
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ИЗУЧЕНИЕ ВЛИЯНИЯ BaTiO3 ЧАСТИЦ НА ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
СМЕКТИЧЕСКИХ А ЖИДКИХ КРИСТАЛЛОВ С ПРОТИВОПОЛОЖНЫМИ ЗНАКАМИ 

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ АНИЗОТРОПИИ 
 

А.Р.ИМАМАЛИЕВ, М.А.РАМАЗАНОВ, Ш.А.ГУМБАТОВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

В работе с помощью метода низкочастотной диэлектрической спектроскопии, было 
исследовано емкостно-частотная зависимость двух смектических жидких кристаллов А фазы с 
разными знаками диэлектрической анизотропии и коллоида этих жидких кристаллов, диспер-
гированных частицами BaTiO3 размером 500 нм (в весовом количестве 1%). Было обнаружено, что 
частицы  BaTiO3 увеличивают значение диэлектрической проницаемости в обоих жидких 
кристаллах как в планарной, так и в гомеотропной текстуре. Влияние частиц BaTiO3 особенно 
сильно, когда электрическое поле направлено в направлении оптической оси жидкого кристалла. 

 
Ключевые слова: смектический жидкий кристалл, сегнетоэлектрические частицы, 

диэлектрическая анизотропия, диэлектрическая спектроскопия низких частот. 
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STUDY OF THE INFLUENCE OF BaTiO3 PARTICLES ON THE DIELECTRIC PROPERTIES 
OF SMECTIC A LIQUID CRYSTALS WITH OPPOSITE SIGNS  

OF THE DIELECTRIC ANISOTROPY 
 

A.R.IMAMALIYEV, M.A.RAMAZANOV, Sh.A.HUMBATOV 
 

SUMMARY 
 

 In this work, by using the method of low-frequency dielectric spectroscopy, the capacitance-
frequency dependence of two smectic liquid crystals of the A phase with different signs of the dielectric 
anisotropy and a colloid dispersed with 500 nm size BaTiO3  (in 1% by weight amount) particles was 
investigated. It was found that the BaTiO3 particles increase the dielectric permittivity in both liquid 
crystals, both in the planar and homeotropic textures. The influence of BaTiO3 particles is enhanced 
when the electric field is directed along the direction of the optical axis of the liquid crystal. 

 
Key words: smectic liquid crystal, ferroelectric particles, dielectric anisotropy, low-frequency 

dielectric spectroscopy. 
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SURFACE MORPHOLOGY EFFECTS IN  
p-Si/Cd1-XZnXO  HETEROJUNCTIONS 

 
A.Sh.ABDINOV, H.M.MAMEDOV, V.U.MAMEDOV, V.J.MAMEDOVA, 

Kh.M.AHMEDOVA, S.N.SARMASOV, S.A.MAMEDOVA 
Baku State University  

mhhuseyng@bsu.edu.az; mhhuseyng@gmail.com 
 

Heterojunctions of p-Si/Cd1-xZnxO were deposited by the method of electrochemical dep-
osition. Electric properties of p-Si/Cd1-xZnxO heterojunctions, surface morphology and optical 
properties of Cd1-xZnxO films were investigated depending on the electrochemical deposition 
potential and films composition. It is found out that heterojunctions of p-Si/Cd1-xZnxO with 
nano-structured surface, which deposited at cathode potential of -1.2 V, show good rectifica-
tion (k≈640).  
 

Key words: electrochemical deposition, thin film, heterojunction, solar cell 
 

1. Introduction 
ZnO and CdO are conducting, transparent in the UV and visible region 

with a direct band gap of 3.6 and 2.5 eV, respectively, and are useful for as so-
lar cells, gas sensors, windows, and thin-film resistors [1-6]. Creation of solid 
solutions on the basis of various metal oxides and chalcogenides allows chang-
ing physical properties and band gap of thin films that is actual at designing of 
photonic devices with high performance in various spectral ranges [7-13]. A 
variety of methods have been reported for the preparation of CdO–ZnO alloy 
films such as molecular beam epitaxy [14], sol–gel process [15] and spray py-
rolysis [16]. Among these methods, electrodeposition is an attractive method to 
obtain these kinds of films [17], which is well known for its simplicity, repro-
ducibility and possibility of producing cheap large-area films [9-13]. Although 
pure ZnO and CdO films have been studied by many research groups, a com-
pound semiconductor of ZnO and CdO, that is to say, Cd1-xZnxO has seldom 
been studied. 

In this work, we present electrical properties of p-Si/Cd1-xZnxO (with 
x=0.4; 0.5; 0.6; 0.7; 0.8 and 0.9) heterojunctions deposited by electrodeposition 
method onto the glass/Al/p-Si as substrates. 
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2. Experiment  
The electrochemical deposition of Cd1-xZnxO films has been performed 

with a three electrode configuration: graphite electrode as anode, Ag/AgCl3 
electrode as reference electrode and vacuum evaporated p-Si thin films (2.5 
Ω⋅cm resistivity and 200 µm thickness) onto the glass/Al substrates as cathode.  
For SEM, energy dispersive spectra (EDS), electrical and optical 
measurements we used the glass/SnO2 substrates. Total area of working elec-
trodes (cathode) was 1×1 cm2. The glass/Al/p-Si substrates were cleaned with 
ethanol, acetone and deionized water and then dried in flowing N2. At 
electrodeposition we used aqueous solutions of Zn(NO3)2 and Cd(NO3)2  salts 
(99.5% purities) with different molar fraction in solution (Table 1). The 
solution were kept on continuous stirring for 1 hour then filtered by filter 
paper. The solution was homogeneous, clear, transparent and stable at room 
temperature. The reaction temperature was kept at 80°C. In order to investigate 
the electrochemistry in the deposition process of Cd1-xZnxO, cyclic 
voltammetry study was performed in the potential range of -1.6 to +1.6 V.  
Cd1-xZnxO formation potentials region were registered from cyclic 
voltammetry curves, and are summarized in table 1.  

 
Table 1 

Mole fraction of salts, deposition current and potential for the  
Cd1-xZnxO films. 

x Mole fraction of salts 
(mM) 

Deposition current and poten-
tial 

 Zn(NO3)2 Cd(NO3)2 J, mА/сm2 Uc (V) 

0.2 1.22 4.88 5.6 -0.96 – -1.21 

0.4 4.13 6.21 5.1 -0.96 – -1.24 

0.5 4.91 4.94 4.2 -0.93 – -1.26 

0.6 5.92 3.95 3.4 -0.88 – -1.37 

0.7 6.34 2.73 3.2 -0.89 – -1.38 

0.8 6.5 1.63 2.7 -0.9 – -1.37 

0.9 6.85 0.76 2.4 -0.91– -1.38 

 
The thickness of Cd1-xZnxO films were about 100 – 500 nm, depending 

on the deposition duration. All the films showed n-type conductivity. Hall 
Effect measurements showed that the resistivity of films was 2×10-3 – 170 
Ω⋅cm and the free electron concentration was n = 6.5×1017 – 8×1014 cm–3, de-
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pending on the Zn content. 
EDS data were recorded to determine the composition of Cd and Zn in 

deposited layers. The stoichiometries ratio of Zn and Cd are displayed in Fig. 
1. 
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Fig. 1. Atomic percentage of Zn and Cd in the Cd1-xZnxO thin films with thickness of 500 nm 

(deposited at -1.2 V) recorded by EDS measurements at room temperature. 

 
In order to fabricate the heterojunctions, an Ohmic In (or Au) electrode, 

in reticulose form was evaporated on the Cd1-xZnxO films with an area of 
∼0.62 cm2. Aluminium (Al) was evaporated on the back side of the p-Si wafer 
as the Ohmic electrode, followed by annealing at 500°C in vacuum for 20 min. 

  
3. Results and discussions 
It is established that morphology of Cd1-xZnxO films depends on the dep-

osition potential. SEM images of films Cd0.4Zn0.6O deposited at -0.9V, -1.2V, -
1.28 V and -1.35 V are shown in Fig. 2. The morphology of films deposited at -
0.9 V are homogeneous micro-texture structure (Fig. 2a). The SEM images 
showed that the size of the crystallites decreased with increasing deposition 
potential from -0.9 V to -1.2 V and films demonstrate nanostructure surface 
(Fig. 2b). 

The particle sizes and shape distribution looks more uniform compared to 
films deposited at other potentials. The uniformity in particles shape is due to 
higher nucleation rate and uniform particle growth. The concentration of sur-
face defects increases by increasing the deposition potential from -1.28 to -1.32 
V (Fig. 2c).  Future growth of the potential (U>-1.34V) leads to increase of 
non-homogeneity degree at surface and films shows poor adhesion to surface 
(Fig. 2d). 

Cd1-xZnxO thin films deposited on glass/SnO2 substrates show high 
transmission in the visible and UV range with average transmission ranging 
between 52-93% with variation of cathode potential, showing that films can be 
used as transparent window materials in many opto- and photo- electronic de-
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vices. As seen from Fig. 3, films deposited at -0.9V shows not sharp and com-
plicated absorption edge in the short wavelength range. It shows that films de-
posited at -0.9 V contains not one, and a few crystal phases (segregation of the 
phases) [18]. Higher transmission value (93%) was observed for samples pre-
pared at -1.2V. The linear dependence of (αhν)2 to hν indicates that 
Cd0.4Zn0.6O films are direct transition type semiconductors. Films deposited at 
-1.35 V shows again complicated absorption edge and little transmittance 
(65%) because of crystal phase segregations or high scattering in the films.  

  

  
Fig. 2. SEM images of films Cd0.4Zn0.6O deposited at -0.9V (a), -1.2V (b), -1.28 V (c) and -

1.35 V (d) 
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Fig. 3.  Optial transmittance spectrum of films Cd0.4Zn0.6O deposited at different potentials. 

 
The band gap of the Cd1-xZnxO films deposited at -1.2V were determined 

from extrapolation of the straight line section of the (αhν)2 versus hν curves 
(Table 2).  The bandgap calculated above has been found to decrease linearly 
from 2.95 eV (x = 0.6) to 2.64 eV (x = 0.2) as a function of Zn concentration. 
The calculated values of the band gap are found in good agreement with the 
values of band gap reported in [7, 18]. 
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Table 2 
Bandgap of films Cd1-xZnxO with different Zn content. 

Cd1-xZnxO  
(x) 

Bandgap 
(eV) 

0.2 2.64 
0.4 2.82 
0.5 2.91 
0.6 2.95 

0.7 3.04 
0.8 3.14 

0.9 3.22 
 

The dark current-voltage (J-V) curves of the heterojunctions deposited at 
-1.2 V, were measured in the direct and reverse current modes. The 
experimental J-V curves, measured at 300 K, for p-Si/Cd1-xZnxO 
heterojunction using various values of x are illustrated in Fig. 4. These curves 
were definitely of the diode type, with the forward direction corresponding to 
the positive potential on p-Si. Built-in potential (Vbi), series resistance (Rs), 
ideality factor (n) and rectification factor (k) of heterojunctions depending on 
the Zn content were determined from J-V curves and summarized in Table 3. 

  

 
Fig. 4. Dark J-V characteristics of p-Si/Cd1-xZnxO heterojunctions with different Zn content. 
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Fig.5. Semilogarthmic plots of forward dark J-V characteristics of the p-Si/Cd1-xZnxO 

heterojunctions with different Zn content. 
 

As seen from the Fig. 4 and Table 3, the series resistance of heterojunc-
tions increases with Zn content, which is due to the increase of Cd1-xZnxO 
films resistance.  However, there is non-linear dependence of rectification coef-
ficient and ideality factor on the Zn content. 

The minimum value of ideality factor is observed in heterojunctions with 
x=0.6 (Table 3), that show close lattice constants of the Si and Cd0.4Zn0.6O. 
Thus, according to Fig. 4, the rectification in junctions with x=0.6 reaches 
value of k=640 at ±1.5V (Table 3). It must be noted that, rectification in 
heterojunctions on the basis of Cd1-xZnxO for all Zn content is much larger 
than that reported for p-Si/ZnO [19-21].  

C–V characteristics at different frequencies and forward J-V characteris-
tics of structures in log scale at various temperatures and Zn content were in-
vestigated to explain the mechanism of current passage through junctions. 

 
Table 3 

Electrical parameteres of heterojunctions p-Si/Cd1-xZnxO deposited 
 at -1.2 V, depending on the Zn content. 

Samples 
x 

n Vbi 
(V) 

Vc  (V) Rs (kΩ) k 

0.2 2.4 0.44 0.48 0.01 190 
0.4 2.1 0.49 0.51 0.03 246 
0.5 1.79 0.56 0.52 0.05 583 
0.6 1.74 0.56 0.55 0.07 640 
0.7 1.96 0.56 0.57 2 480 
0.9 2.63 0.59 0.62 40 235 
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The forward current of heterojunctions with x≠ 0.6, is significantly de-
pendent on the Zn content (Fig. 5). The J-V plots of these junctions reveal two 
regions, having two different slopes, which sharply depend on the temperature 
(not shown here).  

It should be noted that the C–V characteristics of junctions with x≠ 0.6 
have peculiarities, typical for heterojunctions with the presence of defects at 
the junction region. Since, the C–V characteristics of these junctions are poorly 
linearized in C–2(V) coordinates and its slope changes by frequency of the al-
ternating signal (Fig. 6). In addition, the value of cut-off voltage (Vc) deter-
mined from C–V characteristics is less in comparison with built-in potential 
(Vbi), determined from the linear section of J-V curves measured at room tem-
perature (Table 3). The observed effect in heterojunctions can be explained by 
the dependence of relaxation times of surface states on the frequency of the 
alternating signal [22, 23]. 

 

 
Fig. 6. C-V characteristics of p-Si/Cd0.8Zn0.2O heterojunctions deposited at different poten-

tials. 
 

However, J-V plots of junctions with x=0.6, reveal only one region. It is 
established, that the linear region of the dependence lnI = f (V) do not depend 
on temperature which indicates the possibility of the tunneling mechanism of 
current passage (Fig. 7). However, at low applied voltages the space-charge 
region is not thin enough for direct tunneling. The concentration of surface 
states, associated with lattice mismatch between the Si and Cd0.4Zn0.6O, were 
calculated using the method described in [24], which is about n ≈ 6×1013 cm-3. 
Therefore, it is possible to consider multistage tunnel-recombination mecha-
nism of current passage, with participation of surface states at interface. 

C–V characteristics of these junctions are linearized in C–2(V) coordinates 
and there is weak dependence of slope on the AC signal frequency, which indi-
cates the low concentration of surface states, in comparison with 
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heterojunctions with x≠ 0.6 (Fig. 8). The linearity of C–V characteristics in C–

2(V) coordinates indicates a sharp distribution of uncompensated acceptor im-
purities, showing that the investigated heterojunctions are abrupt. 
 

 
Fig.7. Semilogarthmic plots of forward dark J-V characteristics of the p-Si/Cd0.4Zn0.6O 

heterojunctions at different temperatures. 
 

 
Fig. 8. C-V characteristics of p-Si/Cd0.4Zn0.6O heterojunctions 

at different AC signal frequency. 
 

4. Conclusion  
Thus, electrical parameters of heterojunctions p-Si/Cd1-xZnxO can be 

controlled by Cd1-xZnxO films composition and deposition potential. 
Heterojunctions with x=0.6, deposited at -1.2 V with nano-structured surface 
show best electric parameters.  
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p-Si/Cd1-XZnXO  HETEROKEÇİDLƏRİNDƏ SƏTH MORFOLOGİYASI  

 
Ə.Ş.ABDİNOV, H.M.MƏMMƏDOV, V.U.MƏMMƏDOV, V.J.MƏMMƏDOVA, 

Ö.M.ƏHMƏDOVA, S.N.SƏRMƏSOV, S.A.MƏMMƏDOVA 
 

XÜLASƏ 
 

p-Si/Cd1-xZnxO heterokeçidləri elektrokimyəvi çökdürülmə metodu ilə alınmışdır. p-
Si/Cd1-xZnxO heterokeçidlərinin elektrik xassələri, Cd1-xZnxO nazik təbəqələrinin səth 
morfologiyası və optik xassələri elektrokimyəvi çökdürülmə potensialı və nazik təbəqələrin 
tərkibindən asılı olaraq tədqiq edilmişdir. Müəyyən edilmişdir ki, -1.2 V katod potensialında 
çökdürülmüş  nano-teksturalı səthə malik heterokeçidlər yaxşı düzləndirmə xassəsi nümayiş 
etdirir (k≈640).  

 
Açar sözlər: elektrokimyəvi çökdürülmə, nazik təbəqə, heterokeçid, günəş elementi  
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ЭФФЕКТЫ МОРФОЛОГИИ ПОВЕРХНОСТИ В ГЕТЕРОПЕРЕХОДАХ  
p-Si/Cd1-xZnxO 

 
А.Ш.АБДИНОВ, Г.М.МАМЕДОВ, В.У.МАМЕДОВ, В.Ж.МАМЕДОВА, 

Х.М.АХМЕДОВА, С.Н.САРМАСОВ, С.А.МАМЕДОВА 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Гетеропереходы p-Si/Cd1-xZnxO получены методом электрохимического осаждения. 
Исследованы электрические свойства гетеропереходов p-Si/Cd1-xZnxO, морфология 
поверхности и оптические свойства пленок p-Si/Cd1-xZnxO в зависимости от потенциала 
электрохимического осаждения и состава пленок. Обнаружено, что гетеропереходы  
p-Si/Cd1-xZnxO с наноструктурированной поверхностью, полученные при катодном 
потенциале -1,2 В, показывают хорошую выпрямлению (k≈640). 

 
Ключевые слова: электрохимическое осаждение, тонкая пленка, гетеропереход, 

солнечный элемент 
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KVAZİİKİÖLÇÜLÜ ELEKTRON QAZININ SPİN PARÇALANMASI  

NƏZƏRƏ ALINMAQLA MAQNİTLƏNMƏ ƏMSALI 
 

S.R.FİQAROVA,  M.M.MAHMUDOV 
Bakı Dövlət Universiteti 

mmm@bsu.edu.az 
 

Təqdim olunmuş işdə spin parçalanması nəzərə alınmaqla kosinusoidal dispersiya 
qanunlu elektron qazının maqnit xassələri nəzəri tədqiq olunmuşdur. Tapılmışdır ki, kvaziiki-
ölçülü elektron qazının maqnitlənmə əmsalı və maqnit qavrayıcılığı spin parçalanmasından və 
ifratqəfəsin zona parametrlərindən güclü asılıdır. Alınmış analitik ifadələr əsasında spin par-
çalanması nəzərə alınmaqla maqnitlənmə əmsalının maqnit sahəsindən asılılığı öyrənilmiş və 
göstərilmişdir ki, ifratqəfəs üçün tapılmış bu termodinamik kəmiyyət maqnit sahəsində 
ossilyasiya edir.  

 
Açar sözlər: kosinusoidal dispersiya qanunu, ifratqəfəs, maqnitlənmə əmsalı, maqnit 

qavrayıcılığı, spin parçalanması. 
 
Bərk cisimlərin maqnit xassələrinin nəzəri tədqiqi bu sistemlərin zona 

parametrləri haqqında qiymətli məlumatlar əldə etməyə imkan verir [1]. İşdə 
əsasən laylı kristallar, ifratqəfəslər və son zamanlar böyük marağa səbəb olan 
obyektlər - invers laylar kimi kvaziikiölçülü elektron sistemlərində spin 
parçalanması nəzərə alınmaqla maqnit xassələrinin temperatur və maqnit 
sahəsindən, zonanın dolma dərəcəsindən nəzəri asılılıqları öyrənilir. Əsasən 
ifratqəfəslərə baxılır, invers laylar isə yalnız xüsusi ikiölçülü hal kimi müzakirə 
olunur. Bu hallarda laya perpendikulyar istiqamətdə yönəlmiş potensial 
çuxurun dəqiq şəkli son nəticəyə təsir etmir. İfratqəfəslər çox aşağı Fermi 
temperaturuna malik, demək olar ki, ikiölçülü metallik keçiriciliklə və adi 
metallarla müqayisədə yükdaşıyıcılarının çox kiçik sıxlığı ilə xarakterizə 
olunurlar [2,3]. Xarici güclü maqnit sahəsində olan A3B5 tip yarımkeçirici və 
süni ifratqəfəslər kimi laylı birləşmələrdə yükdaşıyıcıların enerji spektrinin 
kvantlanması baş verir. Bunun nəticəsində isə aşağıölçülü elektron sistem-
lərində termodinamik kəmiyyətlərin o, cümlədən maqnitlənmə əmsalının 
ossilyasiyaları kimi bir sıra fiziki hadisələr yaranır [4-7]. Bu hadisələrə spin 
parçalanmasının əsaslı təsir edəcəyini gözləmək olar [8,9]. Maqnit sahəsində 
olan aşağıölçülü elektron sistemlərində bu hadisələrin xüsusiyyətləri yükdaşı-
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yıcıların Fermi səviyyəsinin xüsusiyyətləri ilə sıx bağlıdır. Odur ki, təqdim 
olunan işdə spin parçalanması nəzərə alınmaqla eninə güclü maqnit sahəsində 
kosinusoidal dispersiya qanunlu elektron qazının maqnit xassələri Fermi 
sərhədi ilə birgə kompleks şəkildə nəzəri tədqiq olunmuşdur. Maqnitlənmə 
əmsalı və maqnit qavrayıcılığının maqnit sahəsinin qiymətindən və spin par-
çalanmasının ∗g - faktorundan asılılıqları öyrənilmişdir. Tapılmış ümumi 
ifadələr və GaAs/AlGaAs ifratqəfəsinin məlum parametrləri əsasında maqnit-
lənmə əmsalının maqnit sahəsinin qiymətindən asılılığı qurulmuş və göstəril-
mişdir ki, maqnit sahəsinin müəyyən qiymətlərində bu kəmiyyət qeyri-
monoton dəyişir, bu dəyişmə isə spin parçalanmasının qiyməti, mini-zonanın 
eni və yükdaşıyıcıların konsentrasiyası ilə təyin olunur. Bundan başqa göstə-
rilmişdir ki, maqnitlənmə əmsalı maqnit sahəsində ossilyasiya edir. Bu ossil-
yasiyaların periodu isə spin parçalanması və Fermi səthinin formasından asılı 
olur. Maqnitlənmə əmsalının ossilyasiya piklərinə uyğun gələn maqnit 
sahəsinin oblastları təyin edilmişdir. 

Maqnitlənmə əmsalı və maqnit qavrayıcılığının hesablanması. 
Elektron qazının maqnit xassələrini tədqiq etmək üçün böyük termodinamik 
potensial metodundan istifadə etmək daha məqsədə uyğundur. Çünki açıq 
sistemlər üçün böyük termodinamik potensialın ),,,( BVT ζΩ=Ω  aşkar şəkli 
məlum olarsa, onun  

BdMdnVdVPdTSVTd


−−−−=Ω ζζ ),,( ,                      (1) 
diferensial ifadəsindən [10] istifadə edərək elektron qazının 
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- maqnitlənmə vektorunu və 

B
M0µχ = ,                                                     (4) 

- maqnit qavrayıcılığını tapa bilərik, burada mHn7
0 104 −⋅= πµ - maqnit 

sabitidir. Diamaqnit momentini və onun əsasında maqnit qavrayıcılığını 
hesablamaq üçün böyük termodinamik potensialın aşağıdakı ifadəsindən istifadə 
edilmişdir [10]: 

∑ ∫
∞

−=Ω
σ σε

εεσε
π , ),(

02
1

)(),,(
)(2 N N

z dfNk
R

V
,                                  (5) 

burada V - elektron qazının yerləşdiyi oblastın həcmi, )(0 εf - Fermi-Dirak 
paylanma funksiyası, 2/1)( eBR = - maqnit uzunluğudur, inteqralın aşağı 
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sərhədi ),(1 σε N  isə 0),,( 1 =σε Nkz  tənliyinin həllindən tapılır. Göründüyü 
kimi böyük termodinamik potensialın aşkar şəklini tapmaq üçün yükdaşıyı-
cıların enerji spektrini bilmək lazımdır. Bizim halda yükdaşıyıcıların dispersiya 
qanunu olaraq xarici bircins maqnit sahəsində yerləşmiş kvaziikiölçülü elek-
tron qazının spin parçalanması nəzərə alınmaqla enerji spektri götürülmüşdür 
[8]: 

BgakBNkN Bzz σµεµσε ∗+−++= )cos1()12(),,( 0 ,                   (6) 
burada N - Landau səviyyəsinin nömrəsi, zk - z oxu istiqamətində dalğa 
vektorunun proyeksiyası, B  - maqnit sahəsinin induksiyası, Bmm µµ )( 0 ⊥= , 

0m - sərbəst elektronun kütləsi, ⊥m - lay müstəvisində elektronun kütləsi, 

02meB =µ - Bor maqnetonu, e - elementar elektrik yükü, 0ε - zk  istiqamə-
tində birölçülüü keçirici zonanın yarımeni, a - z oxu istiqamətində qəfəs sabiti, 

21±=σ  - elektronun spin kvant ədədi, ∗g - elektronun enerjisinin spin 
parçalanma faktorudur.  
 (6) enerji spektrini (5)-də nəzərə alıb (3)-dən kvaziikiölçülü elektron 
qazının maqnitlənmə əmsalı üçün taparıq: 
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inteqralın yuxarı sərhədi isə 
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kimi təyin olunub zonanın dolma dərəcəsini (Fermi səviyyəsi ilə keçirici mini-
zonanın eni arasındakı münasibəti (asılılığı)) xarakterizə edir. 

Kvaziikiölçülü elektron qazının spin parçalanması nəzərə alınmaqla 
maqnitlənmə əmsalı üçün tapılmış (7) düsturu maqnit sahəsinin ixtiyari qiymə-
tində doğru olan ümumi ifadədir. Odur ki, (7)-(10) münasibətlərindən istifadə 
edərək maqnitlənmə əmsalı və maqnit qavrayıcılığının maqnit sahəsinin qiy-
mətindən, temperaturdan, zonanın dolma dərəcəsindən və spin parçalanmasının 

∗g - faktorundan asılılığını təyin etmək olar. 
Qeyd etmək lazımdır ki, maqnitlənmə əmsalı üçün tapılmış (7) düsturu 
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elektron qazının ixtiyari cırlaşma tərtibi üçün doğru olduğundan, ondan istifadə 
edərək cırlaşmış və cırlaşmamış elektron qazı hallarına baxmaq olar. 

Cırlaşmamış elektron qazı. Güclü maqnit sahəsində cırlaşmamış 
elektron qazının maqnitlənmə əmsalı üçün (7)-dən alarıq: 
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ifadəsini (11)-də nəzərə alsaq cırlaşmamış kvaziikiölçülü elektron qazının 
maqnitlənmə əmsalı üçün alarıq: 

µnM −= .                                                        (14) 
Qeyd etmək lazımdır ki, kvaziikiölçülü elektron sistemi üçün tapılmış bu 

sadə nəticə parobolik dispersiya qanunlu sərbəst elektron qazının kvant limiti 
halında maqnit sahəsi üçün TkB 0>>µ - şərti ödəndikdə alınan maqnitlənmənin 
ifadəsi ilə üst-üstə düşür. 

Maqnit qavrayıcılığının (4) düsturuna əsasən kvaziikiölçülü elektron 
qazı üçün 

B
n 0µµχ = ,                                                     (15) 

taparıq. Sonuncu ifadədən göründüyü kimi sistemin maqnit qavrayıcılığı 
maqnit sahəsinin qiyməti ilə tərs mütənasibdir. 

Kvant limiti halında cırlaşmış elektron qazı. Cırlaşmaya görə birinci 
yaxınlaşmada (7) düsturuna əsasən kvant limiti halında ( 0=N ) σ - spin kvant 
ədədi üzrə cəmləməni yerinə yetirərək maqnitlənmə əmsalı üçün taparıq: 
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Maqnitlənmə əmsalının bu düsturundakı 0Z (8) ifadəsinə uyğun olaraq 
cırlaşmış hal üçün aşağıdakı kimi təyin olunur: 
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- maqnit sahəsində KT 0= temperaturunda Fermi sərhədidir [8]. 
Kvaziikiölçülü elektron qazının maqnitlənmə əmsalının zonanın dolma 

dərəcəsindən asılılığını təyin etmək üçün (6) düsturu əsasında ədədi hesablamalar 
aparılmış və uyğun qrafik qurulmuşdur (şəkil 1).  

 

                     
Şək. 1. Cırlaşmış kvaziikiölçülü elektron qazının maqnitlənmə  

   əmsalının zonanın dolma dərəcəsindən asılılığı. 
 

Ədədi hesablamalar zamanı Fermi sərhədinin 02εε <F  halına baxılmış 
və aşağıdakı parametrlərdən istifadə edilmişdir: mev10 =ε , ,10nma =  

32310 −= mn , 01,0 mm =⊥  [11]. Bundan başqa maqnitlənmə əmsalının maqnit 
sahəsinin qiymətindən də asılılığı öyrənilmişdir.  

Nəticələr. Təqdim olunmuş işdə kvaziikiölçülü elektron qazının spin 
parçalanması nəzərə alınmaqla maqnitlənmə əmsalı və maqnit qavrayıcılığı 
hesablanmış və alınmış analitik ifadələr əsasında bu termodinamik kəmiyyət-
lərin zona parametrlərindən asılılıqları qurulmuşdur (şəkil 1). Tapılmışdır ki, 
cırlaşmış kvaziikiölçülü elektron qazının maqnitlənmə əmsalı zonanın dolma 
dərəcəsindən asılı olaraq işarəsini dəyişir və ikiölçülü halda isə müsbət olur. 
Bundan başqa təyin olunmuşdur ki, maqnitlənmə əmsalı maqnit sahəsində 
ossilyasiya edir və maqnit sahəsinin qiymətindən asılı olaraq qeyri-monoton 
dəyişir. Belə ki, bu termodinamik kəmiyyət qiymətinə və vəziyyətinə spin 
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parçalanmasının ∗g - faktorunun güclü təsir etdiyi ekstremumlara malik olur. 
Maqnitlənmə əmsalı üçün tapılmış ifadənin təhlili göstərir ki, güclü maqnit 
sahəsində ossilyasiyalar 2 dəfə zəifləyir, onların amplitudu və tezliyi azalır. 
Maqnitlənmə əmsalının belə dəyişməsi mini-zonada müsbət effektiv kütləli 
oblastın mövcud olması ilə izah olunur. Bu halda keçiricilik elektronları 
ifratqəfəsin oxuna perpendikulyar müstəvidə sərbəst elektronun hərəkətinin 
əksi istiqamətində hərəkət edir. Maqnit sahəsində keçircilik elektronları dairəvi 
orbit üzrə əks istiqamətdə fırlanır ki, bu da öz növbəsində maqnitlənmə 
əmsalının müsbət qiymət almasına səbəb olur. Maqnitlənmənin belə dəyişməsi 
spin parçalanması, effektiv kütlə və yükdaşıyıcıların konsentrasiyası ilə təyin 
olunub, Fermi səthinin formasından aslıdır. Cırlaşmış kvaziikiölçülü elektron 
qazının maqnitlənmə əmsalının ossilyasiyalarına Fermi səthinin maqnit sahəsi 
istiqaməti boyunca ölçüsünün yükdaşıyıcıların konsentrasiyasından asılılığı da 
təsir edir. Belə ki, 02εε <F  olduqda ossilyasiyaların zəifləməsi faktı bu halda 
Fermi səthinin bir ekstremal kəsiyə ( 0=zk - səthi) malik olması ilə bağlıdır. 

02εε >F  halında isə Fermi səthi üç ekstremal kəsiyə ( 0=zk  və akz π±= - 
səthləri) malik olur. 

Qeyd etmək lazımdır ki, ədədi hesablamalardan və tapılmış düstur-
lardan istifadə edərək spin parçalanmasının ∗g - faktoru, ifratqəfəsin zona para-
metrləri, maqnitlənmə əmsalının qiymətinin sıçrayışa məruz qaldığı maqnit 
sahəsinin oblastları kimi fiziki xarakteristikalar təyin edilə bilər. Başqa sözlə 
maqnitlənmə əmsalının ossilyasiya piklərinin qiyməti və vəziyyətinin təcrübi 
və nəzəri nəticələrinin müqayisəsindən ∗g - faktoru və ifratqəfəsin mini-zo-
nasının 0ε - enini hesablamaq olar. 
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НАМАГНИЧЕННОСТЬ КВАЗИДВУМЕРНОГО ЭЛЕКТРОННОГО ГАЗА  

С УЧЕТОМ СПИНОВОГО РАСЩЕПЛЕНИЯ 
 

С.Р.ФИГАРОВА, М.М.МАХМУДОВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Работа посвящена теоретическому исследованию магнитных свойств электрон-
ного газа с косинусоидальным законом дисперсии в поперечном магнитном поле с уче-
том спинового расщепления. Найдено, что намагниченность и магнитная восприим-
чивость квазидвумерного электронного газа сильно зависит от спинового расщепления и 
зонных параметров сверхрешетки. На основе полученных аналитических выражений 
построена графическая зависимость намагниченности, от степени заполнения зоны. 
Показано, что намагниченность сверхрешетки осциллирует в магнитном поле, причем 
период осцилляций зависит от спинового расщепления и формы поверхности Ферми. 

 
Ключевые слова: косинусоидальный закон дисперсии, сверхрешетка, намагни-

ченность, магнитная восприимчивость, спиновое расщепление. 
 
MAGNETIZATION OF QUASI-TWO-DIMENSIONAL ELECTRON GAS  

WITH THE ACCOUNT OF SPIN SPLITTING 
 

S.R.FIGAROVA,  M.M.MAHMUDOV 
 

SUMMARY 
 
The paper is devoted to a theoretical investigation of the magnetic properties of an 

electron gas with a cosine dispersion law in a transverse magnetic field with allowance for spin 
splitting. It is found that the magnetization and the magnetic susceptibility of a quasi-two-
dimensional electron gas depend strongly on the spin splitting and the band parameters of the 
superlattice. On the basis of the obtained analytical expressions, the magnetization dependence 
on the degree of band filling is constructed. It is shown that the magnetization of the quasi-two-
dimensional electron gas oscillates in a magnetic field, and the period of the oscillations 
depends on the spin splitting and the shape of the Fermi surface. 
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İxtiyari polyarlaşmış elektron-pozitron toqquşmasında skalyar bozonla uzununa polyar-
laşmış fermion-antifermion cütünün yaranması proseslərinə baxılmışdır: ,fHfee →+−  

fhfee →+− . Proseslərin diferensial və tam effektiv kəsikləri hesablanmış, polyarizasiya xa-
rakteristikaları (sol-sağ spin asimmetriyası, fermionun uzununa polyarlaşma dərəcəsi, eninə 
spin asimmetriyası) tədqiq edilmişdir. Effektiv kəsiklərin və asimmetriyaların elektron-pozitron 
cütünün enerjisindən və skalyar H (h)-bozonun kütləsindən asılılıq qrafikləri qurulmuşdur.  

 
Açar sözlər: Skalyar bozon, Minimal Supersimmetrik Standart Model, sol və sağ rabitə 

sabitləri, Vaynberq parametri, spirallıq. 
 

)1()2()3( YLC USUSU ××  kalibrlənmə simmetriya qrupuna əsaslanan Stan-
dart Model (SM) kvarklar və leptonlar arasındakı güclü, elektromaqnit və zəif 
qarşılıqlı təsirlərin keyfiyyətcə təsvirində böyük nailiyyətlər qazanmışdır. Stan-
dart nəzəriyyədə çatışmayan zərrəcik – skalyar Hiqqs bozon bu yaxınlarda Bö-
yük Hadron Kollayderində (BHK) ATLAS və SMS kollaborasiyaları tərəfin-
dən kəşf edilmişdir [1, 2] (həmçinin [3-5] icmal məqalələrə də baxın). Hiqqs 
bozonun kəşfi ilə daxili simmetriyanın sponton pozulması haqqında əvvəlcədən 
irəli sürülmüş mexanizm [6, 7] təcrübələrdə təsdiq olundu.  

BHK-da aparılan ilk təcrübələr göstərdi ki, Hiqqs bozon müsbət CP cüt-
lüyünə malik skalyar zərrəcik olub, kütləsi 125 GeV tərtibindədir, ±W - və 0Z -
bozonlarla, həmçinin kvarklar və yüklü leptonlarla onların kütlələri ilə mütəna-
sib olan sabitlə qarşılıqlı təsirdə olur. Hiqqs bozonun kəşfi ilə əlaqədar olaraq 
SM fundamental qarşılıqlı təsirlərin öyrənilməsi istiqamətində yeni bir mərhə-
ləyə qədəm qoymuşdur. 

Standart nəzəriyyə ilə yanaşı olaraq ədəbiyyatlarda Minimal Supersim-
metrik Standart Model (MSSM) adlandırılan model də geniş müzakirə olunur 
[8-11]. Burada, SM-dən fərqli olaraq, hiperyükləri ilə fərqlənən iki dublet skal-
yar sahə daxil edilir: 
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Fiziki Hiqqs bozon sahələrini almaqdan ötrü 1H  və 2H  sahələrini aşağıdakı 
kimi göstərirlər: 
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Burada 0
2

0
1

0
1 ,, HPH  və 0

2P  – həqiqi sahələr olub, sistemin vakuum 

11 2
1 υ>=< H  və 22 2

1 υ>=< H  hallarına görə həyəcanlanmalarını təsvir edir. 

CP-cüt h  və H  Hiqqs bozonlarını 0
1H  və 0

2H  sahələrini qarışdırmaqla alırlar: 
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Analoji şəkildə yaza bilərik: 
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burada α  və β  – sahələrin qarışma bucaqları, 0G  və ±G  neytral və yüklü qold-
stoun bozonlar, A – CP-tək və ±H  – yüklü Hiqqs bozonlardır. 

Beləliklə, MSSM-in sponton pozulmasından sonra beş Hiqqs zərrəciyi yaranır 
[9]: CP-cüt h və H-bozonlar, CP-tək A-bozon və yüklü ±H -bozonlar. MSSM-də 
Hiqqs sektoru altı parametrlə xarakterizə olunur: α± ,,,,

HAhH MMMM  və β . 
Onlardan yalnız iki parametr sərbəstdir, çox vaxt sərbəst parametr olaraq AM  
və βtg  götürülür. βtg  parametri Hiqqs 0

2H - və 0
1H -bozonlarının vakuum qiy-

mətləri nisbətinə bərabərdir: 12 / υυ=βtg  və 5,36/1 =≤β≤ bt mmtg  aralığında 
dəyişir. CP-cüt h- və H-bozonların kütlələri AM  və ZM  ilə təyin edilir: 

 ( ) .2cos4
2
1 222222222

)( 



 −++= βZAZAZAHh MMMMMMM   

Skalyar H (h)-bozonun neytral 0Z -bozonla rabitə sabiti )(cos2 α−β  
( )(sin 2 α−β ) ilə mütənasibdir, )(cos2 α−β  isə aşağıdakı kimi təyin olunmuşdur: 

 
)(
)()(cos 222

222
2

hHA

hZh

MMM
MMM

−
−=α−β . 

Hiqqs bozonların ( −+ HHAHh ,,,, ) müşahidə edilməsi və onların fiziki xa-
rakteristikalarının təyini BHK-nın və gələcək yüksək enerjili elektron-pozitron 
(müon-antimüon) kollayderlərinin ən mühüm və çox maraqlı məsələlərindən-
dir. Hiqqs bozonların 0Z - və ±W -bozonlarla qarşılıqlı təsir sabitlərinin daha 
güclü olduğundan onların əsas yaranma mənbələrindən biri də aralıq vektor 

0Z - və ±W -bozonlar tərəfindən şüalandırılmasıdır. Hiqqs bozonlar elektron-
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pozitron (müon-antimüon) toqquşma proseslərində də intensiv şəkildə doğula 
bilər. Bu işdə ixtiyari polyarizə olunmuş elektron-pozitron annihilyasiyasında 
skalyar H(h)-bozonla uzununa polyarlaşmış yüngül kütləli fermion-antifermion 
cütünün yaranması proseslərinə baxılmışdır: 
 ,)()( ** ffHZHZee ++→+→→+ +−  (1) 
 .)()( ** ffhZhZee ++→+→→+ +−  (2) 
Burada ,, µµνννν= eeff  ττνν , +−µµ , +−ττ , uu , dd , ss , cc  və bb  ola bilər. *Z  
– virtual vektor bozondur. Proseslərin diferensial və tam effektiv kəsikləri hesab-
lanmış, effektiv kəsiklərin və spin asimmetriyalarının elektron-pozitron cütünün 
enerjisindən və Hiqqs bozonların kütlələrindən asılılıq qrafikləri qurulmuşdur.  

H(h)-bozonun bucaqlara və enerjiyə görə paylanmaları. Skalyar H-bo-
zonla fermion-antifermion cütünün yaranması prosesinin Feynman diaqramı 1-
ci şəkildə göstərilmişdir. Həmin diaqrama görə elektron-pozitron cütü neytral 

0Z -bozona annihilyasiya edir, 0Z -bozon skalyar H-bozon şüalandıraraq fermi-
on-antifermion cütünə çevrilir. Mötərizələrdə zərrəciklərin 4-ölçülü impulsları 
ilə +−ee -cütünün 4-ölçülü spin vektorları və fermionla antifermionun spiral-
lıqları yazılmışdır. 

Məlumdur ki, fermion-antifermion cütünün 0Z -bozonla və 0Z -bozonların H 
(h)-bozonla qarşılıqlı təsir laqranjianları aşağıdakı kimi yazılır [9, 10]: 

 µµ γ−+γ+γ
θθ

= fZfgfgfeL RL
WW

ffZ )]1)(()1)(([
cossin2 55 , (3) 

 ),()cos(
cossin

kHgZZieML
WW

Z
ZZH µννµα−β

θθ
=  (4) 

 ),()sin(
cossin

khgZZieML
WW

Z
ZZh µννµα−β

θθ
=  (5) 

burada Wθ  – Vaynberq bucağı, )( fg L  və )( fgR  – fermionun 0Z -bozonla 
qarşılıqlı təsirinin sol və sağ rabitə sabitləri  
 WfL xQfIfg −= )()( 3 ,   WfR xQfg −=)( , (6) 

)(3 fI  və fQ  – fermionun zəif izospininin üçüncü proyeksiyası və elektrik 
yükü,  WWx θ= 2sin  – Vaynberq parametri, H(k) – skalyar H-bozonun vahidə 
normalanmış dalğa funksiyası, ZM  –  0Z -bozonun kütləsidir. 

 
Şək.1. fHfee →+−  prosesinin Feynman diaqramı 
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(3) və (4) laqranjianları əsasında 1-ci şəkildə verilmiş diaqrama uyğun 
matris elementini yazaq: 

 ×α−β




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cossin2
)(
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×υγ−+γ+γυ× µ ),()]1)(()1)(([),( 115522 spegegsp RL  
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Z iMMxs
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= 2
1)( , 

2
21 )( pps +=  – kütlə mərkəzi sistemində elektronla pozitronun enerjiləri cə-

minin kvadratı,  )(egL  və )(egR  – elektronun sol və sağ rabitə sabitləri 
 

WL xeg +−=
2
1)( ,  WR xeg =)( , (8) 

x  – s  vahidlərində fermion cütünün invariant kütləsi  
 

s
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s
E

s
qqx HH

22
21 21)( +−=+= , (9) 

HE  – skalyar H-bozonun enerjisi, ZΓ  – 0Z -bozonun tam enidir. Matris ele-
mentinin kvadratı bərabərdir 

  )2()1(2222

32
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burada )1(
µνT  və )2(

µνT  elektron-pozitron cütü ilə fermion-antifermion cütünün 
tenzorlarıdır (m – elektronun kütləsidir): 
 −−+−−++= µννµνµµννµνµµν ))(()([)]()([2 212112

2
212112

22)1( gssssssmgppppppegegT RL  
 −−+−++ε− µννµνµσρσρµνρσ ))(([)]()([2)]( 211221

22
2112 gsppsspmegegspspim RL  

 ×+−ε−−+− σρσρµνρσµννµνµ )()(4)]())(( 21
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21122112 egegssmppigsppsspm RL  
 +++−−+−× νµνµνµµννµνµ 121212212121122121 )(())(())()(([ psspppppssgsssssspp  
 )],()(())( 22111221212121 σρσρµνρσνµνµµννµ +ε−++−+ spspimsppsspgspsp  
 

 +−+−+++−= µννµνµµν ])()][1)(1)(()1)(1)(([2 21122121
2

21
2)2( gqqqqqqhhfghhfgT RL  

 .)]1)(1)(()1)(1)(([2 2121
2

21
2

σρµνρσε−+−+−+ qqhhfghhfgi RL  
Bu tenzorların hasilini aşağıdakı kimi yazmaq olur (tenzorların antisim-

metrik hissələri nəzərdən atılmışdır, çünki fermion-antifermion cütünün im-
pulslarına görə inteqrallamanı apardıqda antisimmetrik hissə sıfır verir): 
 ×+−+++−= νµµνµν )]()({[)]1)(1)(()1)(1)(([8 22

2121
2

21
2)2()1( egegqqhhfghhfgTT RLRL  
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 −++−++− νµνµµννµνµνµ ))(())()()[(()(2] 2112121212212112 sppsspgspsppsspegegsp RL  
 )]}.)()(())(( 21122121122121 µννµνµνµνµ −+−+− gppppppsssssspp  (11) 
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Fermion-antifermion cütünün impulslarına görə inteqrallamanın invariant 
üsulla aparılması əlverişlidir [12, 13]. Belə ki, bu zaman yaranan inteqral 
 ∫ −+= )( 21

2

2

1

1
21 qqq

E
qd

E
qdqqI δνµµν


 (12) 

yalnız kpq −=  impulsundan asılı tenzor olacaqdır və onu aşağıdakı şəkildə 
təsvir edə bilərik. 
 νµµνµν += qBqgAqI 2 ,  (13) 
burada A və B – naməlum skalyar funksiyalardır. Onları təyin etmək üçün (12) 
inteqralını əvvəlcə µνg , sonra isə νµ qq  tenzoruna vuraq: 
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Burada yaranmış I  inteqralı fermionla antifermionun kütlə mərkəzi sistemində 
asanlıqla hesablanır (fermionlar kütləsiz hesab edilmişdir): 
 π=∫ −+δ= 2)( 21
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1 qqq
E
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E
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
. (15) 

İndi (14) tənliklər sistemindən A və B-ni təyin edə bilərik: 
 

3
,

6
π=π= BA . 

Beləliklə, µνI  tenzoru üçün 
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2
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ifadəsini alırıq.  
Fermion-antifermion cütünün impulslarına görə inteqrallanmasından sonra 

)1(
µνT  və )2(

µνT  tenzorlarının hasili sadələşir: 
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İxtiyari polyarizə olunmuş elektron-pozitron toqquşmasında skalyar H-bo-

zonla uzununa polyarlaşmış fermion-antifermion cütünün yaranması prosesinin 
diferensial effektiv kəsiyi üçün aşağıdakı ifadə alınmışdır: 
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Burada −CN  rəng vuruğu (lepton cütü yarananda 1=CN , kvark cütü yarananda 
isə 3=CN -dür, Hk  – H-bozonun üçölçülü impulsunun modulu, 1ξ


 və 2ξ


 – elek-

tronla pozitronun sükunətdə olduğu sistemdə onların spinləri istiqamətində vahid 
vektorlar, n  və 0n  – elektronla skalyar bozonun impulsları istiqamətində vahid vek-
torlar, θ  – elektronun impulsu istiqamətinə nəzərən H-bozonun çıxış bucağıdır. 

Alınmış (18) düsturu ixtiyari polyarizə olunmuş elektron-pozitron annihil-
yasiyasında yaranan H-bozonun enerjiyə və bucaqlara görə paylanmasını 
xarakterizə edir. Bu düsturu elektron-pozitron cütünün müxtəlif cür polyarizə 
olunduğu hallarda araşdıraq.  

Elektron-pozitron cütünün uzununa polyarlaşdığı hal. Bu halda 
 θλ−=ξθλ=ξλλ−=ξξλ−=ξλ=ξ cos)(,cos)(,)(,)(,)( 22011021212211

 nnnn  
münasibətləri doğrudur və prosesin diferensial effektiv kəsiyi aşağıdakı şəkil alır: 
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Burada 1λ  və 2λ  – elektronla pozitronun spirallıqlarıdır. Diferensial effektiv kə-
siyin (19) düsturundan göründüyü kimi, elektronla pozitron, həmçinin də fermi-
onla antifermion əks spirallıqlara malik olmalıdır: 121 ±=λ−=λ  )1( 21 ±=−= hh . Bu, 

*Zee →+ +−  və ffZ +⇒*  keçidlərində tam momentin saxlanması qanunu ilə əla-
qədardır. Deməli, ffHee ++⇒+ +−  prosesinə dörd spiral amplitud uyğun gəlir: 

1) elektronla fermion sol, pozitronla antifermion isə sağ polyarizə 
olunmuşdur: 

 );,()(cos
)1(6

)( 222
3

θα−β⋅





−
α

π
=

Ω
→σ +−

xfFskM
xx

N
ddE

fHfeed
LLHZ

WW

KEDC

HH

RLRL  

2) elektronla antifermion sol, pozitronla fermion isə sağ polyarizə 
olunmuşdur: 

 );,()(cos
)1(6

)( 222
3

θα−β⋅





−
α

π
=

Ω
→σ +−

xfFskM
xx

N
ddE

fHfeed
LRHZ

WW

KEDC

HH

LRRL  

3) elektronla antifermion sağ, pozitronla fermion isə sol polyarizə 
olunmuşdur: 
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4) elektronla fermion sağ, pozitronla antifermion isə sol polyarizə 
olunmuşdur: 

 ).,()(cos
)1(6

)( 222
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Burada 
 )()()()( fgegxsDsDF kiZZik =    );,( RLki =  (20) 

ffHee ++⇒+ +−  prosesinin spiral amplitudları (amplitudlarda birinci 
indeks elektronun, ikinci indeks isə fermionun spirallığına uyğundur), 

 θ+=θ 2
2

sin2),(
s

kxxf H  (21) 

funksiyası daxil edilmişdir. 
Diferensial effektiv kəsiyin (19) düsturuna görə,  ffHee RL ++⇒+ +−  

prosesinin effektiv kəsiyi ffHee LR ++⇒+ +−  prosesinin effektiv kəsiyindən 
fərqlənir. Deməli, baxılan proses sol-sağ spin asimmetriyasına malikdir: 
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)()(
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egeg
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RL
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−=
→σ+→σ
→σ−→σ= +−+−
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. (22) 

Sol-sağ spin asimmetriyası yalnız Wx  Vaynberq parametrindən asılıdır və 
bu parametrin 232,0=

W
x  qiymətində təqribən %14=LRA  olur. 

Diferensial effektiv kəsiyin (19) düsturu əsasında son fermionun uzununa 
polyarlaşma dərəcəsini də hesablaya bilərik (başlanğıc zərrəciklərin spirallıq-
larına görə ortalama aparılır): 
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Uzununa polyarlaşma dərəcəsini +−+− τ+τ+⇒+ Hee  prosesində qiymət-
ləndirək, çünki tau-leptonun hadronlu çevrilmələrinə əsasən onun uzununa pol-
yarlaşma dərəcəsinin təcrübələrdə ölçülməsi mümkündür. Bu halda tau-lepto-
nun uzununa polyarlaşma dərəcəsi üçün də 232,0=Wx  olduqda –14 % qiyməti 
alınır. 

Elektron-pozitron cütünün eninə polyarlaşdığı hal. İndi fərz edək ki, 
elektron pozitron cütü eninə polyarizə olunmuşdur ( 2211 , ηξηξ 

== ): 

).cos(sin)(
,cossin)(,cos)(,0)(,0)(

220

110212121

φ−ϕθη=η
φθη=ηφηη=ηη=η=η





n
nnn

 

Burada φ  – elektronla pozitronun eninə spin vektorları 1η  və 2η  arasındakı bu-
caq, φ – H-bozonun azimut çıxış bucağıdır. Bu halda ffHee ++⇒+ +−  
prosesinin diferensial effektiv kəsiyi aşağıdakı ifadə ilə verilir (fermion cütü-
nün spirallıqlarına görə cəmlənmə aparılmışdır): 
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Buradan aydın olur ki, H-bozonun azimut bucağına görə paylanması asim-
metriyaya malikdir ( π=φ  qəbul edilmişdir): 

=
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),( ϕθA  azimut bucaq asimmetriyası +−ee -cütünün eninə spinləri ilə əlaqəli 
olduğundan ona eninə spin asimmetriyası da deyirlər. Eninə spin asimmetriyası 

),( ϕθA  azimut bucağının 0 və π  qiymətlərində maksimal qiymət alır. 2-ci şə-
kildə +−+− τ+τ+⇒+ Hee  prosesində eninə spin asimmetriyasının 21)0,( ηη=ϕθA  
polyar bucağından asılılıq qrafiki təsvir edilmişdir. Elektron-pozitron dəstlə-
rinin enerjisi 500=s  GeV, Hiqqs bozonun kütləsi =HM 125 GeV, enerjisi isə 

HE =250 GeV, Vaynberq parametri 232,0sin2 =θ= WWx  hesab edilmişdir. Gö-
ründüyü kimi, eninə spin asimmetriyası 21),( ηηϕθA  mənfidir və Hiqqs bozo-
nun çıxış bucağının artması ilə azalır və °=θ 90  olduqda minimal –0.6 qiy-
mətini alır, θ  bucağının sonrakı artması ilə asimmetriya artmağa başlayır. 

Polyar θ -bucağına görə inteqrallanmış asimmetriyanın ifadəsi  
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düsturu ilə verilir. Şəkil 3-də +−+− τ+τ+→+ Hee  prosesində eninə spin asim-
metriyası 21)0( ηη=φA -nin Hiqqs bozonun enerjisindən asılılıq qrafiki veril-
mişdir (Elektron-pozitron dəstlərinin enerjisi 500=s  GeV, =HM 125 GeV 
olduqda). Hiqqs bozonun enerjisinin ən kiçik =minHE 125 GeV qiymətində 
asimmetriya sıfıra bərabərdir, enerjinin artması ilə asimmetriya azalır və spek-
trin sonunda –1-ə yaxınlaşır. 

Polyarizə olunmamış zərrəciklər halında ffHee ++→+ +−  prosesinin 
diferensial effektiv kəsiyi 
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ifadəsi ilə verilir. Həmin ifadəni H-bozonun çıxış bucaqlarına görə inteqralla-
maqla fermion-antifermion cütünün invariant kütləyə görə paylanmasını xarak-
terizə edən düsturu alarıq: 
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Şək. 2. Eninə spin asimmetriyasının 

bucaqdan asılılığı 
Şək. 3. Eninə spin asimmetriyasının  

enerjidən asılılığı 
 

4-cü şəkildə 500=s  GeV olduqda Hiqqs bozonun kütləsinin =AM 125 GeV 
və βtg  parametrinin 3=βtg  qiymətlərində +−+− τ+τ+→+ Hee  prosesinin effektiv  

0

0,4

0,8

1,2

1,6

2

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

dσ
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x

x  

kəsiyinin x dəyişənindən asılılıq 
qrafiki verilmişdir. Şəkildən görün-
düyü kimi, tau-lepton cütünün inva-
riant kütləsinin artması ilə effektiv 
kəsik əvvəlcə artır, maksimum qiy-
mətinə çatdıqdan sonra isə azalma-
ğa başlayır və spektrin sonunda sıfır 
olur. 
 
Şək. 4. Effektiv kəsiyin x dəyişənindən 
asılılığı 
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(28) düsturunda x dəyişəninə görə 
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M H  intervalında inteqral-

lamaqla ffHee ++→+ +−  prosesinin tam effektiv kəsiyi də hesablanmışdır: 
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Buraya daxil olan funksiyalar aşağıdakı şəkildədirlər (daha ətraflı [14] işinə 
baxın): 
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Digər ffhee ++→+ +−  prosesinin effektiv kəsiyini almaqdan ötrü 
ffHee ++→+ +−  prosesinin effektiv kəsiyində aşağıdakı əvəzləmələr aparıl-

malıdır: 
 hHhH kkMM →→α−β→α−β ,),cos()cos( . 

Qeyd edək ki, analoji tədqiqatlar ffhee ++⇒+ +−  prosesi üçün də apa-
rılmışdır, onların təhlili başqa bir məqalədə veriləcəkdir. 

Nəticə. Beləliklə, biz ixtiyari polyarizə olunmuş elektron-pozitron toqquş-
masında skalyar H(h)-bozonla uzununa polyarlaşmış fermion-antifermion cütü-
nün yaranması proseslərini ffhHee ++⇒+ +− )(  nəzərdən keçirdik. Həmin 
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proseslərin invariant amplitudları, diferensial və inteqral effektiv kəsikləri, sol-
sağ spin asimmetriyası LRA , fermionun uzununa polyarlaşma dərəcəsi fP , eni-
nə spin asimmetriyası A(φ) üçün analitik ifadələr alınmış, onların +−ee -cütünün 
enerjisindən və skalyar Hiqqs bozonun )( hH MM  kütləsindən asılılıqları tədqiq 
edilmişdir. Nəzəri hesablamalar əyani şəkildə qrafiklərlə nümayiş etdirilmişdir. 
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РОЖДЕНИЕ СКАЛЯРНОГО БОЗОНА И ФЕРМИОННОЙ ПАРЫ  

В ПОЛЯРИЗОВАННЫХ +−ee -СТОЛКНОВЕНИЯХ 
 

С.К.АБДУЛЛАЕВ, М.Ш.ГОДЖАЕВ, Н.А.НАСИБОВА 
 

РЕЗЮМЕ 
 

В рамках Минимальной Суперсимметричной Стандартной Модели рассмотрены 
процессы рождения скалярного бозона и продольно поляризованной фермион-антифер-
мионной пары в произвольно поляризованных электрон-позитронных столкновениях: 

,fHfee →+−  fhfee →+− . Исследованы и выявлены характерные особенности в пове-
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дении сечений и поляризованных характеристик (лево-правой спиновой асимметрии, 
степени продольной поляризации фермиона, поперечной спиновой асимметрии) в зави-
симости от энергии электрон- позитронных пучков и массы Хиггсовских бозонов. 

 
Ключевые слова: Скалярный бозон, Минимальная Суперсимметричная Стандартная 

Модель, левая и правая константы связи, параметр Вайнберга, спиральность 
 

 
THE PRODUCTION OF SCALAR BOSON AND FERMION PAIRS 

IN POLARIZED +−ee -COLLISIONS 
 

S.G.ABDULLAEV, M.Sh.GOJAYEV, N.A.NASIBOVA 
 

SUMMARY 
 

In the framework of the Minimal Supersymmetric Standard Model, the processes of the 
production of a scalar boson and a longitudinally polarized fermion-antifermion pair in arbi-
trarily polarized electron-positron collisions are considered: ,fHfee →+−  fhfee →+− . The 
characteristic features in the behavior of cross sections and polarized characteristics (left-right 
spin asymmetry, the degree of longitudinal polarization of the fermion, transverse spin asym-
metry) are investigated and revealed depending on the energy of the electron-positron beams 
and the mass of the Higgs bosons. 

 
Keywords: Scalar boson, Minimal Supersymmetric Standard Model, left and right cou-

pling constants, Weinberg parameter, helicity 
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NANOKRİSTALLİK SİLİSİUM KARBİD (3C-SiC) 
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Kubik modifikasiyalı nanokristallik silisium karbid (3C-SiC) hissəciklərinin termik 

işlənmə sürətindən aslı olaraq DSC (Differential Scanning Calorimetry), TGA (Thermo-
gravimetric Analysis) və DTG (Differential Thermogravimetric Analysis) analizləri aparıl-
mışdır. 99,5+ % təmizlik dərəcəsinə malik silisium karbid nanohissəciklərinin 300÷1270K 
temperatur intervalında, 5, 10, 15 və 20 K/dəq termik işlənmə sürətləri ilə yaranan termik 
effektlərin kinetik parametirləri (istilik axını, oksidləşmə reaksiya sürəti və aktivləşmə enerjisi) 
təyin olunmuşdur. Fərqli termik işlənmə sürətlərində nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin 
aktivləşmə enerjiləri Arenius yanaşması ilə hesablanmışdır. Nanokristallik 3C-SiC hissəcik-
lərinin oksidləşmə dərəcəsi temperaturun 1270K qiymətinə qədər öyrənilmişdir. 

 
Açar sözlər: nanokristallik 3C-SiC, nanomaterial, termik parametirlər 

 
Modern texnologiyaların inkişafı yüksək temperatura davamlı yeni tip 

materialların işlənib hazırlanmasını tələb edir. Son zamanlarda silisium karbi-
din müxtəlif modifikasiyalı birləşmələri radiasiya materialşünaslığı və  nüvə 
texnologiyasında geniş miqyasda istifadə olunmaqdadır [1-9]. Hazırda silisium 
karbidin 200-dən artıq politipi mövcuddur. Onlar içərisində ən geniş tətbiq 
olunanları kubik (3C-SiC) və heksaqonal (4H-SiC və ya 6H-SiC) modifikasi-
yalı silisium karbid birləşmələridir. Bu tip birləşmələrin ionlaşdırıcı şüalan-
maya, yüksək temperatura və oksidləşməyə davamlı olması, nüvə və kosmik 
texnologiyalarda geniş tətbiq tapmasına səbəb olmuşdur [1-9]. Yüksək tempe-
raturlarda tətbiqi zamanı bu tip birləşmələrin termik davamlılığının öyrənilməsi 
son dərəcə maraqlıdır.  

Nano ölçülərdə materiallar öz funksionallığı və yeniliyi ilə fərqlənir. 
Məhz bu səbəbdən silisium əsaslı nanomateriallar üzərində ionlaşdırıcı şüalan-
ma effektləri tərəfimizdən genişmiqyaslı araşdırılmaqdadır [10-17]. Nanomate-
riallarda xüsusi səth sahəsinin (Specific Surface Area - SSA) böyük olması 
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səthdə istilik daşınmasında, fiziki proseslərdə və xüsusən də termofiziki pro-
seslərdə kəskin fərqin yaranmasına səbəb olur. Nanokristallik bərk cisimlərdə 
və o cümlədən 3C-SiC nanomateriallarında termik işlənmə sürətindən və tem-
peraturdan aslı olaraq baş verən müxtəlif tip (DSC Scanning Kinetics, DSC 
Isothermal Kinetics və TGA Decomposition Kinetics)  termik proseslərin ki-
netik  təhlilli aparılmışdır. Tədqiq olunan işdə nanokristallik 3C-SiC hissəcik-
lərinin termik parametirləri 300-1270 K temperatur intervalında termik işlənmə 
sürətindən aslı olaraq öyrənilmişdir.  
 

Təcrübə 
Təqdim olunan işdə hissəcik ölçüləri 18nm, xüsusi səth sahəsi (SSA) 

120 m2/q, nano halda sıxlığı 0.03q/sm3 (həqiqi sıxlıq 3.216 q/sm3) və təmizliyi 
99+% olan kubik modifikasiyalı nanokristallik 3C-SiC hissəcikləri götürülüb 
(İstehsalçı: US Research Nanomaterials, Inc., TX, USA). Təcrübələr “Perkin 
Elmer” STA 6000 cihazında yerinə yetirilmişdir. “Perkin Elmer” STA 6000 ci-
hazında işçi oblast 16-1000 0S,  termik işləmə sürəti 5, 10, 15 və 20 0S/dəq, 
PolyScience analizatoru və “digital temperature controller” soyuducu sistemi-
dir. “Pyris Manger” proqram təminatından istifadə olunaraq kinetik parametrlər 
təyin olunmuşdur. Yanma məhsullarının sistemdən xaric edilməsi və kondensa-
siya prosesinin qarşısının alınması məqsədilə arqon təsirsiz qazından istifadə 
edilmiş və sistemə 20 ml/dəq sürət ilə verilir. Standart 177,78 mg alüminium–
oksid əsaslı pəndən istifadə olunmuşdur. Termocüt üzərində yerləşdirilmiş 
elektron qeydedici vasitəsi nümunə 10-3 mq dəqiqliyi ilə nümunənin kütləsi 
təyin olunur və avtomatik rejimdə qeyd olunur. Proqram təminatı avtomat-
laşdırılmış qaydada nümunə ilə dolu pənin kütləsi ilə boş pənin kütlə fərqini 
təyin edir. Təyin olunmuş kütlə proqram təminatında yaddaşda saxlanılır. 
Termik spektrlərdə yaranan endo və ekzotermik effektlərin parametirləri “Cal-
culation” menyusundan istifadə olunmaqla hesablanılır. Təcrübələrdə alınmış 
və sonradan hesablanmış qiymətlərə uyğun alınan bütün nəticələr “OriginPro 
9.0” proqramında qrafik olaraq təsvir edilmişdir. 
 

Nəzəri hissə 
Termoqravimetrik analiz (Thermogravimetric Analysis – TGA) bir çox 

birləşmələrin termik deqradasiya və istilik sabitliyini araşdırmaq üçün geniş 
istifadə olunur [18-22]. TGA – nın bir neçə tətbiq sahələri vardır ki, bunlardan 
da kinetik parametrlərin, oksidləşmə və parçalanma reaksiyaları, aktivləşmə 
enerjisinin müəyyən edilməsi və s. göstərmək olar. TG analizində, reaksiya 
dərəcəsi (X) deqradasiya prosesinə müvafiq olan tam çəki itirilməsinin faktiki 
çəki itirilməsinə nisbəti kimi müəyyən edilə bilər [18]: 
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burada, W0 nümunənin ilkin çəkisi, Wt nümunənin faktiki çəkisi, Wt  nümunə-
nin son çəkisi və X isə hissələrə ayrılma dərəcəsidir. Kinetik prosesin tipik mo-
deli temperatur və kütlənin funksiyası kimi X – ın temperatura (zaman) nəzərən 
xüsusi törəməsidir (dX/dt). Bunu nəzərə alsaq hissələrə parçalanma dərəcəsi 
aşağıdakı kimi ifadə oluna bilər: 

)(Xkf
dt
dX =      (2) 

burada, dX/dt hissələrə parçalanma dərəcəsi, k parçalanma sabiti və f(X) kinetik 
funksiya modelinin diferensial ifadəsidir. Buna baxmayaraq, parçalanma sabiti 
k , həmçinin Arrhenius tərəfindən aşağıdakı kimi ifadə edilmişdir: 

RT
E

eAk
−

⋅=      (3) 
burada, A pre – exponensial faktor (s-1), E deqradasiya reaksiyalarında akti-
vasiya enerjisi (kC/mol), R unversal qaz sabiti (8,314C/mol·K), T isə mütləq 
temperaturdur (K). (2) və (3) tənliklərinin kombinasiyasından növbəti tənliyi 
alarıq: 

)(XfeA
dt
dX RT

E−
⋅=     (4) 

TG analizdə, nümunənin temperatur dəyişməsi istilik dərəcəsi sabiti β 
(β = dT/dt) ilə (4) tənliyindən aşağıdakı kimi təyin edilə bilər: 

)(XfeA
dT
dX RT

E−
⋅=

β
    (5) 

Buna görə də, kinetik parametrləri müəyyən etmək üçün əsas TG mə-
lumatları (5) münasibətindən təyin etmək olar. Aktivləşmə enerjisini bir neçə 
metod ilə hesablamaq olar ki, bunlardan da əsasən konversiya ölçmələrinin 
dərəcəsini (X) və istilik dərəcəsi sabitini (β) göstərmək olar. Beləliklə, kinetik 
parametrlərin deqradasiyası TG analizi məlumatlarına əsasən asanlıqla hesab-
lana bilər. Aktivləşmə enerjisini fərqli temperatur nisbətlərində TGA məlumat-
larına əsasən təyin etmək üçün bir neçə fərqli metodlar vardır ki, bunlara da, 
Ozava, Kissinger, Van Krevelen, Coatse – Redfem və s. tədqiqatçıların işlə-
rində rast gəlmək olar [19].  

Flynn – Vall – Ozavan metodu: Reaksiya qaydalarını və TGA – nın 
bəzi diferensial məlumatlarını bilmədən Flynn – Vall – Ozavan metodu ilə 
aktivasiya enerjisini hesablamaq mümkündür [23]. İlkin T0 temperaturunun (5) 
tənliyinə inteqrasiyası, məlum dərəcədə X0 konversiyası, pik temperatur Tp və 
X = Xp olarsa, aşağıdakı bərabərliyi yaza bilərik: 

∫ ∫
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     (6) 

burada, g(X) konversiyanın inteqral funksiyasıdır. x = E/RT kimi qəbul etsək, 
(6) tənliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 
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Ozavan metodu adətən Doyle yaxınlaşmasına əsaslanır.  
log p(x) ≈ 2,315 – 0,457x və ya ln p(x) ≈ 5,330 – 1,052x. 20<x<60 şərti 
daxilində (7) tənliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

RT
E

RXg
AE 4567,0315,2

)(
loglog −−=β    (8) 

Burada, A və R sabit və g(X) isə spesifik çevrilmə üçün sabitdir. Be-
ləliklə, E qiyməti istənilən hissələrə bölünən spesifik hal üçün xətti asılılıqdan 
kənaraçıxma (log β) və fərqli istilik nisbətlərində (1/T) reaksiya şərtləri bilin-
mədən Ozavan üsulu ilə hesablana bilər. 

Ozavan metodundan istifadə edərək aktivasiya enerjisini təyin edər-
kən, bir neçə TGA əyrisi və müxtəlif qızma dərəcələri (β) mühüm parametr-
lərdir. Təqdim olunan işdə, dörd fərqli qızma temperaturunda (β = 5oS/dəq., 
10oS/dəq., 15oS/dəq. və 20oS/dəq.) nanokristallik 3C-SiC hissəcikləri nəzərdən 
keçirilmişdir. 

Termodinamik proseslərdə temperaturun artması ilə sistemi təşkil edən 
molekulların hərəkət tezliyi artır. Molekulların tezliyinin artması qaz, maye və 
bərk halda olan bütün növ maddələr üçün doğrudur. Molekulların kinetik ener-
jisi onların sürəti ilə düz mütənasibdir, temperaturun artması kinetik enerjinin 
artmasıdır. Termik halda daha çox molekul böyük kinetik enerjiyə malik ola-
caq və enerji baryeri yüksək olan molekullar fraksiyası yaranacaqdır. Fraksiya 
payı yüksək olan molekulların enerji aktivləşmə enerjisinə Ea bərabər və yaxud 
ondan böyükdür [24-25]. Aktivləşmə enerjisini təyin etmək üçün digər yanaş-
ma Arenius yanaşmasıdır. Arenius tənliyindən istifadə edərək Ea aktivləmə 
enerjisi təyin olunur. 






−=

RT
E

Z aexpκ                    (9) 

(9) tənliyində k-kimyəvi reaksiyanın sürəti, Z pre-exponential factor və 
ya Arenius tənliyinin A faktoru adlanır. A faktoru temperaturdan empirik ola-
raq aslıdır və kimyəvi reaksiyanın sürət əmsalıdır. A faktoru eksperimental 
təcrübə ilə təyin olunur və sistemdə termik işlənmə zamanı vahid zamanda 
toqquşan molekulların sayını təyin edir. Birinci tərtib reaksiyalar üçün vahidi 
(1/saniyə) dir. Ea-raksiyanın aktivləşmə enerjisi, R-universial qaz sabiti və T- 
Kelvin ilə mütləq temperaturdur. Termik prosesdə 
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( 2lnκ - 1lnκ ) fərqini hesablasaq onda  
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həmin prosesin aktivləşmə enerjisi (14) ifadəsi şəklində veriləcəkdir. 
 

Nəticə və müzakirələr 
Fərqli termik sürətlərlə işlənilmiş nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin 

istilik selinin temperaturdan asılılıq (DSC) spektri şəkil 1-də verilmişdir. İstilik 
axımının temperatur asılılığında geniş temperatur (25 – 10000S) oblastında 
xaotiklik müşahidə olunur (şəkil 1a). Lakin seçilmiş aşağı temperatur oblas-
tında (25 – 1150S – yə qədər) qızdırılma dərəcəsi ilə mütanasiblik mövcuddur 
(şəkil 1b). Şəkillərdən göründüyü kimi, ümumi yanaşmada nanokristallik 3C-
SiC hissəciklərində baş verən termik prosesləri iki hissə ilə izah etmək olar. 
Hər iki hissədə atmosferdən adsorbsiya olunan suyun və ya digər aşqar ele-
mentlərin sistemdən çıxması müşahidə olunur. Birinci mərhələdə, proses tem-
peraturun təqribən 1100S qiymətində yekunlaşır (şəkil 1a). Uyğun olaraq təq-
ribən 1100S temperaturda digər proses başlayır. Məlumdur ki, nanomateriallar 
çox böyük xüsusi səth sahəsinə (Specific Surface Area - SSA) malikdirlər. 
Məhz bu səbəbdən, bu tip materiallar səthi aktiv olur və atmosferlə təmasdan 
dərhal su və ya digər birləşmələri nanohissəcik səthində asılı hala salırlar. 
Termik əyrilərin müşahidəsindən belə nəticəyə gəlmək olar ki, ikinci prosesdə 
temperaturun artması nəticəsində nanomaterialda mövcud asılı su və ya digər 
qatışıqlar sistemi tərk etməyə başlayır. Bu proses temperaturun təqribən 450 – 
5000S qiymətinə qədər davam edir. Temperaturun 5000S qiymətindən 10000S 
qiymətinə qədər nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin termik spektrlərində, de-
mək olar ki, dəyişiklik yoxdur. Şəkillərdən göründüyü kimi, termik işlənmə 
sürətinin artması ilə nümunəni tərk edən aşqar elementlərin sistemdən çıxma 
tezliyi azalır. Bu prosesi şəkil 1b-də daha asanlıqla müşahidə etmək müm-
kündür. 

Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin fərqli termik işlənmə sürətlərində 
aktivləşmə enerjisini Arenius yanaşması ilə hesablamaq üçün ln k – 1000/T 
asılılıqları şəkil 2-də verilmişdir. Qeyd edək ki, Arenius yanaşmasına əsasən 
qurulmuş ln k – 1000/T asılılıqlarında əyrilərin xətti hissəsinin 1000/T xətti ilə 
əmələ gətirdiyi bucağın tangensi birbaşa aktivləşmə enerjisini ifadə edir. He-
sablanmış aktivləşmə enerjilərinin müqayisəsindən görünür ki, termik işlənmə 
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sürətinin artırılması aktivləşmə enerjisinin azalmasına səbəb olur. Fiziki olaraq 
bunu belə izah etmək olar ki, daha çox sürətlə qızdırılma zamanı prosesdə işti-
rak edən hissəciklərin sayı azalır. Bu isə öz növbəsində aktivləşmə enerjisinin 
zahirən azalmasına səbəb olur. Temperaturun kiçik qiymətlərində (1000/T > 
3.1) müşahidə olunan kənaraçıxmalar, hesab olunur ki, nanomaterial daxilində 
adsorbsiya olunan əlavə su və ya digər qatışıqlarla əlaqəlidir. 

 

 
Şək. 1. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin fərqli termik işlənmə sürətlərində istilik selinin 

temperatur asılılıqları (a geniş aralıqda, b seçilmiş aralıqda). 

 
Şək. 2. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin fərqli termik işlənmə  

sürətlərində ln k – 1000/T asılılıqları. 
 
Arenius yanaşması ilə hesablanmış aktivləşmə enerjisi cədvəl 1-də təsvir edil-
mişdir. Termik işlənmə sürətinin artması ilə aktivləşmə enerjisinin ədədi 
qiymətinin azalması cədvəldən aydın müşahidə edilir. Temperaturun 300K < T 
< 325K qiymətəri aralığında aktivləşmə enerjisinin hesablanmış ədədi qiyməti 
təqribən 680 – 870 kJ/mol aralığında dəyişir deyə bu qiymət reallıqdan 
kənardır. Alınmış bu nəticələri cihaz xətası və ya nümunə daxilində olan əlavə 
adsorbatlarla əlaqələndirmək olar. Cədvəldə, həmçinin temperaturun 325K < T 
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< 1270K qiymətlərində baş verən effektlərin enerjisi cihazın proqram 
təminatının köməyilə hesablanmışdır. 

 
Cədvəl 1 

Müxtəlif termik sürətlərdə işlənilmiş nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin 
aktivləşmə və baş verən digər effektlərinin enerjiləri 

325K < T < 1270K 
Termik işlənmə sürəti, 

(K/min) 
Effektin enerjisi, A (mJ) Aktivləşmə enerjisi, ΔE 

(kJ/mol) 
5 1.7·105 127.42 

10 9.4·104 124.03 
15 8.6·104 116.21 
20 7.7·104 108.27 

 
Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin fərqli termik işlənmə sürətlərində kütlə-
sinin temperaturundan asılı olaraq dəyişmə asılılıqları şəkil 3-də təsvir 
edilmişdir. 

 

 
Şək. 3. Nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin fərqli termik işlənmə sürətlərində kütləsinin 

temperaturundan asılı olaraq dəyişməsi 
 
Şəkildən göründüyü kimi, temperaturun artaması ilə ümumi yanaşmada kütlədə 
çox az dəyişmə müşahidə olunur. İlk öncə qeyd etmək lazımdır ki, aparılan 
eksperimentlərdən alınan nəticələr başlanğıc kütlənin ədədi qiymətindən asılı 
deyil və başlanğıc kütlənin fərqli olması tam texniki xarakterlidir ki, bu da heç 
bir fiziki məna kəsb etmir. Temperaturun təqribən T < 8000S qiymətində az 
miqdarda azalma müşahidə olunur ki, bunu da nümunə daxilinə adsorbsiya 
olunmuş əlavə qatışıqlarla izah etmək olar. Lakin temperaturun təqribən T > 
8000S qiymətindən başlayaraq kütlədə az miqdarda artma müşahidə olunur. 
Bunun isə səbəbi oksidləşmə ola bilər, lakin bunu təsdiqləmək üçün daha çox 
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analitik işlərə ehtiyac vardır. “Pyris Manger” proqram təminatının köməyilə 
oksidləşmə dərəcəsinin temperatur asılılığı çıxarılmışdır. Məlum olmuşdur ki, 
nanokristallik 3C-SiC hissəciklərində temperaturun 1270 K qiymətinə qədər 
oksidləşmə çox azdır. Xüsusən temperaturun təqribən 1000K qiymətinə qədər 
oksidləşmə, demək olar ki, yoxdur. Lakin temperaturun 1000K-dən böyük qiy-
mətlərində çox cüzi oksidləşmə müşahidə olunur və praktik olaraq ümumi ya-
naşmada oksidləmə dərəcəsi sıfıra yaxındır. Bu isə bir daha bu tip materialların 
yüksək temperaturda oksidləşməyə dayanıqlı olmasını sübut edir. 
 

Nəticələr 
Aparılan tədqiqatlardan məlum olmuşdur ki, temperaturun 1270K qiy-

mətinə qədər nanokristallik 3C-SiC hissəcikləri çox davamlı fiziki xassəyə ma-
likdir. Nanomateriallara xarakterik xüsusi səth sahəsinin böyük olması nano-
kristallik 3C-SiC hissəciklərində temperaturun 500K qiymətinə qədər DSC əy-
rilərində fərqli tip effektlərin müşahidə olunmasına səbəb olmuşdur. Fərqli ter-
mik işlənmə sürətləri ilə qızma zamanı nanokristallik 3C-SiC hissəciklərinin 
termik aktivləşmə enerjilərinin qiymətləri seçilmiş nümunə üçün tipik qiymətə 
yaxın (120kJ/mol) alınmışdır. Müəyyən olunmuşdur ki, termik işlənmə sürə-
tinin artması ilə aktivləşmə enerjisinin ədədi qiyməti azalır. Cihazın proqram 
təminatı ilə hesablanmış oksidləşmə dərəcəsinin temperaturun 1270K qiyməti-
nə qədər praktik olaraq sıfıra yaxın olması tapılmışdır. 
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ИССЛЕДОВАНИЯ DSC МЕТОДОМ НАНОКРИСТАЛЛИК КРЕМНИЯ КАРБИДА 
ЧАСТИЦ (3C-SiC) ТЕПЛОВЫХ ПАРАМЕТРОВ 

 
Э.M.ГУСЕЙНОВ, M.Н.MИРЗАЕВ 

 

РЕЗЮМЕ 
 

Анализы проводились модификации кубического нанокристаллик кремния 
карбида частиц (3C-SiC) скорости термической обработки в зависимости от ДСК 
(Дифференциальной Сканирующей Калориметрии), ТГА (Термогравиметрический 
Анализ) и ДТГ (Дифференциальный Термогравиметрический Анализ). Определялись 
при температурном диапазоне 300 ÷ 1270K, обладают чистотой 99,5 +% нанокристаллик 
кремния карбида частиц, 5, 10, 15 и 20 К / мин термической обработки тепловая еффекта 
кинетические параметры (тепловой поток, скорость реакции окисления и энергии 
активации). При различных скоростей термической обработки нанокристаллик 3C-SiC 
частицы Арениус уравнением рассчитывается активации энергии. Нанокристаллик 
частицы 3C-SiC было изучено окисления до 1270K температуры. 

 
Ключевые слова: Нанокристаллик 3C-SiC, наноматериал, тепловые параметры 

 
 

INVESTIGATION OF THERMAL PARAMETERS OF NANOCRYSTALLINE 
SILICON CARBIDE (3C-SiC) PARTICLES USING DSC METHOD 

 
E.M.HUSEYNOV, M.N.MIRZAYEV 

 
SUMMARY 

 
DSC (Differential Scanning Calorimetry), TGA (Thermogravimetric Analysis) and 

DTG (Differential Thermogravimetric Analysis) analyses of cubic modificated nanocrystalline 
silicon carbide (3C-SiC)  particles have been conducted at different heating rates. Kinetic 
parameters of nanocrystalline silicon carbide (3C-SiC)  particles with 99,5+ % purity have 
been determined at the  300÷1270K temperature range and 5, 10, 15 and 20 K/min heating rate 
(heat flux, oxidation reaction rate and activation energy). Activation energy of nanocrystalline 
3C-SiC particles has been calculated for different heating rates by Arenius approach. The 
oxidation of nanocrystalline 3C-SiC particles have been studied up to 1270K. 

 
Key words: nano crystal 3C-SiC, nanomaterial, thermal parameters 
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Методами квантовой химии и молекулярной динамики исследовано пространст-

венное и электронное строение молекулы CREKA обладающего противоопухолевым 
эффектом. Рассчитаны геометрические параметры и энергетические вклады различ-
ных видов межатомных взаимодействий в стабилизацию устойчивых конформаций 
молекулы, проведена количественная оценка пределов изменения двугранных углов в ос-
новной и боковых цепях аминокислотных остатков. Полуэмпирическими методами 
квантовой химии CNDO/2 и MNDO с использованием параметризационных схем расче-
та AM1 и PM3 исследованы электронно-конформационные свойства молекулы CREKA и 
проведен сопоставительный анализ результатов расчета, проведенных различными 
методами. 

       
Ключевые слова: CREKA, пептид, конформационный анализ, электронная 

структура, молекулярная динамика 
 
         Одним из актуальных направлений нанобиотехнологии является ис-
следование процессов управляемого транспорта лекарственных препара-
тов и диагностических средств, осуществляемого с помощью наночастиц. 
Нагруженные молекулами лекарственного вещества, наночастицы спо-
собны доставлять химические соединения непосредственно к поражен-
ным клеткам без существенного воздействия на  здоровые клетки различ-
ных органов и тканей. Несмотря на то, что в мире зарегистрировано более 
тридцати тысяч различных лекарственных препаратов, и по сей день про-
должается поиск соединений, обладающих ярко выраженным селектив-
ным эффектом действия, синтезируются новые вещества, исследуются их 
модифицированные аналоги. К числу таких лекарственных препаратов, 
используемых в терапии опухолевых клеток с использованием наноча-
стиц, относится соединение, состоящее из пяти аминокислотных остат-
ков-Cys, Arg, Glu, Lys, Ala и получившее название CREKA. Препарат 
CREKA, обладающий противоопухолевым эффектом в отношении рака 
простаты был впервые синтезирован в 2006 году американскими учены-
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ми. Впоследствии были изучены его фармакологические свойства.  
       Расчеты методом молекулярной динамики проводились в условиях 
неявно заданных молекул воды с учетом диэлектрической проницаемости 
среды (ε). Известно, что изменение диэлектрической проницаемости 
влияет на баланс электростатических взаимодействий функциональных 
групп аминокислотных остатков в молекулах пептидов и оказывает суще-
ственное влияние на образование и число водородных связей.  Во всех 
случаях рассчитанная равновесная геометрия использовалась в качестве 
начальной для молекулярно-динамического расчета, проводимого в по-
тенциалах полуэмпирического метода ММ+ без учета симметрии. Опти-
мизация геометрии молекулы проводилась  с параметром сходимости 
0.01. 
     Для выявления конформационно устойчивых и относительно лабиль-
ных участков молекулы CREKA была изучена молекулярная динамика 
пептида в условиях, моделирующих неявно водное окружение. Для под-
держания постоянства температуры использовали столкновительный 
термостат в сочетании с термостатом Берендсена. Постоянная времени 
изменения скорости в термостате  Берендсена была равна τ=0,5. Исполь-
зовали периодические граничные условия с кубической ячейкой 
100х100х100 Å. Радиусы обрезания составляли для: а) электростатиче-
ских взаимодействий 21 Å; б) Ван-дер-ваальсовых взаимодействий 16,8 
Å. Известно, что изменение торсионных углов ϕ и ψ обеспечивает основ-
ной вклад в гибкость полипептидной цепи.   
       На основе анализа полученных результатов сделан вывод, что остаток 
аргинина во всех низкоэнергетических конформациях находится в R-
области конформационного пространства, а для его боковой цепи пред-
почтительны полностью вытянутые конформации. Иная картина наблю-
дается для остатка Glu3, который с равной вероятностью может нахо-
диться как в R-, так и в B-областях конформационного пространства. Бо-
ковая цепь Glu3 реализует предпочтительно структуры свернутого типа, 
благодаря чему может образовывать водородные связи не только с боко-
вой цепью Arg2, но и с собственной основной цепью  (конформация 2, 
табл.1), а также с атомом водорода пептидной группы в основной цепи 
соседних по цепи остатков, например, с NH-группой остатков  Cys1 и 
Arg2 в конформациях 6, 8 и 11 (табл.1). Для детального изучения кон-
формационной подвижности боковых цепей молекулы CREKA, были по-
строены сечения потенциальной поверхности молекулярной системы при 
варьировании углов ϕ в основной и χ1, χ2, χ3, χ4  в боковой цепи остатков 
Cys, Arg, Glu, Lys и Ala. 
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Таблица 1 
Водородные связи в низкоэнергетических конформациях молекулы 

CREKA 
*Конформация 

 
Водородная связь Длина водород-

ной связи, Å 
Энергия водородной 

связи, ккал/моль 
1 NδH(Arg2)…COO(Glu3) 2.7 -0.18 

2 NH (Glu3)…COO(Glu3) 
CO(Glu3)…NH(Ala5) 

2.5 
2.7 

-0.34 
-0.18 

3 NδH(Arg2)…COO(Glu3) 2.3 -0.54 
4 NδH(Arg2)…COO(Glu3) 2.9 -0.11 
5 NδH(Arg2)…COO(Glu3) 2.8 -0.15 
6 NH(Cys1)…COO(Glu3) 

NH(Arg2)…COO(Glu3) 
1.9 
2.2 

-1.25 
-0.76 

7 NH(Cys1)…COO(Glu3) 2.1 -1.05 
8 NH(Cys1)…COO(Glu3) 

NH(Arg2)…COO(Glu3) 
2.1 
2.0 

-1.05 
-0.94 

9 NδH(Arg2)…COO(Glu3) 2.4 -0.42 
11 NH(Arg2)…COO(Glu3) 2.3 -0.50 

 
Согласно результатам расчета, глутаминовая кислота играет суще-

ственную роль в формировании стабилизирующих контактов, так как 
участвует как в невалентных взаимодействиях, так и в электростатиче-
ских контактах с соседними по цепи остатками. В таблице 2 приведены 
значения двугранных углов 12 низкоэнергетических конформационных 
состояний молекулы CREKA, которые могут быть использованы для изу-
чения конформационной динамики и структуры ее аналогов.  

 
Таблица 2 

Двугранные углы в низкоэнергетических конформациях молекулы 
CREKA по данным конформационного анализа 

Конфор-
мация 

Амнокислотные остатки 
Cys1 Arg2 Glu3 Lys4 Ala5 

1 -73,-55,180, 
176 

-104,-59,178, 
177,185,176,181 

-99,137,185, 
-54,-69,166 

-117,-61,181, 
-61,179,179,179,180 

-88,-52,178, 
180 

2 -76,-52,180, 
179 

-92,-56,178, 
178,182,178,181 

-147,173,180, 
43,60,67 

-90,95,180, 
-60,181,181,181,180 

-84,-55,179, 
180 

3 -83,72,181, 
178 

-116,-63,177, 
175,187,171,180 

-96,-52,183, 
-55,-66,154 

-114,123,175, 
180,179,180,180,180 

-83,-54,180, 
181 

4 -83,76,181, 
180 

-119,-63,179, 
179,185,177,181 

-94,140,187, 
-56,-70,167 

54,65,184, 
-57,179,181,180,180 

50,56,188, 
-59 

5 -77,-57,179, 
176 

-108,-61,178, 
177,183,177,181 

-98,143,186, 
-55,-70,168 

55,68,181, 
-57,180,180,180,180 

-113,141,183, 
61 

6 -87,-62,180, 
-57 

-136,-63,180, 
-67,179,182,179 

53,62,183, 
-60,75,228 

-117,96,182, 
-57,179,182,180,180 

-89,-56,180, 
180 

7 -88,-63,180, 
-62 

-137,-62,180, 
-72,181,180,180 

53,68,183, 
-61,74,230 

60,68,183, 
-54,179,181,179,180 

-111,141,177, 
59 
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8 -89,-62,180, 
-63 

-138,-63,179, 
-67,179,182,179 

53,59,183, 
-60,74,234 

-113,-61,182, 
-58,179,182,180,180 

-86,-54,179, 
180 

9 -82,179,181, 
85 

-105,-62,179, 
176,186,174,181 

-98,139,188, 
-56,-68,163 

-116,-60,181, 
-59,179,180,180,180 

-87,-52,178, 
180 

10 -79,181,181, 
84 

-103,101,181, 
-61,179,180,179 

-107,167,189, 
-51,-56,124 

-83,-53,177, 
-60,179,181,179,180 

-83,-53,176, 
180 

11 -79,180,181, 
83 

-113,-62,180, 
-60,178,182,178 

50,62,179, 
-62,72, 234 

-120,94,181, 
-120,-57,179,182,180 

-89,-56,180, 
180 

12 -80,-58,180, 
-58 

-113,-58,178, 
183,183,179,180 

-104,-74,190, 
-57,-71,173 

-128,-68,193, 
-60,180,180,180,180 

-89,-51,189, 
-51 

*Примечание: Величины двугранных углов даны в последовательности:  
ϕ, ψ, ω (основная цепь, верхняя строка), χ1, χ2, χ3, χ4, χ5 (боковая цепь, нижняя строка). 
      
            Полученные результаты могут быть использованы для молекуляр-
ного моделирования аналогов молекулы CREKA и изучения их структур-
но-функциональной взаимосвязи с целью выявления общих элементов 
пространственной структуры, ответственных за фармакологические эф-
фекты исследуемого соединения. Такие исследования могут быть основой 
для последующего синтеза новых лекарственных препаратов с управляе-
мым терапевтическим эффектом.  
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CYS-ARG-GLN-LYS-ALA MOLEKULUNUN MOLEKULYAR DİNAMİKASI 
 

Q.D.ABBASOVA, E.Z.ƏLİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Kvant kimyası və molekulyar dinamika üsulu ilə sislərə qarşı effektiv təsir göstərən 
CREKA molekulunun fəza və elektron quruluşu tədqiq edilmişdir. Molekulun dayanıqlı 
konformasiyalarının stabilləşməsində payları olan atomlararası qarşılıqlı təsir enerjiləri və 
həndəsi parametrləri hesablanmışdır. Amin turşularının əsas və yan zəncirlərinin kifayət qədər 
ikiüzlü bucaqlarının qiymətlərinə baxılmışdır. CNDO/2 və MNDO yarımempirik kvant 
kimyası üsulu ilə AM1 və PM3 hesablama sxemindən istifadə edilməklə CREKA molekulunun 
elektron-konformasiya üsulu müəyyən edilmişdir. 

 
Açar sözlər: CREKA, peptid, konformasiya analizi, elektron quruluşu, molekulyar 

dinamika 
 
 

MOLECULAR DYNAMICS OF THE MOLECULE CYS-ARG-GLN-LYS-ALA 
 

G.D.ABBASOVA, E.Z.ALIYEV 
 

SUMMARY 
 
The spatial and electron structures of the CREKA molecule were investigated by the 

quantum chemistry and molecular dynamics methods. The geometrical parameters and energy 
contributions of various types of interatomic interactions stabilizing the stable conformational 
states of the molecule were calculated. The dihedral angles of the main and side chains of ami-
no acids changing during molecular dynamics simulation were evaluated. The electron and 
conformational properties of the CREKA molecule were studied by the CNDO/2 and MNDO 
(by applying of AM1 and PM3 methods) semi-empirical methods of quantum chemistry. 

 
Key words: CREKA, peptide, conformational analysis, electron structure, molecular 

dynamics. 
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(CoFe)75Si10B15 AMORF ƏRİNTİSİ ÜÇÜN  
HİSTEREZİS İLGƏKLƏRİNİN ALINMASI 

 
T.M.PƏNAHOV, A.Ə.İSAYEVA 

Azərbaycan Memarlıq və İnşaat Universiteti 
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Aparılan bu elmi-tədqiqat işinin məqsədi nizamlanan (CoFe)75Si10B15 ərintisinin faza 

çevrilmələrini tədqiq etmək və alınan nəticələrdən konkret tətbiqlər üçün təkliflər verməkdir. 
(CoFe)75Si10B15 amorf ərinti nümunəsinin statik histerezis ilgəkləri 300 0C-də tab alma, sahə 
olmadan yavaş soyudulma, dəyişən sahədə yavaş soyudulma ilə termomaqnit emal zamanı, 410 
0C-dən suda tabalma və dəyişən sahədə Н~ suda tabalma zamanı ölçülmüşdür. 

 
Açar sözlər: amorf ərintilər, tabalma histerezis ilgəkləri, termomaqnit emal 

  
Atom düzülüşündə uzaq nizamlılığı olmayan materiallar və metallik ərin-

tilər amorf materiallar adlanır. Amorf (yunanca amorphous-formasız) halı bərk 
maddənin qeyri-kristallik halı olub, xassələrin izotropluğu və ərimə nöqtəsinin 
olmaması ilə xarakterizə olunur, yəni ərimə prosesi müəyyən temperatur inter-
valında baş verir [ ]2,1 .  

Amorf metallik materiallar XX əsrin ən son yeniliklərini özündə əks et-
dirir. Kristallik materiallarla müqayisədə, onlar öz amorf quruluşları ilə əlaqə-
dar bir sıra yüksək maqnit, mexaniki və kimyəvi xassələrə malikdirlər. Amorf 
metalların üstünlüklərinə onların istehsalının sadə sxemini də əlavə etmək olar. 
Bütün bunlar amorf metallik materialların istehsalının sənaye miqyasına keç-
məyə və onların bazarda öz layiqli yerini tutmağa imkan verir. Amorf metallar 
aşkar edilməsi, metallar haqqında təsəvvürlərimizi əhəmiyyətli surətdə dəyiş-
dirərək, metallar haqqında elmə böyük töhvə oldu. Aşkar edildi ki, amorf 
metallar öz xassələrinə görə, atomların yerləşməsində nizamlılığın xarakter ol-
duğu metallik kristallardan fərqlənirlər [ ]4,3 . 

Metal və ərintilərdə amorf quruluşunun formalaşması maqnit, elektrik, 
mexaniki, ifratkeçirici və digər xassələrin fundamental surətdə dəyişməsinə gə-
tirir. Bu xassələrdən bəziləri həm elm, həm də praktika üçün olduqca maraqlı-
dır. Odur ki, əsasında atomların fəzada sərbəst yerləşməsi duran maddələrin 
öyrənilməsi olduqca aktualdır. 

Müasir dövrdə amorf metallik ərintilər istehsalda daha çox istifadə 
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olunur. Belə ki, dünyanın ən böyük şirkətlərindən olan Apple firması metallik 
şüşələrin istehsalı üçün müqavilə bağlayıb. İlk dəfə kommersiya məqsədləri 
üçün məhsul 2003-cü ildə istifadə edilmişdir. Bu məhsul ABŞ-ın Müdafiə 
texnikası, tibbi avadanlıqlar və hətta tennis raketkaları, qolf atıcı almaq üçün 
istifadə olunmuşdur. [ ]6,5  

Bu maddələrin maqnit xassələri onların quruluş xassələri və kimyəvi tər-
kibi ilə əlaqədardır. Onların əhəmiyyətli praktiki xassələrinin formalaşmasında 
termomaqnit (sabit və dəyişən sahələrdə) və termomexaniki emal kimi xarici 
təsirlərin böyük əhəmiyyəti vardır. Onların təsiri nəticəsində gətirilmiş anizo-
tropluğun xarakteri dəyişir, histerezis ilgəyi yerini dəyişir və s. 

Co əsaslı amorf (CoFe)75Si10B15 ərintiləri tabalma metodu ilə alınmışdır. 
Ərintilər alındıqdan sonra zəif maqnit sahəsində 300 0С temperaturda (kristal-
laşma temperaturundan aşağı) havada və vakuumda termiki işlənməyə məruz 
edilmişlər. Amorf lentlərin qalınlığı 20 mkm, uzunluğu 7 mm, eni isə 2 mm 
tərtibində olmuşdur. Termiki işlənmədə maqnit sahəsi nümunənin uzunu istiqa-
mətində 50 mE-dən 15 E-ə qədər dəyişir. 

Fe81Si7B12 (λ ~ 30∙10-6) və (CoFe)75Si10B15 (λ ~ 0) tərkibli amorf ərin-
tilərin yenidən maqnitlənmə proseslərinin tədqiqi zamanı aşkar edilmişdir ki, 
onları doymaya qədər maqnitləndirmək üçün koersitiv qüvvə Hc ilə müqayi-
sədə daha yüksək maqnit sahəsi lazımdır. Hər iki ərinti üçün histerezis ilgəyi 
keyfiyyətcə oxşardır. Onlar böyük dispersiyalı maqnitlənməyə malik nazik 
maqnit təbəqələrdə müşahidə edilənlərə analojidir. Nüvə maqnit rezonansının 
köməyilə təyin edilən lent müstəvisində maqnitlənmənin istiqamətlənmədən 
böyük kənara çıxmanı (20 dərəcədən böyük) bu cür quruluşun mövcud olma 
mümkünlüyünün təsdiqi kimi göstərmək olar. Maqnitlənmənin müşahidə edi-
lən xüsusiyyətləri görünür ki, maqnit anizotropiyanın və onun lentin oxu bo-
yunca dispersiyasının olması ilə əlaqədardır. Maqnitlənmənin lent müstəvisin-
dən çıxmasının nüvə qamma rezonansının köməyilə təyin edilən orta bucağı 
bütün nümunələr üçün 50 dərəcə olmuşdur. Termomaqnit emal nəticəsində bu 
bucaq dəyişməmişdir, lakin emal doyma sahəsinin azalmasına gətirmişdir (2,6 
ke-dən 1,5 ke qədər). (CoFe)75Si10B15 ərintisində borun miqdarı 8-dən 12 %-ə 
qədər dəyişmişdir. Bu zaman kristallaşma temperaturu Tkr 455-dən 530 0C-yə 
qədər artmışdır. Borun miqdarının göstərilən intervalda dəyişməsi zamanı Küri 
temperaturu Tc 418-dən 214 0C-yə qədər kəskin düşür və 2500 A/m sahədə 
çəkilmiş doyma induksiyasına Bs yaxın B2500 induksiya 0,87 Tl-dan 0,58 Tl-ə 
qədər azalır. Bu xassələrin borun miqdarından kəskin konsentrasiya asılılığı bu 
ərintilər sistemində müşahidə edilən maqnit xassələrinin rəngarəngliyinə gə-
tirir. Borun miqdarının az olduğu tərkib oblastında Küri temperaturu və doyma 
induksiyası daha yüksəkdir. 300 0C temperaturda sabit sahədə tabalma zamanı 
yüksək maqnit nüfuzluqlu (μ~106) və yüksək qalıq induksiyalı (Вг/Вм~0.98) 
düzbucaqlı histerezis ilgəyi yaranır. Bu maksimal anizotropiya sabitinin (Кu) 
gətirilməsi ilə əlaqədardır. Yenidən maqnitlənmə bir və ya bir neçə sıçrayışla 
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həyata keçirilir ki, bu da elektromaqnit itkilərinin əhəmiyyətli dərəcədə artma-
sına səbəb olur. Gətirilmiş anizotropiyanın meydana gəlməsi domen sərhəd-
lərinin stabilləşməsinə səbəb olur, buna görə də bu cür tabalmadan sonra koer-
sitiv qüvvə artır. Ən böyük koersitiv qüvvə sahə olmadan aparılan tabalmadan 
sonra alınır.  

 
 Cədvəl 1.1 

Dərəcə/dəq µ0 µmax Hc, A/m Br/Bm P0,5/400 P0,2/20 000 
5 7000 600 000 0,8 0,97 0,47 20,0 

100 15 000 850 000 0,6 0,96 0,35 15,7 
6000 55 000 1 250 000 0,4 0,94 0,23 8,5 

P0,5/400 - 400 Hs tezlikdə və Bm=0,5 Tl-də itki (Vt/kq) 
 P0,2/20 000-20 kHs tezlikdə və Bm=0,2 Tl-də itki.  
 

 Cədvəl 1.2 
Emal µ0 µmax Hc, A/m Br Tl Br/Bm 

H~(yav.soyuma)TME 6000 520 000 0,8 0,69 0,98 
Suda tabalma 12 000 125 000 0,4 0,21 0,98 

Suda tabalma H~ 50 000 1 250 000 0,4 0,66 0,94 
 

 Cədvəl 1.3 
TME µ0 P0,2/20 000 Vt/kq P0,5/20 000 Vt/kq 

80 kHs sahədə 38 000 9,8 25 
Sabit sahədə 5800 29,0 72 

 

 
 

Şək. 1. (CoFe)75Si10B15 amorf ərinti nümunəsinin statik histerezis ilgəyi: 1- 300 0C-də tab 
alma, sahə olmadan yavaş soyudulma (a); 2- dəyişən sahədə Н~ yavaş soyudulma ilə TME (a); 

3- 410 0C-dən suda tabalma (b); 4- dəyişən sahədə Н~ suda tabalma (b). 
 

Soyuma zamanı əmələ gələn spontan anizotropiya konsentrasiya qeyri-
bircinsliklərinin maqnit momentlərinin səmtlənmədən lokal meylini fiksə edir 
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və domen sərhədləri stabilləşir. Dəyişən sahədə tabalma qiymətcə ən kiçik bir-
oxlu anizotropiyaya gətirir ki, bu da domen sərhədlərini destabilləşdirir. Koer-
sitiv qüvvə, yenidən maqnitlənmə itkiləri və maksimal maqnit nüfuzluğu azalır, 
başlanğıc maqnit nüfuzluğu isə artır.  

Nümunənin yenidən maqnitlənməsi daha səlis, domen sərhədlərinin hə-
rəkəti sıçrayış olmadan baş verir, maqnit itkiləri azalır. Dəyişən maqnit sahə-
sində soyuma sürətini artırdıqda, anzitropiya sabitinin azalması və sərhədlərin 
destabilləşməsi itkilərin daha çox azalmasına və başlanğıc µ0 və maksimal 
µmax maqnit nüfuzluqlarının daha da artmasına gətirir (cədvəl 1.1).  

Maqnit itkilərinin ən əhəmiyyətli azalması dəyişən maqnit sahəsində 
suda tabalmadan sonra müşahidə edilir. Tabalma zamanı tabalma gərginliklə-
rinin meydana gəlməsi ilə əlaqədar olaraq, domen quruluşunun xırdalanmasına 
gətirən böyük olmayan lokal maqnitoelastiki anizotropiya yaranır (cədvəl 1.2). 
6000 dərəcə/dəqiqə sürəti ilə soyuma və suda tabalma praktiki olaraq eyni 
nəticələrə gətirir. 

Şəkil 1-də müxtəlif termik emaldan sonra tədqiq edilən nümunələrin his-
terezis ilgəkləri təsvir edilmişdir. Göründüyü kimi, yavaş sürətlə soyuma (300 
0C/saat) ilə TMmaqE koersitiv qüvvənin azalmasına, histerezis ilgəyinin düz-
bucaqlılığının artmasına və sahə olmadan soyuma ilə müqayisədə eyni bir mak-
simal sahədə daha böyük induksiyanın əldə edilməsinə gətirir. Maqnit sahəsi 
olmadan suda tabalma düzbucaqlılıq əmsalı Br/Bm=0,35 olan dairəvi histerezis 
ilgəyini və Hc=0,4 A/m kimi kiçik koersitiv qüvvəni formalaşdırır. Dəyişən 
maqnit sahəsində tabalma yüksək düzbucaqlılığa malik histerezis ilgəyinə 
(Br/Bm=0,94) və başlanğıc və maksimal maqnit nüfuzluqluğu ən böyük qiy-
mətə malik olan kiçik koersitiv qüvvəyə Hc=0,4 A/m gətirir. Qeyd etmək 
lazımdır ki, TME zamanı maqnit sahəsi intensivliyinin 2400 A/m-dən (30 e) 
aşağı azalması histerezis ilgəyinin düzbucaqlılığının azalmasına səbəb olur. 

Suda tabalma zamanı böyük kütləli toroidşəkilli nümunələr üçün və ya 
karkaslarda böyük soyuma sürətini təmin etmək çətindir. Buna görə də ter-
momaqnit emalın fərqli üsulu tətbiq edilmişdir. Bu ideya ona əsaslanmışdır ki, 
50 kHs-dən yüksək tezliklərdə amorf lentlərin yenidən maqnitlənməsi zamanı 
itkilərin burulğanlı cərəyanlar toplananı praktiki olaraq klassik qiymətinə bəra-
bərdir. Buradan belə nəticə çıxarmaq olar ki, bu cür tezliklərdə domen quru-
luşunun elə güclü xırdalanması baş verir ki, mikrooblastlarda yenidən maqnit-
lənmə maqnitlənmə vektorunun qeyri-bircins fırlanması yolu ilə həyata keçiri-
lir. Əgər belə yenidən maqnitlənmə zamanı nümunədə tabalma aparsaq, gözlə-
mək olar ki, fırlanan maqnit sahəsində olduğu kimi, anizotropiya yaranmaya-
caq, domen sərhədlərinin destabilləşməsi isə baş verəcəkdir (cədvəl 1.3).  

Borun miqdarı (x>10) yüksək olan ərintilər üçün gətirilmiş maqnit ani-
zotropiya yoxdur. Belə ki, Küri nöqtəsi aşağıdır və buna görə də həm uzununa, 
həm eninə, həm də sahə olmadan aparılan tabalmalar eyni nəticəyə gətirir. 
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ПЕТЛИ ГИСТЕРЕЗИСА ДЛЯ АМОРФНЫХ СПЛАВОВ (CoFe)75Si10B15 

 
Т.М.ПАНАХОВ, А.А.ИСАЕВА 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Целью проведенной научно-исследовательской работы является исследование 

фазовых превращений упорядоченного сплава (CoFe)75Si10B15 и выдача предложений 
для конкретных применений из полученных результатов. 

Были измерены статические петли гистерезиса образца аморфного сплава 
(CoFe)75Si10B15 во время отжига при 3000С при постепенном охлаждении в отсутствии и 
присутствии поля во время термомагнитной обработки, а также при отжиге в воде при 
температуре 4100С. 

 
Ключевые слова: аморфные сплавы, петли гистерезиса при отжиге, термомаг-

нитная обработка. 
 

HYSTERESIS LOOPS FOR AMORPHOUS ALLOYS (CoFe)75Si10B15 
 

Т.М.РАNAHOV, A.A.İSAYEVA 
 

SUMMARY 
 

The purpose of the research work is to study the phase transformations of the ordered 
alloy (CoFe)75Si10B15 and to provide suggestions for specific applications from the results 
obtained. 

The static hysteresis loops of a sample of an amorphous alloy (CoFe)75Si10B15 during 
annealing at 3000С with a gradual cooling in the absence and presence of the field during 
thermomagnetic treatment, as well as during annealing in water at 4100C were measured. 

 
Key words: amorphous alloys, hysteresis loops during annealing, thermomagnetic 

treatment 
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В данной работе подробно разбираются случаи некорректной записи выражения для 

допплеровской ширины спектральных линий некоторыми авторами,  в результате чего рас-
четы этих авторов значений нетепловых скоростей оказываются неточными. В качестве 
примера заново рассчитаны значения нетепловых скоростей,  рассчитанных в статье 
Patsouracos and Klimchuk [6]. Расчеты показали, что полученные авторами значения нетеп-
ловых скоростей завышены на 30%-40% по сравнению с истинными значениями.   

 
Ключевые слова:  атомный спектр, спектральные линии, допплеровская ширина, 

допплеровское расширение 
 
Допплеровская ширина спектральных линий определяется темпе-

ратурой излучающего элемента и нетепловыми движениями в излучаю-
щей среде. В случае оптически тонкого слоя выражение для допплеров-
ского профиля спектральной линии записывается в следующем виде: 

𝐼(𝛥𝜆) = 𝐼0𝑒𝑥𝑝 �−
𝛥𝜆2

𝛥𝜆𝐷
2 � .                                         (1) 

Здесь: I(Δλ) – интенсивность спектральной линии на расстоянии Δλ от 
центра линии, I0- центральная интенсивность, ΔλD-допплеровская шири-
на. Заметим, что такое же выражение имеет и допплеровский коэффици-
ент поглощения. Следует отметить, что определение значения нетепло-
вых скоростей в атмосферах звезд позволяет судить о физических про-
цессах происходящих в данной среде. В частности, исследование нетеп-
ловых скоростей в солнечной короне  позволяет судить о механизме на-
грева. В научной литературе имеется  путаница в математическом выра-
жении допплеровской ширины, в результате чего найденные из наблюде-
ний значения температуры и скоростей нетепловых движений могут ока-
заться неверными.  

Целью настоящей работы является разобраться с путаницей, 
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имеющей место в научной литературе.  
Сначала покажем вывод выражения для допплеровской ширины, 

изложенный в книге «Звездные атмосферы» под редакцией Гринстейна 
[1]. При максвелловском распределении частиц по полным скоростям, 
распределение частиц по скоростям вдоль луча зрения определяется вы-
ражением: 

𝑑𝑁
𝑁

= 1

σ
1
2
𝑒𝑥𝑝 �− 𝑣2

𝑣02
� 𝑑𝑣
𝑣0

, 

где: 
𝑣02 = 2𝑘𝑇

𝑚
.  

Здесь: 𝑣0 – наиболее вероятное значение скоростей частиц, двигающихся 
по лучу зрения, k-постоянная Больцмана, Т-температура, m-масса частиц. 
При наличии нетепловых скоростей 𝑣𝑛𝑡 это выражение принимает вид: 

𝑣02 =  2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝑣𝑛𝑡2 . 
Переходя от скоростей к длинам волн, используя выражение для доппле-
ровского смещения: 

𝛥𝜆
𝜆

= 𝑣
с
  

и обозначив  
𝛥𝜆𝐷
𝜆

= 𝑣0
𝑐

  
окончательно получим: 

𝛥𝜆𝐷 = 𝜆
𝑐
�2𝑘𝑇

𝑚
+ 𝑣𝑛𝑡2 .                                      (2) 

Это и есть выражение для допплеровской ширины, фигурирующее в вы-
ражениях допплеровских профилей спектральных линий и допплеровско-
го коэффициента поглощения. Это выражение для допплеровской шири-
ны условно назовем «истинным», в точности этого выражения нет ника-
кого сомнения. Определив из наблюдений тем или иным способом ΔλD 
(по полной ширине в значении интенсивности, равной половине цен-
тральной интенсивности, по полной ширине в значении интенсивности , 
равной центральной интенсивности, деленной на е= 2. 72, вторым момен-
том интенсивностей наблюдаемого профиля- кстати, последний метод 
является наиболее точным, так как при этом используется вес наблюдае-
мый профиль) в принципе можно определить значения величин - Т и 𝑣𝑛𝑡. 
Особо отметим следующий важный момент: при определении значения 
ΔλD: само выражение не участвует, иными словами, знание конкретного 
выражения не требуется, конкретное выражение применяется к значению 
доплеровской ширины после его определения из наблюдений. Если име-
ются различные выражения для допплеровской ширины, ниже мы уви-
дим, что это имеет место, то из значения найденного из наблюдений доп-
леровской ширины получаются различные значения величин Т и 𝑣𝑛𝑡.  
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Примеры путаниц  
В научной литературе, особенно в учебниках по общей астрофизи-

ке приводимые выражения допплеровской ширины совпадает с «истин-
ным» выражением допплеровской ширины (2).  В книге В.В. Соболева 
[2], как ни странно,   написано: «величина 2ΔλD  называется допплеров-
ской шириной».  

Только в двух учебниках Засова А.В. и Постнова К.А [3,4] выра-
жение для допплеровской ширины написано некорректно. Общая астро-
физика, В [3] авторы пишут следующее: «Ширина , или спектральная ши-
рина линии, связанная с разбросом тепловых скоростей вдоль луча зрения 
называется допплеровской шириной. Полуширина линии, обусловленная 
движением атомов, в этом случае равна: 

𝛥𝜆𝐷 = 𝜆
𝑐
�1
3
�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝑣𝑛𝑡2 �  

где 𝑣𝑛𝑡- турбулентная скорость газа, а коэффициент 1/3 отражает равно-
распределение векторов скоростей по направлениям». Здесь, судя по обо-
значению на левой стороне этого выражения (ΔλD) авторы считают, что 
это является выражением для допплеровской ширины, а «коэффициент 
1/3 отражает равнораспределение векторов скоростей по направлениям». 
Заметим, что данное выражение без коэффициента 1/3 как раз учитывает 
“равнораспределение векторов скоростей по направлениям” (см. выше 
изложение вывода выражения для допплеровской ширины). Далее, здесь 
не разъяснено, что имеется в виду под термином “спектральная ширина 
линии”; если под термином “полуширина линии” подразумевается полу-
ширина линии Δλ1/2 на высоте половины центральной интенсивности до-
плеровского    (!) профиля спектральной линии (по-видимому, авторы 
имеют в виду именно этого), то это выражение просто ошибочно. Легко 
можно показать, что в случае допплеровского профиля: 

𝛥𝜆1
2

= √𝑙𝑛2 𝛥𝜆𝐷, 

причем ΔλD имеет «истинное » выражение. 
Заметим, что точно такое же выражение и рассуждение имеется в другой 
книге этих авторов [4]. 

Теперь посмотрим, как пишут авторы научных статей выражение 
для допплеровской ширины.  

В [5] выражение для профиля корональной спектральной линии, 
излучаемой единицей объема, авторы пишут следующим образом: 

 (𝜆)~𝑛2𝑒𝑥𝑝 �− (𝜆−𝜆с)2

2𝛥𝜆2
�  

Здесь: n-плотность излучающих частиц, λс- длина волны центра линии, 
Δλ- ширина линии, расширенный тепловыми движениям излучающих 
частиц, причем 

Δλ= λсυth/c. 
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Здесь: с-скорость света, υth-тепловая скорость частиц (очевидно, что ав-
торы имеют ввиду наиболее вероятную скорость тепловых движений час-
тиц). Как видим, Δλ ни что иное, как допплеровская ширина спектраль-
ной линии, ԑ(λ) –выражение допплеровского профиля спектральной ли-
нии, отличие от «истинного» допплеровского профиля является то, что в 
экспоненте перед Δλ стоит множитель 2. Ниже мы покажем, что множи-
тель 2 имеется в некоторых выражениях допплеровского контура науч-
ных работ, появление которого не объясняется. 

В [6] выражение для «ширины линии» (не конкретизируя, что име-
ется ввиду под термином «ширины линии») написали в следующем виде: 

𝛥𝜆
𝜆

= 2
с
�𝑘𝑇
𝑚
�
1
2.  

Чтобы понять суть этого выражения, слегка его преобразуем: 

𝛥𝜆 =  
𝜆√2�2𝑘𝑇𝑚

с
.  

Отсюда видно, что Δλ является допплеровской шириной, но появление 
множителя √2 в числителе не понятно. 

В [7-13] выражение для допплеровской ширины написано в сле-
дующем виде: 

𝛥𝜆𝐷2 = 𝜆2

2с2
�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 �.  
Квадратный корень этого выражения: 

𝛥𝜆𝐷 = 𝜆
с√2

�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 .  

Кстати заметим, что эти авторы из наблюдаемых профилей линий опре-
деляли допплеровскую ширину, как полуширину линии на высоте 1

√е
 цен-

тральной интенсивности. Это не совсем корректно. Допплеровская шири-
на равна полуширине линии на высоте 1/е центральной интенсивности I0. 
Покажем это. В выражении (1) Δλ приравняем допплеровской ширине 
Δλ=ΔλD. Тогда будем иметь:  

𝐼(𝛥𝜆 = 𝛥𝜆𝐷) =I0/e 
Авторы иногда путают полную полуширину (FWHM) c доппле-

ровской шириной. В качестве примера можно указать на статью [14]. 
Допплеровскую ширину авторы пишут в таком виде:  

𝛥𝜆𝐷 = 𝜆
𝑐

2√𝑙𝑛2 𝜐0. 
Здесь υ0- наиболее вероятная скорость частиц. Очевидно, что это не доп-
плеровская ширина, а полная полуширина (FWHM). Действительно, на-
пишем выражение (1) для ширины линии на высоте I0/2: 

𝐼 �
𝛥𝜆1

2
2
� = 𝐼0𝑒𝑥𝑝 �

𝛥𝜆1
2

2𝛥𝜆𝐷
�
2

.  
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где 𝛥𝜆1
2

= 𝐹𝑊𝐻𝑀- полная полуширина линии на высоте центральной ин-

тенсивности I0/2. Отсюда получим: 
1
2

= 𝑒𝑥𝑝 �−
𝛥𝜆1

2
4𝛥𝜆𝐷

2 �. 

Отсюда будем иметь: 
𝛥𝜆1

2
= 2√𝑙𝑛2 ΔλD=𝜆

𝑐
2√𝑙𝑛2  𝑣0. 

Как видим, это совпадает с вышенаписанным выражением. 
Авторы [15] полную полуширину спектральной линии пишут в 

следующем виде: 

𝐹𝑊𝐻𝑀 = 2√2𝑙𝑛2 𝜆
𝑐
�2𝑘𝑇

𝑚
+ 𝜐𝑛𝑡2 . 

Это означает, что выражение для профиля линии авторы пишут в сле-
дующем виде: 

𝐼(𝛥𝜆) = 𝐼0𝑒𝑥𝑝 �−
𝛥𝜆2

2𝛥𝜆𝐷
2 �. 

Отсюда мы видим, что отношение полной полуширины, используемой 
авторами FWHM (au) к истинной полуширине FWHM (tr) будет: 

FWHM (tr)/FWHM ( au)=1/ √2. 
Авторы исследовали корональные дожди в линии Нα и определяли тем-
пературу в процессе конденсации пологая υnth=0. В таком приближении 
найденное значение температуры является максимально возможным зна-
чением. Обозначив истинное значение Т через Тtr и Т, полученное авто-
рами, через Таu будем иметь: 

Тtr =
Та𝑢
2

. 
Значит, значения температур на гистограмме (рис 15) должны быть 
уменьшены в 2 раза. В работах [16-18] допплеровскую ширину написали 
следующим образом и назвали ее «шириной линии»: 

𝛥𝜆
𝜆

=  2
с
�𝑘𝑇
𝑚
�
1
2 . 

Слегка преобразуя это, получим: 

Δλ=𝜆
с √2 �2𝑘𝑇

𝑚
, 

Как видим, это - допплеровская ширина с непонятным множителем   √2. 
Zaqarashvili [19] «ширину спектральной линии» пишет в следую-

щем виде:  

𝛥𝜆 = 2𝜆
с
�2𝑘𝑇

𝑚
. 

Из рассуждений автора видно, что это удвоенная допплеровская 
ширина, иными словами полная ширина линии на высоте е-1 центральной 
интенсивности.  
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Чтобы проиллюстрировать насколько влияет на результат расчетов 
использование некорректного выражения доплеровской ширины, остано-
вимся несколько подробнее на работе Patsourakos and Klimchuk [13] Для 
выяснения природы нетепловых движений в короне, авторы использовали 
профили трех корональных линий: λ770,4NeVIII, λ624,9MgX и λ254FeXII. 
Для определения нетепловых скоростей авторы пользовались допплеров-
ским выражением в следующем виде: 

𝛥𝜆𝐷2 = 𝜆2

2𝑐2
�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 �. 
По профилям наблюдаемых спектральных линий значения доп-

плеровской ширины авторы находят очень корректно по квадратичному 
моменту Δλ. Заметим, что этот метод определения допплеровской шири-
ны является наиболее точной, так как используется вес контур и при этом 
не используется выражение для допплеровской ширины. Найденное зна-
чение допплеровской ширины приравнивали математическую выраже-
нию, написанному выше и определяли υnt. Для того чтобы найти соотно-
шение между нетепловыми скоростями, найденные авторами υnt(а𝑢) по 
вышенаписанному выражению и υnt (tr), получаемому по истинному вы-
ражению (1), приравняем эти два выражения: 

𝛥𝜆𝐷2 = 𝜆2

2𝑐2
�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 (а𝑢)� = 𝜆2

с2
�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 (𝑡𝑟)�  
Отсюда получим: 

𝜐𝑛𝑡(𝑡𝑟) = �𝜐𝑛𝑡2 (а𝑢) − 1
2
2𝑘𝑇
𝑚

  

Значения нетепловых скоростей, найденных из наблюдений в ука-
занных трех линиях, а также значения тепловых скоростей соответст-
вующих ионов таковы: 

в линии λ255 υnt(аu)= 38км/с, υth(FeXII)=40 км/с; 
в линии λ625 υnt(аu)= 20км/с, υth(MgX) = 24км/с; 
в линии λ770 υnt(аu)= 28км/с,  υnt(NeIII)=20км/с. 

Поставив эти значения в вышеприведенное выражение, получим:  
в линии λ255 υnt(tr)=22км/с; 
в линии λ625 υnt(tr)=13км/с; 
в линии λ770 υnt(tr)=24км/с. 

Как видим, истинные значения нетепловых скоростей 30%-40% меньше 
значений, найденных авторами. 

Заключение  
Ниже мы приводим список не корректных выражений для доппле-

ровской ширины, используемых различными авторами: 

𝛥𝜆𝐷 = 𝜆
𝑐
�1
3
�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 �,    [3, 4] 

 (𝜆)~𝑛2𝑒𝑥𝑝 �− (𝜆−𝜆0)2

2𝛥𝜆𝐷
2 �,   [5]. 

201 



𝛥𝜆𝐷 = 𝜆√2 
𝑐
�2𝑘𝑇

𝑚
,    [6, 16, 17] 

𝛥𝜆𝐷 = 𝜆
𝑐√2

�2𝑘𝑇
𝑚

+ 𝜐𝑛𝑡2 , [7-13]. 

Мы рассчитали заново полученные в [13] значения нетепловых 
скоростей, используя «истинное» выражение допплеровской ширины. 
Было показано, что значения, полученные в работе [13] завышены на 
30%-40%. 

Заметим, что подавляющее большинство исследователей пользу-
ются «истинным» выражением допплеровской ширины.  
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C.M.QULUZADƏ, S.Q.MƏMMƏDOV, Z.F.ƏLİYEVA, M.M.MUSAYEV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə müxtəlif müəlliflərin spektral xətlərin Dopler eni üçün yazdığı düsturların qeyri-

korretliyi müzakirə olunur. Bunun nəticəsində müəlliflərin qeyri-istilik hərəkətlərinin sürəti 
üçün aldığı qiymətlər dəqiq olmamışdır. Misal üçün Klimçukun (6) işində qeyri-istilik hərəkət 
sürətinin hesablanması yenidən aparılmışdır. Hesablama göstərmişdir ki, müəlliflər tərəfindən 
təyin olunmuş sürətlər həqiqi qiymətinə nəzərən 30-40% artırılmışdır. 

 
Açar sözlər: atom spektri, spektral xəttlər, Dopler genişlənməsi, Dopler eni 
 
 
 

ON THE DOPPLER WIDTH OF  SPECTRAL LINES 
 

J.M.GULUZADEH, S.G.MAMMADOV, Z.F.ALİYEVA, M.M.MUSAYEV 
 

SUMMARY 
 

The paper analyzes cases of incorrect recording of expressions for the Doppler width 
of spectral lines by some authors, and concludes that the calculations of the values  of thermal 
velocities by these authors are inaccurate. As an example, the values of the thermal velocities 
calculated in the article by Patsouracos and Klimchuk [6] were re-calculated. The calculations 
showed that the values obtained by the authors are overestimated by 30% -40% compared to 
the true values. 
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