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ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМЫ РАЗНОСТНЫХ МЕТОДОВ К РЕШЕНИЮ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВОЛЬТЕРРА ВТОРОГО ПОРЯДКА1 
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Бакинский Государственный Университет 
imn_bsu@mail.ru, ibvag47@mail.ru 

 
Существует ряд численных методов для решения нелинейных интегро-дифферен-

циальных уравнений типа Вольтерра высших порядков. Каждый из этих методов име-
ет свои преимущества и недостатки. Здесь построен метод для решения нелинейного 
интегро-дифференциального уравнения Вольтерра второго порядка, который устой-
чив, имеет более высокую точность и количество вычислений ядра интеграла на каж-
дом шаге минимально. А также построен конкретный метод, который применен к ре-
шению модельной задачи. 

 
Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра, степень ме-

тода, устойчивость и сходимость численного метода. 
 
Рассмотрим задачу Коши для нелинейного интегро-дифференциаль-

ное уравнение Вольтерра второго порядка 
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Первый численный метод для решения задачи (1) построен Вито 
Вольтеррой (см. [1, с.111, 189]), в котором ядро интеграла ),,,( zysxK за-
менен соответствующей интегральной суммой. Отметим, что метод квад-
ратур, предложенный В.Вольтеррой, уточнен многими учеными, в ре-
зультате чего появились разные его модификации. Метод, который пред-
лагается здесь для решения задачи (1), напоминает хорошо известный 
многошаговый метод, который применен к решению задачи Коши для 
ОДУ первого и второго порядков (см. [2]-[20]). С целью нахождения чис-

1 Данная работа выполнена при финансовой поддержке Фонда Развития Науки при 
Президенте Азербайджанской Республики - Грант№EIF-KETPL-2-2015-1(25)-56/07/1 
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ленного решения задачи (1), предполагаем, что задача (1) имеет единст-
венное решение, определенное на отрезке [ ]Xx ,0 . Цель данной работы за-
ключается в построении и применении численных методов для нахожде-
ния численного решения задачи (1). 

Поэтому отрезок [ ]Xx ,0  разбиваем на N  равных частей с точками 
),...,2,1,0(0 Niihxxi =+= . Здесь положительный параметр h  является 

шагом разбиений. Обозначим через iy  - приближенные, а через 
),...,1,0()( Nixy i = точные значение решения задачи (1) в узловых точках 

),..,1,0( Nixi = . 
Обычно, завися от точности построенного метода налагают некото-

рые условия на функции ).,( zyxf и ),,,( zysxK . В связи с этим, предпо-
лагаем, что непрерывные по совокупности аргументов функции ),,( zyxf
и ),,,( zysxK  определены в некотором замкнутом множестве, где имеют 
непрерывные частные производные до порядка p , включительно (здесь 
величина p  является порядком точности для используемого метода). 

Отметим, что если функция ).,( zyxf  не зависит от переменного z , 
то можно построить эффективные методы типа методов Штермера или 
Нумерова. Но в этом случае порядок точности для этих методов будет не-
высокий. Очевидно, что в этом случае  можно использовать методы, 
предложенные для решения задачи (1), однако в этом случае возникает 
необходимость вычисления значений ,...)2,1( =′ mym , в случае, когда 

1(0 =≠ llδ или )2 , который содействует увеличению объема вычисли-
тельных работ. Теперь рассмотрим построение численных методов для 
решения задачи (1).  

1. Построение методов на стыке неявных и гибридных методов. 
Очевидно, что уравнение (1) можно переписать в виде:  

 ),(),,( 1 xyyxfy υδ +′=′′                                         (2) 
где  

∫ ′=
X

x

dssysysxKx
0

.))(),(,,()( 2δυ  

Если функция )(xυ  известна, то уравнение (2) является ОДУ  второ-
го порядка, разрешенное по старшему производному, для решения кото-
рых существуют широкие классы методов, один  из которых может быть 
представлен в следующей форме: 
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Здесь коэффициенты iα , iβ , iγ  ( i=0,1…,k) - некоторые действитель-
ные числа, которые удовлетворяют условиям А, В, С из работы [3]. 

Отметим, что только с использованием метода (3), который фунда-
ментально исследован Дальквистом (см. [2]), решить задачу (2) невоз-
можно, так как в нем участвуют величины ( )knnnmym ++=′ ,...,1, . Отме-
тим, что для вычисления этих значений можно использовать разные ме-
тоды. Например, следующий: 

in

k

i
iin

k

i
i yhy +

=
+

=

′′′=′′ ∑∑
00

βα  (i=0,1…,k).                                     (4) 

Коэффициенты  iα′ , iβ′  (i=0,1…,k)  удовлетворяют условиям  А, В, С  
из работ [2]. 

Одним из основных качеств численных методов является его устой-
чивость. Устойчивость для методов (3) и (4) можно определить в сле-
дующей форме: 

Определение1: Метод (3) при 0...10 ≠+++ kβββ является устой-
чивым, если корни характеристического многочлена  
                                       ( ) 01

1
1 ... αλαλαλαρ ++++= −

−
k

k
k

kx  
лежат внутри единичного круга, на границе которых нет кратных корней. 
Очевидно, что метод (4) является частным случаем метода (3). Поэтому 
устойчивость метода (4) можно установить по определению 1. 

 Как известно, при сравнении приближенных методов в основном 
используется их порядок точности. Величина k  для методов  (3) и (4) яв-
ляется их порядком. Дальквист для определения точности этих методов 
использовал понятие степени методов и определил его в следующей фор-
ме: 

 Определение 2. Целочисленная величина p  является степенью ме-
тода (3), если имеет место следующее: 

.0),())()(()( 1

00
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∑∑ hhOihxyhihxyhihxy p
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i γβα  

Известно, что если метод (3) устойчив, то 22 +≤ kp , а если метод 
(4) устойчив, то 2]2/[2 +≤ kp  (см. [2], [3]). В [7] доказано, что если ме-
тод (4) устойчив и имеет степень 1p , а метод (3) устойчив и имеет степень 
p , то метод, построенный с помощью этих методов, сходится и степень 

не больше, чем 11 +p  (предполагаем, что 11 +> pp ). Отсюда следует, что 
для решения задачи (2), основной вопрос заключается в подборе метода 
для вычисления значений величины )0( ≥′ mym . Здесь, для нахождения 
значений величины my′  предлагается использовать следующий метод: 
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Можно доказать, что в классе методов (5) существуют устойчивые 
методы со степенью 22 +> kp . Очевидно, что метод (5) является гиб-
ридным, если 0...10 ≠+++ kγγγ . Следовательно, если ),...,1,0(0 kii ==β , 
то метод (7) является гибридным. В использовании гибридных методов 
основные трудности заключаются в построении методов для вычисления 
значений величины типа )0( kiy

iin ≤≤++ ν . Исследованию гибридных ме-
тодов посвящен ряд работ разных авторов (см.напр. [9], [13]).  

С целью построения более простого алгоритма для решения задачи 
(2) можно использовать следующий метод: 
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с присоединением метода (5). Легко можно показать, что класс методов 
типа (5) и типа (6) совпадают. Поэтому при составлении алгоритма для 
решения задачи (2) можно использовать один и тот же метод для нахож-
дения значений величин kny +  и kny +′  ),...,1,0( kNn −= . 

Отметим, что вышеописанные методы легко применяются к реше-
нию задачи (2) в случае 0)( =xυ . Поэтому рассмотрим применение вы-
шеуказанных методов к решению задачи (2)  в случае, когда 0)( ≠xυ . Ес-
ли метод (3) применим к решению задачи (2) , то имеем 
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где дискретные функции mf и mυ  определены в виде 

,...).2,1,0(,))(),(,,();,,,(
0

21 =′=′= ∫ mdssysysxKyyxff
mx

x
mmmmmm δυδ  

Очевидно, что если нам известны значения величин 
110110110 ,...,,,,...,,,,...,, −−− ′′′ kkk yyyyyy υυυ , то используя метод (7), можно вы-

числить значения величин ky . В этом случае, завися от значений коэффи-
циентов kβ   и kγ  могут возникнуть требования о вычислении величин ky′   

и kυ . С этой целью можно использовать следующие методы: 
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Таким образом, для решения задачи (2) построили систему разност-
ных методов, состоящих из формулы (8) и (9). Очевидно, что каждый из 
этих методов имеет свои преимущества и недостатки. Мы считаем, что 
для нахождения численных решений задачи (1), желательно использовать 
методы, составленные с использованием (7), (8) и (9). Легко заметить, что 
в этой последовательности методов для вычисления my  и my′  можно ис-
пользовать один и тот же метод. Рассмотрим частный случай, когда 
функция ),,( zyxf  не зависит от переменного z , т.е. ).,(),,( yxzyxf ϕ=  
Тогда для решения задачи (1) можно построить последовательность ме-
тодов, состоящих из двух формул. С этой целью используем следующий 
гибридный метод 
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Здесь коэффициенты ),...,2,1,0(,, kiiii =γβα  - некоторые действи-
тельные числа, причем 0≠kα . Отметим, что понятие устойчивости и сте-
пени для метода (10) определяется по другому (см.напр. [3]). 

Если метод (10) применим к решению уравнения (2), то имеем: 
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Таким образом, используя последовательность, составленную из ме-
тодов (9) и (11), можно решить задачи (2). Отметим, что количество ме-
тодов, участвующих в последовательности методов, предназначенных к 
решению задачи (2), зависит от свойств методов. Если методы являются 
неявными, то количество этих методов увеличивается.  

Теперь приведем конкретные методы, с помощью которых можно 
решить задачи (2). 

,4,12/)(2/)( 1
2

11 =′′−′′+′+′+= +++ pyyhyyhyy nnnnnn  
,4,3/)24(2 11

2
2 =′′+′′+′+= +++ pyyhyhyy nnnnn  

,6,240/)34013(240/)11128101( 12
2

1212 =′′+′′+′′−+′+′+′+= ++++++ pyyyhyyyhyy nnnnnnnn

,3,4/)3( 13/11 =′+′+= +++ pyyhyy nnnn  

,4,6/)33(,2/)( 11 =−=′+′+= −+++ plyyhyy lnlnnn  
,5,36/))616()616((9/ 110/)66(10/)66(1 =′+′−+′+++= +++−++ pyyyhhfyy nnnnnn

6,12/)(512/)( 10/)55(10/)55(111 =′+′+′+′+= ++−++−+ pyyhyyhyy nnnnnn . 
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Иллюстрация полученных результатов 
Как известно, чаще всего методы сравниваются с помощью модель-

ной задачи. Поэтому рассмотрим решение следующей задачи 

.10,)0(,1)0(,)()1())(1(
0

32 ≤≤=′=++−+=′′ ∫ xyydssyaxyay
x

λλλ  

Точное решение предложенной задачи можно представить в виде: 
)exp()( xxy λ= . Поскольку правая часть не зависит от )(xy′ , то для нахо-

ждения решения примера используем метод типа (10). Подбирая коэффи-
циенты в методе (10), можно получить следующий метод: 

,4,4/3,9/)44(2 111
2

12 ==′′+′′+′′+−= +++−+++ pyyyhyyy nnnnnn βββ  (12) 
который применили к решению нашего примера в случае, когда 0=a . 
Для сравнения полученных результатов использовали следующий метод 
Нумерова: 

.4,12/)410(2 211
2

12 =′′+′′+′′+−= +++++ pyyyhyyy nnnnnn  
Результаты для метода Нумерова разместили в таблице 1, а для ме-

тода (12) в таблице 2. 
 

Таблица 1 
105;;1;01.0;1 ±±±=== λha  

Величина 
x  

1=λ  1−=λ  5=λ  5−=λ  10=λ  10−=λ  

0.20 2.04E-12 2.16E-12  2.53E-08 3.26E-08 8.86E-07  1.34E-06 
0.60 1.7E-11  2.05E-11  3.17E-08 1.17E-08  1.79E-04  6.22E-06 
1.00 4.1E-11 5.53E-11 2.86E-06 1.97E-07 2.2E-02 1.84E-05 

 
Таблица 2 

105;;1;01.0;1 ±±±==−= λha  
Величина 

x  
1=λ  1−=λ  5=λ  5−=λ  10=λ  10−=λ

 
0.20 5.66E-13 4.92E-13  1.28E-08 6.5E-09 1.49E-06  4.16E-07 
0.60 6.23E-12  4.17E-12  4.31E-07 8.13E-08  3.04E-04  2.52E-05 
1.00 2.12E-11 1.10E-11 5.76E-06 6.11E-07 2.88E-02 1.37E-03 

 
Замечания. Отметим, что если обобщим все вышеприведенные ме-

тоды в виде одной формулы, то имеем: 
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Здесь коэффициенты ),...,1,0(,ˆ,ˆ,,, kiiiiiii =νγβγβα  - некоторые дей-
ствительные числа. С помощью подбора этих коэффициентов из формулы 
(13), можно получить разные методы. Например, для значений 
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),...,1,0(0ˆˆ kiii === γβ  и 0≠kα  из формулы (13) получаем многошаго-
вый метод со второй производной, а при значении 0=kα  из формулы 
(13) можно получить метод с забеганием вперед, который исследован в 
работе [8]. Очевидно, что из формулы (13) можно получить ряд методов, 
имеющие разные свойства. Метод, полученный из формулы (13), иссле-
дован в работе [9], где применен к нахождению численного решения на-
чальной задачи для ОДУ первого и второго порядков. Как было отмечено, 
использование гибридных методов, полученных из формулы (13) более 
сложнее, чем использование методов, полученных из формулы (13) при 

),...,1,0(0ˆˆ kiii === γβ . Если гибридный метод имеет высокую точность, 
то их использование сопровождается некоторыми трудностями, связан-
ными с подбором методов для вычислений значений величины 

iiny ν++

)0( ki ≤≤ . Поэтому часто используются гибридные методы, имеющие 
степени 8≤p . Существуют устойчивые методы со степенью 10=p , по-
лученные из формулы (13), в случае когда 1=k . 

Выводы. Мы здесь предложили несколько методов для решения за-
дачи (1). Очевидно, что каждый из них имеет свои недостатки  и преиму-
щества. С помощью конкретных методов, примененных к решению мо-
дельной задачи показали, что результаты, полученные по устойчивым ме-
тодам типа гибридных являются более точными, чем результаты, полу-
ченные по  известным. Известно, что более точный метод не всегда дает 
лучший результат, что связано с его областью устойчивости. Поэтому 
здесь для сравнения использовали результаты, полученные по хорошо 
известным методам Нумерова, учитывая, что метод (12) и метод Нумеро-
ва имеют одинаковые степени и устойчивы. Сравнивая вышеполученные 
результаты, получаем, что методы, предложенные здесь, являются пер-
спективными. 
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SONLU FƏRQ ÜSULLARI SİSTEMİNİN İKİNCİ TƏRTİB QEYRİ-XƏTTİ VOLTER 

İNTEQRO-DİFERENSİAL TƏNLİYİNİN HƏLLİNƏ TƏTBİQİ 
 

Q.Yu.MEHDİYEVA, V.R.İBRAHİMOV, M.N.İMANOVA 
 

ХÜLASƏ 
 

 Yüksək tərtibli Volter tipli qeyri-xətti inteqro-diferensial tənliklərin ədədi həlli üçün 
bir sıra ədədi üsullar mövcuddur. Bu üsulların hər birinin müsbət və mənfi cəhətləri vardır. 
Burada ikinci tərtib qeyri-xətti Volter inteqro-diferensial tənliyinin həlli üçün yüksək dəqiqliyə 
malik dayanıqlı üsul qurulmuşdur və göstərilmişdir ki, bu üsulun istifadəsi zamanı hər addımda 
inteqral nüvəsinin hesablanmasının sayı minimumdur. Eyni zamanda konkret üsul qurulmuş və 
o, model məsələnin həllinə tətbiq olunmuşdur. 
 

Açar sözlər: Volter tipli inteqro-diferensial tənlik, üsulun dəqiqliyi, ədədi üsulun 
yığılması və dayanıqlığı 
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SUMMARY 
 

There are numerous numerical methods for solving Volterra type nonlinear integro-
differential equations of higher orders. Each of these methods has advantages and disad-
vantages. Here, a method is constructed for solving a second-order nonlinear integro-
differential Volterra equation which is stable, has higher accuracy, and the number of calcula-
tions of the integral kernel at each step is minimal. Besides, a concrete method is constructed, 
which is applied to solving the model problem.  
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Рассматривается краевая задача для одного класса линейных гиперболических 
уравнений первого порядка. Введены аналоги матрицы Коши и получены представления 
решения краевой задачи. 

 
Ключевые слова: линейное гиперболическое уравнение, представление решений, 

аналог матрицы Коши. 
 

1. Постановка задачи. Рассмотрим систему канонических гипер-
болических уравнений первого порядка 

( ) ( ) ( ),,,, xtfyxtBzxtAzt ++=                                        (1.1) 
( ) ( ) ( ),,,, xtgyxtDzxtCyx ++=     ( ) [ ] [ ]1010 ,,, xxttDxt ×=∈ , 

с краевыми условиями 
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ].,,,

,,,,

100

100

ttTttbxty

xxXxxaxtz

∈∈=

∈∈=
                                (1.2) 

Здесь ( )xtf , , ( )xtg ,  – заданные n  и m -мерные вектор-функции, 
непрерывные по совокупности переменных, ( )xtA , , ( )xtB , , ( )xtC , , ( )xtD ,  
– заданные непрерывные по совокупности переменных матричные функ-
ции соответствующих размерностей, ( )xa  и ( )tb  – заданные непрерывные 
n  и m -мерные вектор-функции. 

Нашей целью является нахождения представления решения крае-
вой задачи (1.1)-(1.2). 

2. Формула для представления решения краевой задачи. Ин-
терпретируя первое уравнение системы (1.1) как линейное неоднородное 
дифференциальное уравнение относительно ( )xtz ,  на основе формулы 
Коши (см. напр. [1, 2]) имеем 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,,,,

,,,,,,,,

0

0

00

∫

∫

+

++=

t

t

t

t

dxfxtF

dxyxBxtFxtzxttFxtz

τττ

ττττ

            (1.3) 

где ( )−x,,tF τ  ( )nn×  матричная функция являющаяся решением задачи 

                    ( ) ( ) ( )xAxtFxtF ,,,,, ττ
τ
τ −=

∂
∂ , 

( ) 1,, ExttF = ,                                                (1.4) 
          ( 1E  – ( )nn×  единичная матричная функция). 

А решение ( )xty ,  второго уравнения системы (1.1) допускает пред-
ставления 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ Φ+Φ+Φ=
t

t

x

x

dsstgtsxdsstzstCtsxxtytxxxty
00

,,,,,,,,,,, 00 ,(1.5) 

где ( )−Φ t,s,x  ( )mm×  матричная функция являющаяся решением задачи 

                          ( ) ( ) ( )s,tDt,s,x
s

t,s,x Φ−=
∂

Φ∂ , 

( ) 2,, Etxx =Φ ,                                        (1.6) 
                    ( 2E  – ( )mm×  единичная матричная функция). 
Из (1.3), (1.5) ясно, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ++=
t

t

t

t

dsfstFdsysBstFstzsttFstz
00

,,,,,,,,,,, 00 τττττττ ,(1.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .,,,

,,,,,,,,

0

0

00

∫

∫

Φ+

+Φ+Φ=

x

x

x

x

dssgsx

dsszsCsxxyxxxy

ττ

ττττττ

        (1.8) 

Учитывая  (1.7), (1.8), соответственно,  в (1.5) и (1.3) будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Φ+Φ+

++=

∫ ∫∫

∫
t

t

x

x

t

t

t

t

dsdsgsxxBxtFdbxxxBxtF

dxfxtFxaxttFxtz

0 00

0

,,,,,,,,,,,

,,,,,,

0

0

ττττττττττ

τττ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,,
0 0

∫ ∫ Φ+
t

t

x

x

ddsszsCsxxBxtF ττττττ                  (1.9) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) +Φ+

+Φ+Φ=

∫

∫
x

x

x

x

dssasttFstCtsx

dsstgtsxtbtxxxty

0

0

,,,,,

,,,,,,

0

0

               (1.10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,,,

,,,,,,,

0 0

0 0

∫ ∫

∫ ∫

Φ+

+Φ+

t

t

x

x

t

t

x

x

ddssfstFstCtsx

ddssysBstFstCtsx

τττ

ττττ

 

Полагая 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,

,,,,,

,,,,,,

0 0

0

0

0

0

∫ ∫

∫

∫

Φ+

+Φ+

++=

t

t

x

x

t

t

t

t

ddssgsxxBxtF

dbxxxBxtF

dxfxtFxaxttFxtq

τττττ

τττττ

τττ

           (1.11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,

,,,,,

,,,,,,

0 0

0

0

0

0

∫ ∫

∫

∫

Φ+

+Φ+

+Φ+Φ=

t

t

x

x

x

x

x

x

ddssfstFstCtsx

dssasttFstCtsx

dsstgsxtbtxxxtr

τττ

τ

 

соотношения (1.9), (1.10) записываются, соответственно, в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,,,,,,
0 0

xtqddsszsCsxxBxtFxtz
t

t

x

x

+Φ= ∫ ∫ ττττττ   (1.12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,,,,,,,,
0 0

xtrddssysBstFstCtsxxty
t

t

x

x

+Φ= ∫ ∫ ττττ   (1.13) 

Соотношения (1.12), (1.13) являются линейными неоднородными 
интегральными уравнениями типа Вольтерра. 

Полагая 
                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sCsxxBxtFsxtQ ,,,,,,,;,1 τττττ Φ= , 
                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sBstFstCtsxsxtQ ,,,,,,,;,2 τττ Φ= , 
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из (1.12) и (1.13) будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ),x,tqddss,zs,;x,tQx,tz
t

t

x

x

+= ∫ ∫
0 0

1 τττ                             (1.14) 

( ) ( ) ( ) ( ).x,trddss,ys,;x,tQx,ty
t

t

x

x

+= ∫ ∫
0 0

2 τττ                              (1.15) 

Пусть ( )sxtR ,;,1 τ  и ( )−s,;x,tR τ2  ( )nn×  и ( )mm× , соответствен-
но, матричные функции являющихся решениями следующих матричных 
интегральных уравнений 

( ) ( ) ( ) ( ),,;,,;,,;,,;, 1111 sxtQddsRxtQsxtR
t x

s

τβατβαβατ
τ

−= ∫ ∫   (1.16) 

( ) ( ) ( ) ( )sxtQddsRxtQsxtR
t x

s

,;,,;,,;,,;, 2222 τβατβαβατ
τ

−= ∫ ∫ . (1.17) 

Имеет место 
Теорема 1. Решения ( ) ( )x,ty,x,tz  интегральных уравнению (1.14), 

(1.15) допускают, соответственно, представления 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫−=
t

t

x

x

ddssqsxtRxtqxtz
0 0

,,;,,, 1 τττ ,                  (1.18) 

( ) ( ) ( ) ( ) .,,;,,,
0 0

2∫ ∫−=
t

t

x

x

ddssrsxtRxtrxty τττ                  (1.19) 

 
Доказательство. 
Для доказательства должны показать, что представления (1.18), 

(1.19) удовлетворяют, соответственно, соотношений 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,;,,
0 0

1 =−− ∫ ∫ xtqddsszsxtQxtz
t

t

x

x

τττ ,           (1.20) 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,;,,
0 0

2 =−− ∫ ∫ xtrddssysxtQxty
t

t

x

x

τττ .          (1.21) 

 
Докажем справедливость соотношения (1.20). Подставляя пред-

ставление (1.18) в (1.20) будем иметь 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) =











+

+−−=

=−











−−

−−=

=−−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

t

t

x

x t

s

x

t

t

x

x

t

t

x

x

t

t

x

x t

s

x

t

t

x

x

t

t

x

x

ddsddqsRsxtQ

ddssqsxtQddssqsxtR

xtqddsddqsRsqsxtQ

ddssqsxtRxtq

xtqddsszsxtQxtz

0 0 0 0

0 00 0

0 0 0 0

0 0

0 0

,,,,,;,

,,;,,,;,

,,,,,,,;,

,,;,,

,,,;,,

11

11

11

1

1

τβαβαβαττ

ττττττ

τβαβαβατττ

τττ

τττ

τ

τ
 

      

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .0,

,,,,;,,;,,;,

,,,,,;,

,,;,,;,

0 0

0 0

0 0

1111

11

11

=×

×







−+−=

=







+

++−=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

ττ

βατβαβαττ

τβαττβαβα

ττττ

τ

τ

ddssq

ddsRxtQsxtQsxtR

ddsddsqsRxtQ

ddssqsxtQsxtR

t

t

x

x

t x

s

t

t

x

x

t x

s

t

t

x

x

 

Теперь докажем справедливость представление (1.21). 
Имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) =











+

+−−=−

−











−−

−−

−=−−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

t

t

x

x t

s

x

t

t

x

x

t

t

x

x

t

t

x

x t

s

x

t

t

x

x

t

t

x

x

ddsddrsRsxtQ

ddssrsxtQddssrsxtRxtr

ddsddrsRsrsxtQ

ddssrsxtR

xtrxtrddssysxtQxty

0 0 0 0

0 00 0

0 0 0 0

0 0

0 0

,,;,,;,

,,;,,,;,,

,,;,,,;,

,,;,

,,,,;,,

22

22

22

2

2

τβαβαβαττ

ττττττ

τβαβαβατττ

τττ

τττ

τ

τ
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( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .0,

,;,,;,,;,,;,

,,;,,;,

,,;,,;,

0 0

0 0

0 0

2222

22

22

=×

×







−+−=

=







+

++−=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

ττ

βατβαβαττ

τβαβαβατβα

ττττ

τ

τ

ddssr

ddsRxtQsxtQsxtR

ddsrddsRxtQ

ddssrsxtQsxtR

t

t

x

x

t x

s

t

t

x

x

t x

s

t

t

x

x

 

 
Этим теорема доказана.  
Полученное представление может использоваться при исследо-

вании задач оптимального управления, описываемые как линейными, так 
и нелинейными каноническими гиперболическими уравнениями первого 
порядка с краевыми условиями Гурса [3-7]. 
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BİRİNCİ TƏRTİB XƏTTİ, KANONİK HİPERBOLİK TİP TƏNLİKLƏRİN 

HƏLLƏRİNİN GÖSTƏRİLİŞİ HAQQINDA 
 

A.Q.AĞAMALIYEV, K.B.MƏNSİMOV, R.O.MƏSTƏLİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Bir sinif birinci tərtib xətti hiperbolik tənliklər üçün bir sərhəd məsələsinə baxılır. 
Koşi matrisinin analoqları daxil edilmiş və sərhəd məsələsinin həllinin göstərilişi tapılmışdır. 
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В работе рассматривается обратная граничная задача для уравнения колебаний 

струны, которая приводится к задаче оптимального управления. Выводится необхо-
димое и достаточное условие оптимальности в полученной задаче.  

 
Ключевые слова: обратная задача, оптимальное управление условие оптималь-

ности. 
 
Обратные задачи для дифференциальных уравнений, в связи их 

прикладной важностью являются актуальными проблемами современной 
математики. Появляются новые постановки обратных задач, развивается 
теория нового математического моделирования, создаются численные 
алгоритмы и их практическая реализация. Обратные задачи возникают в 
областях геофизики, сейсмологии, гидродинамики и т.д. [1,2,3,4,5]. 

В данной работе предлагается подход к решению одной обратной 
граничной задачи для уравнения колебаний струны и поиск неизвестной 
граничной функции сводится к задаче минимизации функционала, пост-
роенного с помощью дополнительной информации, получается градиент 
функционала и предлагается численный алгоритм для нахождения неиз-
вестной граничной функции в одном конкретном случае. 
 1. Постановка задачи. В области ( ){ }TtlxtxQT <<<<= 0,0,  
рассмотрим краевую задачу 
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Здесь ( )tv  неизвестная граничная функция. Для того чтобы определить 
( )tv , мы воспользуемся дополнительной информацией: 

                               ( ) ,0,
0

Tttau
x

<<=
=

                                                (4)                 
причем ( ) ( ),,0),( 2 TLtatb ∈ – заданные функции, 0,0 >> Tl - заданные 
постоянные. 
 Мы приводим эту задачу к задаче оптимального управления, т.е. 
на решениях задачи (1)-(3) минимизируем функционал 

( ) ( ) ( )( )[ ] ,;,0
2
1

0

2∫ −=
T

dttavtuvJ                                  (5) 

где ( )vtxu ;, - является решением задачи (1)-(3), которое соответствует 
функцию ( ).tv  Функцию ( )tv  назовем управлением. Предположим, что 

( ) adUtv ∈  где adU - выпуклое замкнутое ограниченное множество из 
( ),,02 TL  которое назовем классом допустимых управлений, причем 

.0 adU∈  
 Если мы найдем допустимое управление ( )tv , которое доставляет 
функционалу (5) нулевое значение, тогда дополнительное условие (4) вы-
полняется. Отметим, что при каждом фиксированном допустимом управ-
лении ( )tv  краевая задача (1)-(3) имеет единственное обобщенное реше-
ние из ( )TQW 1

2 [6,7]. 
 2. Преобразования задачи оптимального управления (5), (1)-(3). 
 Примем следующие обозначения: 

            ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫ −−=
T

dttuvtutuvtuvva
0

2121 ,0;,0;,00;,0;,0,  

            ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .0;,0;,00;,0
0

dttuvtututavL
T

∫ −−=  

Ясно, что ( )21,vva - билинейная непрерывная симметричная форма на adU , 
а ( )vL - линейная форма на adU . Тогда функционал (5) можно представить 
в виде: 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] .0;,02,
2
1

0

2









−+−= ∫
T

dttatuvLvvavJ  

Поскольку ( )21,vva  удовлетворяет условию ( ) ,0, ≥vva в силу результатов 
из [8] (стр.47,49) справедлива следующая 
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 Теорема 1. В задаче оптимального управления (5),(1)-(3) сущест-
вует хотя бы один элемент adUv ∈0 , что 

( ) ( ).inf0 vJvJ
adUv∈

=  

 В силу линейности краевой задачи (1)-(3) имеем равенство 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,;,1;,1;, 2121

TQtxvtxuvtxuvvtxu ∈−+=−+ λλλλ  
справедливое при всех ( )TLvv ,0, 2

21 ∈  и всех действительных λ . Отсюда 
следует выпуклость функционала (5). Поскольку множество допустимых 
управлений adU  выпуклое, тогда в силу теоремы из [8] (стр.18) справед-
лива 
 Теорема 2. Для того чтобы ( ) adUtv ∈0  было оптимальным управ-
лением в задаче (5),(1)-(3), необходимо и достаточно выполнение нера-
венства  ( )( ) 000 ≥−′ vvvJ adUv ∈∀ , т.е. выполнение неравенства                                  

       ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ,0;,0;,0
0

000 ≥−−∫ dttvtvvtutavtu
T

v ,adUv ∈∀          (6)            

где ( )vJ ′ - производная функционала (5), а ( )vtxuv ;, - производная реше-
ния задачи (1)-(3) по v . Для преобразования неравенства (6) линейную 
краевую задачу (1)-(3) запишем в виде операторного уравнения 

,vAu =  
где A  есть неограниченный линейный оператор в пространстве ( ),2 TQL  
сопоставляющий каждой функции ( )txu ,  из области своего определения 

( )AD  элемент 








∂
∂

∂
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== lxx x
u

x
u ,

0

 пространства ( ).,02 TL  В качестве ( )AD  

возьмем совокупность элементов ( )TQW 2
2 , удовлетворяющих условиям 

0,0
0

0
=

∂
∂=

=
=

t
t t

uu . Тогда можно показать, что оператор A  допускает за-

мыкание A , оператор A  имеет обратный и множество значений операто-
ра A  совпадает со всем ( ).,02 TL  Поэтому функция vAu

1−
=  будет обоб-

щенным решением задачи (1)-(3) (см. [6]). 
 Учитывая предыдущее замечание, можно вычислить производную 
этого решения по v , т.е. 

( )( ) ( ) ( ).;,0;,0;,0 000 vtuvtuvvvtuv −=−  
 Поэтому неравенство (6) принимает вид: 

         ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ,0;,0;,0;,0
0

00 ≥−−∫ dtvtuvtutavtu
T

.adUv ∈∀       (7) 
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 3. Условие оптимальности. Введем следующую сопряженную 
краевую задачу  
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TQtx
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∈
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∂ ψψ                                          (8) 

,0,0,0 lx
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ψψ                             (9) 

( ) ( ) .0,;,0 0

0

=
∂
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∂
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== lxx x
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x
ψψ               (10) 

 
Отметим, что краевая задача (8)-(10) имеет единственное обобщен-

ное решение из ( )TQW 1
2 [6]. С помощью решения краевой задачи (8)-(10) 

преобразует неравенство (7). 
 Если берем ( ) ( ) ( )0;,;,, vtxuvtxutxu −= , то ясно, что она является 
обобщенным решением задачи 
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т.е. для любой функции  ( ) ( ) 0,,1
2 =∈ TxQW T χχ  выполняется интеграль-

ное тождество 

    ( ) ( )[ ] ( ) .0,
0

0 =−−
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∂

∂
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 Поскольку функция ( )tx,ψ  является обобщенным решением зада-
чи (8)-(10), для любой функции ( )TQW 1

2∈η выполняется интегральное то-
ждество 

   ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ =−+



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∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
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xxtt

.0,0;,0
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 Если в формуле (11) за функции ( )tx,χ  брать ( )tx,ψ , а в формуле 
(12) за функции ( )tx,η  брать ( )txu ,  и из формулы (11) вычитать формулу 
(12), имеем: 
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  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] .;,;,0;,0;,0
0

00

0

00 ∫∫ −−=−−
TT

dttvtvvtldtvtuvtutavtu ψ    (13)   

Тогда из соотношений (7) и (13) следует, что 

               
( ) ( ) ( )[ ] ad

T

Uvdttvtvvtl ∈∀≤−∫ ,0;,
0

00ψ                  (14)                

  
Таким образом, доказано условие оптимальности в виде: 
 Теоремы 3. Чтобы функция ( ) adUtv ∈0  была оптимальным управ-
лением в задаче (5),(1)-(3), необходимо и достаточно, что она удовлетво-
ряла краевым задачам (1)-(3), (8)-(10) и вариационному неравенству (14). 
 Из соотношений (7) и (13) следует, что градиент функционала (5) в 
точке ( )tv0  имеет вид 

( ) ( )00 ;, vtlvJ ψ−=′ .                                          (15) 
Таким образом, для получения градиента в точке ( )TLv ,02

0 ∈ нужно по-
следовательно решить две краевые задачи - задачу (1)-(3) и задачу (8)-
(10), а затем воспользоваться формулой (15). Для численного решения 
задачи (5),(1)-(3) могут быть использованы различные методы минимиза-
ции. Кратко остановимся на методе проекции градиента, предполагая, 
что, например, множество adU  состоит из управлений ( ) ( )TLtvv ,02∈= , 
удовлетворяющих условиям 

                                            ( ) ,2

0

2 Rdttv
T

≤∫                                                (16) 

где R - заданное положительное число. 
 Метод проекции градиента для задачи (5),(1)-(3),(16) с учетом 
формулы (15) сведется к построению последовательности ( ){ }tvv kk =  по 
правилам 
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где параметр kα  выбирается одним из способов, описанных в §4, п.2 из 
[7]. 
 4. Применение метода Фурье к решение краевых задач (1)-(3) и 
(8)-(10). Для решения неоднородных краевых задач (1)-(3) и (8)-(10), ко-
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торые соответствуют управлению ( )tv0 , можно применить метод Фурье. 
Для этого неоднородные краевые задачи сводится к однородным краевым 
задачам и потом применяется метод разделения переменных. Тогда после 
применения метода Фурье решение задачи (1)-(3), которое соответствует 
управлению ( )tv0 , получается в виде ряда  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,cossin112,
1 0

0∑ ∫
∞

=








−−=

n

t
n x

l
ndt

l
nv

n
txu πττπτ

π
 

а решение сопряженной задачи (8)-(10) получается в виде ряда 

 ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )∑ ∫
∞

=








−−−=

1

0 cossin;,012,
n

T

t

x
l
ndt

l
navu

n
tx πττπττ

π
ψ . 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Романов В.Г. Некоторые обратные задач для уравнений гиперболического типа. Но-
восибирск: Наука, 1972, 164 с. 

2. Кожанов А.И., Валитов И.Р. О разрешимости некоторых гиперболических обратных 
задач с двумя неизвестными коэффициентами. Мат.Заметки ЯГУ, 14(2007), 3-16. 

3. Anikonov Yn.E., Ayupova N.B. Table of Solutions and Coefficient for Second-Order Dif-
ferential Equations and Inverse Problems. Journal of Inverse and ILL -Posed Problems, 
15(2007), 867-892. 

4. Abasheeva N.L. Identification of a Source in Parabolic and Hyperbolic Equations with a 
Parameter. Journal of Inverse and ILL -Posed Problems, 11(2003), 439-473. 

5. Нещадим М.В. Некоторые вопросы конструктивных методов в теории обратных 
задач. Сибирский журнал индустриальной математики, 10(2007), 101-109. 

6. Ладыженская О.А. Краевые задачи математической физики. М.: Наука, 1973, 408 с. 
7. Васильев Ф.П. Методы решения экстремальных задач. М.: Наука, 1981, 400 с. 
8. Лионс Ж.Л. Оптимальное управление системами, описываемыми уравнениями с 

частными производными. М.: Мир, 1972, 415 с. 
 

 
SİMİN RƏQSLƏRİ TƏNLİYİ ÜÇÜN TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ VƏ ONUN 

OPTİMAL İDARƏETMƏ METODU İLƏ TƏDQİQİ 
 

H.F.QULİYEV, G.Q.İSMAYILOVA 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə optimal idarəetmə məsələsinə gətirilən tərs sərhəd məsələsinə baxılır. Alınan 
məsələdə optimallığın zəruri və kafi şərti çıxarılır.  

 
Açar sözlər: tərs məsələ, optimal idarəetmə, optimallıq şərti 
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INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR EQUATION OF  STRING  
OSCILLATIONS  AND ITS STUDY BY THE OPTIMAL CONTROL METHOD 

 
H.F.GULIYEV, G.G.ISMAYILOVA 

 
SUMMARY 

 
 In this paper, we consider the inverse boundary value problem for the equation of 
string oscillations which is reduced to the problem of optimal control. A necessary and 
sufficient optimality condition in the obtained problem is derived. 
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ШРЕДИНГЕРА С БЕСКОНЕЧНО РАСТУЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ 

 
И.М.ГУСЕЙНОВ*, А.Ф.МАМЕДОВА**,*** 
*Бакинский Государственный Университет 

**Институт Математики и Механики НАН Азербайджана 
***Гянджинский Государственный Университет 

hmhuseynovov@gmail.com 
  

Рассматривается уравнение Шредингера со ступенеобразным бесконечно рас-
тущим потенциалом. С помощью операторов преобразования построены решения с оп-
ределенными асимптотиками на бесконечности. Изучена задача рассеяния. Получены 
основные уравнения обратной задачи. Указан алгоритм для решения обратной задачи.  

  
Ключевые слова: уравнение Шредингера, растущий потенциал, операторы пре-

образования, задача рассеяния, основные уравнения. 
 
 Рассмотрим дифференциальное уравнение  

 ∞<<∞−=+′′− xyyxqy ,)( λ    (1) 
где действительная функция )(xq  непрерывно дифференцируема на всей 
оси и удовлетворяет условию  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞−∞−

− ∞<+−++++
0

4
0

224 11
2

dxxxqxdxxxqex x .  (2)  

  Настоящая работа посвящена задаче рассеяния уравнения (1). Ме-
тодом операторов преобразования получены основные уравнения типа 
Марченко, позволяющие решить обратную задачу.  
 Отметим, что в случае быстроубывающего потенциала прямая и 
обратная задачи рассеяния для уравнения Шредингера изучались в рабо-
тах многих авторов (см. [ ] [ ]31 −  и литературу в них). Появление растуще-
го потенциала потребует значительной модификации классических рас-
суждений из работ [ ] [ ]31 − . С этой целью используются функции Эйри и 
функции параболического цилиндра. Заметим, что обратные задачи в раз-
личных постановках для уравнения Шредингера с дополнительным ли-
нейным потенциалом исследовались в работах [ ] [ ]64 − . Задача рассеяния 
для уравнения Шредингера с дополнительным ангармоническим потен-
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циалом рассматривалась в работе [ ]7 . 
 

1. Операторы преобразования 
 Рассмотрим уравнение Эйри  

 yxyy λ=+′′− .     (3) 

Известно [ ]8 , что решением уравнение (3) имеет решение Эйри первого 
типа ( )λ−Α xi . При этом функция ( )ziΑ  является целой функцией и об-
ладает асимптотикой  

 ( ) ( )( ) ∞→<+=Α −−−−
zzOezzi ,arg,1

2
1 14

1
2
1

πζπ ζ .   (4) 

Положим  

( ) ( )λ
π

λ −Α=+ xixf 1,0 .    (5) 

Из последних формул следует, что решение ( )λ,0 xf+  уравнения (3) для 
всех λ  экспоненциально убывает при +∞→x .  

 
Введем обозначения  

 ( ) ( )∫
∞

+ −=
x

dtttqxσ , ( ) ( )∫
∞

++ =
x

dttx σσ 1 .   (6) 

Как следует из работ [ ] [ ]6,4 , уравнения (1) при выполнении условия (2) 
имеет решение ( )λ,xf+ , представимое в виде  

 dttftxKxfxf
x
∫
∞

+++
+ += ),(),(),(),( 00 λλλ .   (7) 

Для ядра ( )txK ,+  имеют место соотношения  

 ( ) )
2

(1)
2

(
2
1,

tx

etxtxK
+

++
++≤

σ
σ ,   (8)  

 ( ) ( )[ ]∫
∞

+ −=
x

dtttqxxK
2
1, .   (9) 

 Рассмотрим теперь уравнение Вебера  
 yyxy λ=−′′− 2 .     (10)  

Известно [ ]9 , что уравнение (3) имеет решение ( ) 





−=

−

−
− xeDxf

i

i
4

2
1

2

0 2,
π

λλ , 

где ( ) ( )xDxaU
a

2
1,

−−
= - функция параболического цилиндра. Поведение 

функции ( )zDν  для больших значений z  и фиксированного значения ν  
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определяется [ ]8  асимптотической формулой  

 ( )
4

3arg,,114

2

πν
ν <∞→










+=

−
zz

z
OezzD

z

 .   (11) 

Более того, если z  ограничен и ( )
2

arg πν ≤− , то при ∞→ν  

 ( ) ( )


























+







 −−−−=

ν
νννν

ν
11

2
ln

2
exp

2
1 OzzD .  (12) 

Формула (11) показывает, что функция ( ) 





−=

−

−
− xeDxf

i

i
4

2
1

2

0 2,
π

λλ , где 

имеет при −∞→x порядок ( ) 




 − −− λIm

2
1

xO и, значит, ( )λ,0 xf−  принадле-

жит ( )0,2 ∞−L  при 0Im >λ . Очевидно, что функция ( )λ,0 xf −−  тоже явля-
ется решением уравнения (10) и принадлежит ( )∞,02L  при 0Im >λ . 

 Введем обозначения  

 ( ) ( )∫
∞−

− +=
x

dtttqx 2σ , ( ) ( )∫
∞−

−− =
x

dttx σσ 1 .   (13) 

Как показано в работе [ ]7 , уравнение (1) при выполнении условия (2) 
имеет решение ( )λ,xf− , представимое в виде  

 dttftxKxfxf
x

∫
∞−

−−−
− += ),(),(),(),( 00 λλλ .    (14) 

Для ядра ( )txK ,−  имеют место соотношения  

 ( ) )
2

(1)
2

(
2
1,

tx

etxtxK
+

−−
−+≤

σ
σ ,   (15)  

 ( ) ( )[ ]∫
∞−

− +=
x

dtttqxxK 2

2
1, .    (16) 

Далее, известно, что (см. [ ]4 ) для решения ( )λ,0 xf +  уравнения (3) спра-
ведлива следующая формула разложения  

 ( ) ( ) ( )yxdyfxf −=∫
∞

∞−

++ δλλλ
π

,,1
00 ,   (17) 

где δ - дельта функция Дирака. С другой стороны, легко усмотреть, что 
при вещественных значениях λ пары решений ( ) ( ){ }λλ ,,, 00 xfxf −−  и 

( ) ( ){ } ,,, 00 λλ xfxf −−−  уравнения (10) линейно независимы, причем их 
вронскианы определяются формулами  
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 ( ) ( ){ } 400 2,,,
πλ

λλ eixfxfW =−− ,    (18) 

 ( ) ( ){ }





 −Γ

−=−
−

−−

22
1

2,,,
4

00

λ
πλλ

π

i
exfxfW

i

.   (19) 

Следуя тогда соответствующим рассуждениям Э.Ч.Титчмарша [ ]9  полу-
чаем, что функции ( ) ( )λψλψ ,,, 21 xx  определенные в общей теории [ ]9  с 
точностью до множителя совпадают, соответственно с ( ) ( )λλ ,,, 00 xfxf −−− . 
Тем самым ( ) ( )λλ ,,, 00 xfxf −−−  служат собственными функциями непре-
рывного спектра уравнения (10). Отсюда легко можно получить следую-
щую формулу разложения для собственных функций непрерывного спек-
тра уравнения (10):  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−

−
−=+ yxdeyryx δλλφλλφλφ

π

πλ
4

0000 ,,,
2
1 ,  (20) 

где функция ( )λ0r  определяется формулой  

 ( )
4

4

0

2

22
1

πλ

π

π

λ

λ
e

ie
r

i






 −Γ

= .    (21) 

 
2.Задача рассеяния  

Рассмотрим теперь частные решения ( )λ,xf±  уравнения (1). В силу 
вещественности потенциала ( )xq  заключаем, что при действительных 
значениях λ  решениями уравнения (1) является также ( )λ,xf− . Так как 
вронскиан двух решений от x  не зависит, то из соотношений (13), (14), 
(17) следует, что решения ( )λ,xf− и ( )λ,xf−  линейно независимы и верно 
равенство  

 ( ) ( ){ } 42,,,
πλ

λλ eixfxfW =−− .   (22) 
Так как решение ( )λ,xf+  при всех действительных значениях λ при-

нимает вещественные значения, то имеет место разложение 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ ,,, xfaxfaxf −−+ +=  ,   (23) 

  
где  

 ( ) ( ) ( )[ ]
42

,,,
πλ

λλλ
ei

xfxfWa −+−=   (24) 
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 Из (22)-(25) вытекает, что ( )λa  обладает асимптотикой  

 ( )









−∞→

+∞→












 ++





 +

−−

−

λλ

λπζπζλ
λ

πλλ

πλ

,

,,
4

sin
4

cos
~

8
3

3
2

4
1

8
21

4
1

2
3

ee

eCC
Ca   (25) 

  
В силу (23), (24), при вещественных значениях λ  функция ( )λa  непре-
рывна и не обращается в нуль. Более того, она допускает аналитическое 
продолжение в верхнюю полуплоскость. Следует отметить, что функция 

( )λa  не имеет нулей в полуплоскости 0Im >λ , поскольку в противном 
случае порожденный уравнением (1) самосопряженный оператор имел бы 
комплексное собственное значение.  
 Далее, согласно результатам общей теории (см. [ ]9 ) решения 

( )λ,xf±  уравнения (1) являются собственными функциями непрерывного 
спектра. Причем имеет место формула разложения  

 ( ) ( )
( ) ( )∫

∞

∞−

−−+ −= yxde
a

yfxf δλ
λ

λλ
π

πλ
4,,

2
1 .   (26) 

Учитывая формулу (23) в последнем соотношении найдем, что  

 ( ) ( )
( )

( )∫
∞

∞−

−++ −= yxde
a

yfxf δλ
λ

λλ
π

πλ
4

2

,,
22

1 .  (27) 

С другой стороны, полагая  

 ( ) ( )
( )λ
λλ

a
ar = ,     (28) 

 
из (23), (26) получаем, что  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−

−

−−− −=+ yxdeyfxfrxf δλλλλλ
π

πλ
4,,,

2
1 .   (29) 

 Функция ( ) ( )λλ 1−= at  называется коэффициентом прохождения 
уравнения Шредингера. Под обратной задачей рассеяния будем понимать 
восстановление потенциала ( )xq  по коэффициенту прохождения. При 
решении обратной задачи особое место занимают так называемые основ-
ные уравнения типа Марченко. 
 Пусть  

 ( ) ( ) ( )
( )∫

∞

∞−

−+++ = λ
λ

λλ
π

πλ

de
a

yfxfyxF 4
2

00 ,,
22

1, ,   (30) 
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 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−

−

−−
− −= λλλλλ

π

πλ

deyfxfrryxF 400
0 ,,Re

2
1, ,  (31) 

Теорема. При каждом фиксированном x ; функции ( )yxK ,± , входящие в 
представления (7),(14), удовлетворяют интегральным уравнениям  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫
±∞

±±±± ±>±=±+
x

xydtytFtxKyxKyxF ,0,,,, .  (32) 

Доказательство. Доказательство теоремы устанавливается с помощью 
формул разложения (27), (29). Рассмотрим, например, случай «-». Из из-
вестных свойств операторов преобразования и из (14), (15) вытекает, что  

dttftyKyfyf
y

∫
∞−

+−− += ),(),(),(),(0 λλλ , 

где ядро ( )tyK ,  удовлетворяет неравенству, аналогичному (15). Тогда 
при xy <  из (29) следует, что  

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,

,,,1,

,,,1

4

40

yxxyKyxdttxtyKyx

dtdetfxfrxftyKyx

deyfxfrxf

y

y

−=+−=−+−=

=





++−=

=+

∫

∫ ∫

∫

∞−

∞−

∞

∞−

−

−−−

∞

∞−

−

−−−

δδδδ

λλλλλ
π

δ

λλλλλ
π

πλ

πλ

  

С другой стороны, используя (14), (20), получаем  
  

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,

,,
2
1,

,,
2
1

,,,
2
1,

,,,
2
1

,,,
2
1

400
0

400
0

400
0

0

400
0

0

40
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∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫

∞−

−−−−

∞−

∞

∞−

−

−−
−

∞

∞−

−

−−

∞−

∞

∞−

−

−−−
−

∞

∞−

−

−−−

∞

∞−

−

−−−

+++−=

=





−+

+−+

+





++

++=

=+

x

x

x

dtytFtxKyxFyxKyx

dtdeyftfrrtxK

deyfxfrr

dtdeyftfrtftxK

deyfxfrxf

deyfxfrxf

δ

λλλλλ
π

λλλλλ
π
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π
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π
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π

πλ
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Сопоставляя последнее равенство предпоследним равенством и учитывая 
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вещественность ядра ( )yxK ,− , получаем основное уравнение для случая 
«-». Другой случай рассматривается аналогично.  
 Теорема доказана.  
 Следует отметить, что при помощи основных уравнений (32), как и 
в работах [ ] [ ]6,4 , устанавливается, что ядра ( )yxF ,±  непрерывно диффе-
ренцируемы и удовлетворяют соотношениям  

( ) ( ) ( )

( )
( ) ,0,

,,,,,,

suplim

sup

0

=

∞<≥±≥±≤

∫

∫
∞±

±

≥−±±∞→

±
±∞

>±
±

±

N axN

a ax

dyyxF

dttxFayaxaCyxF
  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,1 1

1

≥−±≤





∂
∂+

∂
∂+ ±

∞±
±∫ axaCdyyxF

yx
y

x

,  

 ( ) ( ) ( )aCdxxxF
dx
dx

a

±
±∞

± <+∫ 0
4 ,1 ,  

 
( )

( ) ( ) 0,,suplim
00

=−+∫
±∞

±±

≥−±→ xxzh
dyyzFhyzF .  

Воспользовавшись последними соотношениями можно доказать, одно-
значную разрешимость основных уравнений (32).  
 В заключение отметим, что основные уравнения позволяют ре-
шить обратную задачу по следующему алгоритму. 
 Алгоритм. Пусть дан правый коэффициент прохождения ( )λt . 
 Шаг 1. По формулам (30), (31) определим функции ( )yxF ,± . 
 Шаг 2. Решив основные уравнения (32) найдем функции ( )yxK ,± . 
 Шаг 3. Потенциал ( )xq  восстановим по любой из формул (9), (16). 
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SONSUZ ARTAN POTENSİALA MALİK OLAN ŞREDİNGER TƏNLİYİNİN 
SƏPİLMƏ NƏZƏRİYYƏSİ 

 
H.M.HÜSEYNOV, A.F.MƏMMƏDOVA 

 
XÜLASƏ 

 
Bütün oxda pilləvari sonsuz artan potensiala malik olan Sredinger tənliyinə baxılır. 

Çevirmə operatorlarının köməyilə sonsuzluqda müəyyən asimptotikalara malik olan həllər 
qurulmuşdur. Səpilmə məsələsi öyrənilmişdir. Tərs məsələnin əsas tənlikləri alınmışdır. Tərs 
məsələnin həlli üçün alqoritm verilmişdir. 

 
Açar sözlər: Şredinger tənliyi, artan potensial, çevirmə operatorları, səpilmə 

məsələsi,əsas tənliklər. 
 

ON THE SCATTERING THEORY OF ONE-DIMENSIONAL SCHRODINGER 
EQUATION WITH INFINITELY GROWING POTENTIAL 

 
H.M.HUSEYNOV, A.F.MAMMADOVA 

 
SUMMARY 

 
The Schrodinger equation with step-like infinitely growing potential is considered. Us-

ing the transformation operators special solutions with asymptotic behavior at infinity are con-
structed. The scattering problem is studied. The main equations of the inverse problem are ob-
tained. An algorithm for solving the inverse problem is indicated.  

  
Keywords: Schrodinger equation, growing potential, transformation operators, scatter-

ing problems, main equations. 
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УДК 517.2, 988.8 
 

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ 
СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРО-ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Ф.А.АБДУЛЛАЕВ 

Бакинский Государственный Университет 
fuad_abdullayev56@mail.ru 

 
В данной работе рассматравается один  класс нелинейных сингулярных интегро-

функциональных уравнений принципом сжимающих отображений, доказывается  
теорема о существовании и единственности решений рассматриваемых уравнений. 
Доказывается, что последовательность приближенных решений сходятся к точному 
решению в метрике пространства С. 

 
Ключевые слова: сингуляное уравнение, касательное напряжение, область 

контакта, давление. 
 

Как известно, задача вдавливания с трением жесткого штампа в 
толстую упругую полосу, когда одна из границ области контакта 
закреплена (в нашем случае правый конец), сводится к нахождению 
функции р(t) (функция контактного давления) и постоянной С из системы 
безразмерных уравненый [3,4]: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )















=

=

−=
−

++

∫

∫ ∫ ∫

)3(.0

)2(,
2

)1(,1ln1

ap

dp

tfCd
t

pdpdp

b

a

t

a

t

a

b

a

πττ

τ
τ

τ
π

ττψµττϕλ

 
Здесь ( )tf  – функция, задающая форму основания штампа, ( )pϕ – 

функция, определяющая зависимость касательного напряжения на по-
верхности полосы под действием давления, ( )pψ  – функция, определяю-
щая перемещения микронеровностей под действием давления, а конс-
танта 0≥λ .  Если известны ( )tp  и a , то постоянная С находится из (1) 
при  at = .  
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Дифференцируя (1) по t, получим 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ),1 tfd
t

ptptp
b

a

′−=
−

++ ∫ τ
τ

τ
π

µψλϕ      bt <<0 .            (4) 

Используя формулу обращения особого интеграла Коши [5], при условии 
(3) имеем  

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
∫ −

′++⋅
−
−

−
−=

b

a

d
t

fpp
a

b
tb
tbtp τ

τ
ττµψτλϕ

τ
τ

π2
1   (5) 

Потребуем, чтобы р(t) yдоблетворяла условию (2). Тогда поставив (5) в 
(2) и учитывая, что при ( )bat ,∈  

( )∫ −=
−−

−b

a

d
tb
a ,πτ

ττ
τ  

получим 

( )( ) ( )( ) ( )[ ]∫ −=′++⋅
−
−b

a

dfpp
a

b 1
2
1 τττµψτλϕ

τ
τ

π
           (6) 

Производя  в (5) – (6)  замены переменных 

,
22

xababt −++=  ξτ
22

abab −++=  и обозначив ( )xqxababp =




 −++

22
 

получим систему интегро – фунциональных уравнений относитстьно 
функции  ( )xq  и постоянной a  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]











−
−=′++

+
−

−+

′++⋅−
−
+=

∫∫

∫

−−

−

)8(,1,,
1
1

2
1

)7(,
1

,,1
1
1

2
1

1

1

1

1

1

1

ab
dbafqq

d
x

bafqq
x
xxq

ξξνξµψξλϕ
ξ
ξ

π

ξ
ξξ

ξνξµψξλϕξ
π

 

Где ( ) ( ) ( )( ).
2
1,, xabbaxbax −++==νν  

Запишем систему (7) - (8) в виде операторного уравнения. 
Пусть αH  – пространство функций, определенных на [ ]1,1−  и удов-

летворяющих условию Гельдера с показателем ,10 ≤< α с нормой 
( )α

α
;gHgg +=

∞
 где 

[ ]
( ),max

1,1
tgg

t −∈∞
=  

( ) { [ ]}.1,1,;)()(sup, 212121 −∈−⋅−= − tttttgtgagH α

 
Далее, ( ) ( ) }{ ,0110 ==−∈= ggHgH αα   где для ,0

αHg ∈  );;(
0,

agHg =α
   

( ) ( ) ( ) ,
2
10,)()(







<<∈⋅== αρρ αα HxhxhxxqH  где  ( )

x
xx

−
+=

1
1ρ   и для 
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( ) ( ) ( ) ( )
αα ρρ hqHxhxxq =∈= ,  

Обозначим через ( ) ,RHU ×= ρα , где R - множестo действительных 
чисел, банаxово пространство элементов ( ) Uhu ∈= αρ ,  с нормой 

.ahu
U

+= α  
Систему (7) – (8) можно записать в виде операторного уравнения 

( ) ( ) ( )( ) ,,0, 21 UuuFuFuF ∈==              (9) 
где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) 





−

′
−

−
−

−
−= ∫∫∫

−−−

ξ
ξξρ

ξν
π

ξ
ξξρ

ξξρψ
π
µξ

ξξρ
ξξρϕ

π
λρ d

x
fd

x
hd

x
hxhxuF

1

1

1

1

1

1
1 2

1
22

, 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) .1

2
1

22

1

1

1

1

1

1
2 ab

dfdhdhuF
−

+
′

++= ∫∫∫
−−−

ξ
ξρ
ξν

π
ξ

ξρ
ξξρψ

π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ  

Пусть уравнение (9) при 0== µλ  имеет решение ( )000 , ahu ρ= , где 
ba <0 является решением уравнения 

   ( )
( ) ,02,,

0

1

1

0 =
−

+
′

∫
− ab

dbaf πξ
ξρ

ξ    (10) 

a функция ( )xh0  определяется формулой 

         ( ) ( )
( ) [ ].1,1,,,  

2
1 1

1

0
0 −∈

′
= ∫

−

xdbafxh ξ
ξρ

ξ
π

   

Относительно функции f   предполагаем, что выполняются условия:                      
A) [ ] ;0,0,, 00 >+∞<<<<−∞→− ηη baRbaf  
B) f  на [ ]ba ,0 η−  
четырежды непрерывно дифференцируема; 
 С) ( ) ( ) [ ]., ,0,0 0 baxxfxf η−∈<′>′′ Из (10) следует, что существует 

ηδ <<0  такое, что для ( )δδ +−∈∀ 00 ,aaa  

( )( )
( ) ( )0

1

10 3
4,,4

ab
dbaf

ab −
−<

′
<

−
− ∫

−

πξ
ξρ

ξνπ    (11) 

Обозначая ( ) ,0>=′′ mxf  имеем 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ξ

νξνξρ
νξν

π
d

xbaba
xbafbafab

xh ∫
− −

′−′−
=

1

1 00
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0 ,,,,

,,,,
 

4

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫
− −

−′+
1

1 00

0
0 ,,,,4

,,
xbaba

dab
xbaf

νξνξρ
ξ

π
ν  

( ) ( )( ) ( )( ) 0,,
4

,,
2
1

4 0
0

0

1

1

0 >′−−=′−−≥ ∫
−

xbafabmxbafdmab ν
π

νξ
ξρπ
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Обозначим ( )( )




 ′−

−
= xbaf

ab
m ,,

2
1

4
min 0

0 νβ . Покажем, что ( )
2
10,0 <<∈ ααHxh  

и оценим α0h . 
Из представления 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) =′−

−
′−′

⋅
+
−−

= ∫
−

xbafd
xbaba

xbafbafab
xh ,,

2
1

,,,,
,,,,

1
1

 
4 0

1

1 00

000
0 νξ

νξν
νξν

ξ
ξ

π
 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )xbafddxbabaxbafab ,,
2
1,,,,,,

1
1

 
4 0

1

1

1

0
000

0 νξθνξνθν
ξ
ξ

π
′−−+′′⋅

+
−−

∫ ∫
−

 
последовательно имеем: 

∞∞
′′+′′−

≤ ff
ab

h
2
1

4
0

0 πα
 

( ) ( ) ≤− yhxh 00 ×
−
π4

0ab
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ξθνξνθννξνθν
ξ
ξ

ddybabaybafxbabaxbaf ,,,,,,,,,,,,
1

1 1
1

000000 −+′′−−+′′
− +

−
× ∫

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) +−′′−
≤′−′+ yx

ab
ybafxbaf ;1fH 

4
,,,,

2
1 2

0
00 νν  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )12(;1fH
4

;1fH 
4

;;1fH
4

0
2

0
0

0 ′−+′′−≤⇒−′− ababahHyxab

 
В дальнейшем нам понадобится следующая 

Лемма.1 Пусть ( ) [ ] ( ) 01,1;
2
10, ≥−∈∀<<∈ xhxHxh αα  a  функция 

[ ) Ro →∞,:ϕ  удовлетворяет следующим условиям: 
1)  ( ) ( ) ,000 =′= ϕϕ   φ – ограничена на  [ )∞,o  
2) существуют положительные постоянные ,0l 1l  и 2l  такие, что для 
любых [ )∞∈ ,0, 21 uu   ( ) ( ) ( ) ( ) ;2,1,0,2121 =−≤− iuuluu i

ii ϕϕ  

3) существует 03 >l    такое, что ( ) ,
1

3

u
l

u
+

≤′ϕ [ )+∞∈ ,ou  

(Отметим, что из условия 3) легко получить 2) в случае  0=i  c 
постоянной 3l ) 
Тогда 

I.  ( ) ( )( )
( )x

xhx
ρ

ρϕ  обрашается в нуль при ;1±=x  
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II. для любых [ ]1,1, 21 −∈xx  справедливо неравенство 
 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

αα
αα ϕ

ρ
ρϕ

ρ
ρϕ

21
2
1

0
2
1

33
2

1
2

22

1

11 2432332 xxhlhlhlhl
x

xhx
x

xhx
−










 ++++≤−

∞

−

∞∞

 

Доказательство    ( ) ( )( )
( ) 0lim

1
=

→ x
xhx

x ρ
ρϕ  очевидно. 

Рассмотрим предел при .1−→x  Имеем 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )xhxhxxh
x
xxhx

x
xxhx

x
x

x
xhx ⋅′=

+
−⋅′

−
+=−

−
+= ρθϕρθϕϕρϕ

ρ
ρϕ

1
1

1
10

1
1

Отсюда ( ) ( )( )
( ) .0lim

1
=

−→ x
xhx

x ρ
ρϕ  

II. Доказательство этого пункта разделим на два этапа. Пусть на первом 
этапе [ ].0,1, 21 −∈xx  

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ).
1
1 xhxh

x
xxhx ≤

−
+=ρ  Из тождества 

 ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ×′−′−=− ∫ θρϕθρθϕ

ρ
ρϕ

ρ
ρϕ

dxhxdxhxxhxh
x

xhx
x

xhx
22

1

0 1121
2

22

1

11   

( ) ( ) ( ) ( )( )( )∫ ′−′×
1

0 2211 θρϕϕ dxhxxhx  

имеем  
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )2

22

1

11

x
xhx

x
xhx

ρ
ρϕ

ρ
ρϕ

− ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) θρθϕ dxhxxhxh ∫ ′−≤
1

0 1121

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )∫ ′−′+
1

0 22112 θρϕϕ dxhxxhxxh

( ) α
α 21

21
1 2

21
2
3 xxhlhhl −⋅




 +
+⋅≤

∞∞
          (13) 

Пусть теперь [ ].0,1, 21 −∈xx и 12 xx < . Тогда 
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )2

22

1

11

x
xhx

x
xhx

ρ
ρϕ

ρ
ρϕ

−

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 21
2

2
222211

1

1

1

1

1

1
AA

x

x
xhxxhxxhx

x

x
+=

−

+
+−

−

+
≤ ρϕρϕρϕ  

Будем рассматривать два случая 
а) 2111 xxx −<−  
В свою очередь, в этом случае возможны следующие варианты: 
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1) ( ) ( ) ( ) ( )1122 xhxxhx ρρ ≥ , 
2) ( ) ( ) ( ) ( )1122 xhxxhx ρρ < . 
Сначало рассмотрим первый вариант. Тогда 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2211
1

1
1 1

1
xhxxhx

x

x
A ρϕρϕ −

+

−
=
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−

+
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−
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  (15) 

 
Оценим 12A ′′ . Если ( ) ,1 11 xxh −≤  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) αα

α

αα

ρρρρ

21324
1
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1
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−

 (16) 

Если же ( ) ,1 11 xxh −>  то ( ) ( ) 111 ≥xhxρ ,  и 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )21

2
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1

1

1
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1
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x
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( )[ ] ( )[ ] ( ) αααα
αα

ρ 21324
1

132
1

2
1

13

2
1

2
1

2122 xxhlxhlxhxl −≤−≤≤
−−

+
∞

−−−  (17) 
 
А теперь оценим 2A . При ( ) 22 1 xx −≤µ  имеем 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2
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1

1
2

1

1
0

2

2

1

1
222 1
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1

1

1

1

1

1
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1
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20
2

2

1

1
10 14

1

1

1

1
1

2
1

2
1

xhl
x

x

x

x
hxl −≤

−

+
−

+

−
+≤

∞∞

α
210

2
1

24 xxhl −≤
∞

 (18) 
 
A при ( ) 22 1 xx −≤µ  имеем 

( ) ααϕϕ 21
2
1

212 311 xxhxxA −≤−−−≤ −

∞∞∞
  (19) 

И так вариант 1) доказан 
Аналогичными выкладками доказываются вариант 2), а также случай b). 
Лемма 1 доказана. 
Аналогично этой лемме можно доказать следующую лемму. 

Лемма 2.  Пусть ( ) [ ] ( ) ,01,1;
2
10, ≥−∈∀<<∈ xhxHxh αα  a функция 

[ ) R→∞,0:ψ  удовлетворяет следующим условиям: 
1) ( ) ( ) ψψψ ,000 =′′=′ -ограничена на [ )∞,0 . 
2) существуют положительные постоянные 210 ,, CCC  такие, что  для 
любых ∈21 ,uu  [ )+∞,0  

( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,0,2121 =−≤− iuuCuu i
ii ψψ  

3) существует 03 >C  такое, что    ( ) [ ).,0,
1

3
1 ∞∈

+
≤′ u

u
C

uψ  

Тогда 

I. ( ) ( )( )
( )x

xhx
ρ

ρψ  обращается в нуль при ;1±=x  

II.для любих [ ]1,1, 21 −∈xx  справедливо неравенство 
( ) ( )( )
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Возьмем 






−

<< .
2

,
2

,min0 0ab
r βδ  Пусть ( )000 , ahu ρ=  и ( ) }{ ruuUuuBr ≤−∈= /0  

Введем оператор 
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ξ
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. 

Тогда уравнение (9) запишется в виде 
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,uAu = Uu ∈      (20) 
Обозначим  

( ) ( )
,

4
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2
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1 0
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γ f
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ξ d
x
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Верна 
Теорема 1.  Пусть .1<γ  Тогда при 

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ,

2
3

2
1

1,
3

2min,max 2
00

0













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+
−

+⋅

−
+−

<
∞∞

→
∞∞

ψϕ

π

γ
ψϕ

µλ

αα

ab
KS

r
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rHH

  (21) 

оператор А переводит шар ( )0uBr  в себя 
Доказательство. Второе уравнения системы  можно записать в 
виде 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ξ
ξρ

ξ
π

ξ
ξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ dbafdhdh

ba

∫∫∫
−−−

′
++

+= 1

1

1

1

1

1

,,
2
1

22

1    (22) 

Из (11) следует, что при условии (3), .ba <  
Возьмем ( )0 uBu r∈∀    и оценим .0 U

uAu −  

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )


−

′
+

−
+

−
=− ∫∫∫

−−−

ξ
ξξρ

ξν
π

ρξ
ξξρ

ξξρψµ
π

ρξ
ξξρ

ξξρϕλ
π

ρ d
x

bafxd
x

hxd
x

hxuAu
1

1

1

1

1

1
0

,,
222

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ξ
ξρ

ξ
π

ξ
ξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ dbafdhdh

∫∫∫
−−−

′
++

− 1

1

1

1

1

1

,,
2
1

22

1

( )( )
( ) 










′
−

∫
−

ξ
ξρ

ξν
π

dbaf1

1

,,
2
1

1  

Имеем 
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( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

)23(
2
1

,,,,
2
1,,

2
1,,

2
1

0

0
1

1

1

1

0

aaf

d
babaf

dbafd
baf

−′′

≤
−⋅′′

≤
′

−
′

∞

−−
∫∫ ξ

ξρ
ξνξνξθ

π
ξ

ξρ
ξν

π
ξ

ξρ
ξν

π    

 
Учитывая (11) и (23), находим 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) ξ
ξρ

ξν
π

ξ
ξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ dbafdhdh

J

∫∫∫
−−−

′
++

= 1

1

1

1

1

1

0 ,,
2
1

22

1

( )( )
( ) ξ
ξρ

ξν
π

d
baf

∫
−

′
− 1

1

0 ,,
2
1

1

( )( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( ) 




 ′
⋅

′
++

−−
′

−
′

=

∫∫∫∫

∫∫∫∫

−−−−

−−−−

ξ
ξρ

ξν
π

ξ
ξρ

ξν
πξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ

ξρ
ξξρψ

π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λξ

ξρ
ξν

π
ξ

ξρ
ξν

π

d
baf

dbafhdh

hdhdbafd
baf

1

1

0
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0

,,
2
1,,

2
1

22

22
,,

2
1,,

2
1

 

Учитывая условие  на λ , µ  и оценку (11), находим  
( ) ( )( )

( )
( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
.

3
11

23
2

,,
2
1

2
,,

2
1

2

2
000

1

1

0
1

1

1

1

1

1

ababab

d
baf

dhdbafdh

−
≥

−








 +
−

−
≥

′
×+

′
+

∞

−−−−
∫∫∫∫

ϕµλ

ξ
ξρ

ξν
π

ξ
ξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξν

π
ξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ

 

 
( )( )

( )
( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )2
0

1

1

1

1

1

1

1

1

0

0

3
1

22
,,

2
1,,

2
1

ab

hdhdbafd
baf

J

−

−+
′

−
′

≤
∫∫∫∫
−−−− ξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
λξ

ξρ
ξν

π
ξ

ξρ
ξν

π  

( ) ( )( )[ ]
∞∞∞

+++−′′−≤ ψϕµλ0
2

02
3 aafab . 

Далее, 
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( ) rHHHH
KSdhSdh ⋅≤⋅≤

→
−

→
−

∫∫ αααα π
λξ

ξρ
ξξρϕ

π
λξ

ξρ
ξξρϕ

π
λ

αα

00  
2

 
22

1

1

1

1

 

Аналогично, 
( ) ( )( )
( ) rHH

KSdh ⋅≤
→

−
∫ ααπ

µξ
ξρ

ξξρψ
π
µ

α

0 
22

1

1
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Аналогичными выкладками можно получить оценку 
( )( )
( )

( )( )
( )

( )
.

4
3,,

2
1,,

2
1

0
0

1

1

0
1

1
∞

−−

′′−
−

≤
′

−
′

∫∫ faa
ab

d
baf

dbaf
π

ξ
ξρ

ξν
π

ξ
ξρ

ξν
π

α

 

Суммируя полученные оценки, находим 
( ) ( )

+









′′−

+′′−
+′′−≤− αααπ

f
ab

f
ab

faauAu
U 4

3
2

3
2
1 0

2
0

00

( )µλ ++ ( ) ( ) .
2

3
2
1 2

0
0 










+

−
+⋅

∞∞→
ψϕ

π αα

ab
KS rHH

   (24) 

Из оценки (24) при условии (21) следует, что  ruAu
U

<− 0 . Теорема 1 
доказана. 
Обозначим ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }.21;1,1 <<−∈== pLxgxgxxqL pp ρρ  

Через ( ) RLV p ×= ρ  oбозначим банаховo пространство элементов 
( ) Vag ∈= ,ρυ  с нормой 

.ag
Lpv

+=υ  

Справедлива 
Теорема 2.   Пусть 1<γ  и 

( ) ( ) .1
2
3

2
91 0

2
0 <





 ′′−+′′−+

∞∞
fabfab    (25) 

Тогда ecли 

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

,
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2

,

2
3

2
1

1,
3

2
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2
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2
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
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
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







−+′+′







+

−
+⋅

−
+−
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→∞∞

∞∞→
∞∞

abS

ab
KS

r
ab

LpLp

rHH

πψϕ
π

ψϕ
π

γ
ψϕ

µλ αα (26) 

то оператор А является сжимающим в ( )0uBr  в метрике пространства V . 
Доказательство. Возьмем любые  ( ) ( ) ( ) ( ).,,, 02220111 uBahuuBahu rr ∈=∈= ρρ  
Имеем 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )


−

−
=− ∫

−

ξ
ξξρ

ξξρϕξξρϕ
π
λρ d

x
hhxAuAu

1

1

21
21 2

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )∫
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−

+
1

1
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2 xg
hhx

ξξ
ξξρψξξρψ

π
µρ  

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ξ

ξξρ
ξνξν

π
ρ d

x
bafbafx

∫
− −

′−′
+

1

1

21 ,,,,
2

,
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )∫∫

−− −
−

+
−

− 1

1
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1

1
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ξ

ξξ
ξξρψξξρψ

π
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ξξρ
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π
λ d
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x
hh
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−
+

−
−

−
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+ ∫
−

21
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1

1

21 11,,,,
2
1 aa

abab
d

x
bafbaf ξ

ξξρ
ξνξν

π
 

Оценим .21 V
AuAu − . Аналогичной техникой, использованной при дока-

зательстве теоремы 1, получим следующие оценки: 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

pL

d
x

hh ξ
ξξρ

ξξρϕξξρϕ
π
λ

∫
− −

−1

1

21

2
,

2 21 pL
hhS

p
−⋅′⋅≤

∞
ϕ

π
λ  (27) 
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−

−
∫
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d
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2
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ξξρ
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∞
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π
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≤
−

′−′
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d

x
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ξ
ξξρ
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Отметим, что вторую координату в разности 21 AuAu −  можно записать в 
следующем виде: 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) ξ
ξρ

ξν
πξρ

ξξρψ
π
µξ

ξρ
ξξρϕ

π
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π
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Поступая точно так же, как и при доказательстве теоремы 1, находим, что 
последнее выражение по абсолютной величине не превосходит величину 

( ) ( ) .
2
19 2121

2
0 



 −′+′+−′′−

∞∞∞ p
hhaafab ψϕλ  

Суммируя все полученные оценки, имеем 

V
AuAu 21 −  

( ) ( ) 




 −+′−+′⋅−≤

∞∞
2

02121 9
2
1 abShhhh

pLpp
ψµϕλ  
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( ) ( ) 









′′−+′′




 −+−+
∞∞

fabfabgaa 0

2
0

21 2
3

2
1  

Из оценки (29) следует справедливость теоремы. 
Теорема 3.  Обозначим 

( ) ( )( ) ( )
∞

∞∞ ′′








 −
+





 −+′+′

= f
ababS

pL

2
9

1,
2

18
max

2
0

2
0

π

πψµϕλ
ω

 

( )


′′−+

∞
fab 02

3
        (29) 

Тогда, если выполняются условия теоремы 2, то уравнение (33) имеет 
единственное решение ( )*** ,ahu ρ=  в шаре ( )0uBr  и последовательные 
приближения ( )nnn ahu ,ρ=  сходятся к *u   в метрике пространстваV  со 
скоростью 

v

n

vn uuuu ∗−∗ −≤− 0
1ω  

Доказательство. Справедливость теоремы следует из теоремы 2 и из  
принципа сжимающих отображений. 
Через [ ] RC ×− 1:1  обозначим банаховo пространство функций ( ) [ ] RCag ×∈= − 1;1,ρφ  

с нормой .ag
c

+= φ  
Справедлива 
Теорема 4. При выполнении условий теоремы2 последовательные приб-
лижения сходятся к точному решению и в метрике пространства [ ] RC ×− 1:1  
Доказательство. Пусть ( ) ( )., 0uBahu T∈= ρ . Тогда пользуясь мультипли-
кативным неравенством из [ ]6 , имеем 

[ ] [ ]
,11

1

1:11:1
ahhlahu p

p

L
p

CxRC p
+⋅≤+= ++

−−

α
α

α
α  

где  
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( ) .

2
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

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
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




⋅

++=
++ ap
ap

p

ap
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Отсюда учитывая 0urh
a

+≤  и ,1<pα  находим   

[ ]
( ) ( ) 










 +≤++≤++≤ +++++
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v
p

v
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uuluuurlahurlu αααα

α
α 1
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1
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1

1
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0 1
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Отсюда следует, что 

47 



[ ]
.1 0

11
1

0
1:1







−





 +≤− ∗−+∗

− V

np
xIRCn uuuluu ωα  

Теорема доказана. 
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BİR SİNİF QEYRİ – XƏTTİ SİNQULYAR İNTEQRO – FUNKSİONAL 

TƏNLİKLƏRİN TƏQRİBİ HƏLLİ 
 

F.A.ABDULLAYEV 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə bir sinif qeyri – xətti sinqulyar inteqro – funksional tənliklərə baxılır. Sıxılmış 
inikas prinsipi ilə baxılan tənliklərin həllinin varlığı və yeganəliyi haqqında teorem isbat 
olunur. 

 
Açar sözlər: Sinqulyar tənlik, toxunan gərginlik, kontakt oblastı , təzyiq. 

 
APPROXIMATED SOLUTION OF A CLASS OF NONLINEAR SINGULAR 

INTEGRO – FUNCTIONAL EQUATION 
 

F.A.ABDULLAYEV 
 

SUMMARY 
 

The paper considers a class of nonlinear singular integral equation. The theorem of the 
existence and uniqueness of the solution of the considered equation is considered by the 
principle of  an attracted transform. 

 
Key words:  Singular equations, referring to the tension, contact, pressure.  
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АСИМПТОТИКА И ВЗАИМНОЕ  РАСПОЛОЖЕНИЕ 
СОБСТВЕННЫХ  ЗНАЧЕНИЙ  ОПЕРАТОРОВ ДИФФУЗИИ 
С  НЕРАЗДЕЛЕННЫМИ  ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ И 

СО СПЕКТРАЛЬНЫМ  ПАРАМЕТРОМ 
В  ГРАНИЧНОМ  УСЛОВИИ 

 
Ч.Г.ИБАДЗАДЕ*,  И.M.НАБИЕВ*,**,*** 
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**Институт математики и механики НАН Азербайджана 
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В статье изучены основные свойства спектра краевой задачи, порожденной 
уравнением диффузии и неразделенными граничными условиями, одно из которых со-
держит спектральный параметр. Выведена асимптотика и установлен порядок распо-
ложения собственных значений. 

 
Ключевые слова: уравнение диффузии, неразделенные граничные условия, 

собственные значения. 
 

При решении некоторых прикладных задач математической физики 
[1-3] возникает краевая задача, порожденная на отрезке ],0[ π  дифферен-
циальным уравнением  диффузии  

                                       ( ) ( )[ ] 022 =−−+′′ yxqxpy λλ          (1) 
и неразделенными граничными условиями вида 

                                    
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,00

,000
=−+′

=+++′
yyy

yyy
ωπγπ

πωβαλ
                (2) 

где )(xq  – вещественная функция, принадлежащая пространству ],0[2 πL , 
λ – спектральный параметр, ,α γβω ,,  – вещественные числа. Эту задачу 
будем обозначать через ( )αY . 
         При 0=ω  граничные условия (2) оказываются разделенными. В 
этом случае спектральные свойства операторов Штурма-Лиувилля и 
диффузии при разделенных граничных условий  изучены в работах [3-8].  
В [9-26] исследованы прямые и обратные спектральные задачи для урав-
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нения (1) (при ( ) 0≡xp  и ( ) 0≡/xp ) с различными видами неразделенных 
граничных условий. 

В настоящей работе изучены основные свойства спектра краевой за-
дачи ( )αY  в случае ,0≠α ,0≠ω  т.е., когда одно из неразделенных гра-
ничных условий содержит спектральный параметр. Получена асимптоти-
ческая формула для  собственных значений задачи ( )αY  и установлен по-
рядок расположения собственных значений краевых задач ( )1αY  и ( )2αY  
( )21 αα < . 

В дальнейшем через [ ]π,02
nW  будем обозначать пространство 

С.Л.Соболева, состоящее из заданных на отрезке [ ]π,0  комплекснознач-
ных функций, которые имеют 1−n  абсолютно непрерывных производ-
ных и производную n -го порядка, суммируемую с квадратом на [ ]π,0 . 
Будем говорить, что выполняется условие ( A ), если для всех функций 

( ) [ ] ( )xyWxy ,,02
2 π∈ ≡/ 0, удовлетворяющих условиям (2) с 0=α , выпол-

няется неравенство  
( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ){ } .0

00Re2

0

22

22

>+′+

+−−=

∫
π

βπωπγ

dxxyxqxy

yyyyK
                             (3) 

Легко заметить, что это неравенство заведомо выполняется, если 
( ) 0,,0,0 >≤≥≤ xqγβωγβ . 

Асимптотика собственных значений. Обозначим через ),( λxc , 
),( λxs  фундаментальную систему решений уравнения (1), определяе-

мую начальными условиями ),0( λc = 1),0(' =λs , =),0(' λc 0),0( =λs . По-
ложим ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,,,,,, λγλλσλγλλη xsxsxxcxcx +′=+′=  Исполь-
зуя тождество  ( ) ( ) ( ) ( ) 1,,,, =− ληλλσλ xxsxxс , легко убедиться, что 
характеристической функцией краевой задачи ( )αY  будет  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λπσβαλλπωλπηωλδ ,,,2 2 +++−= s .    (4) 
Нули функции ( )λδ  являются собственными значениями задачи ( )αY . В 
работе [23] установлено, что эти собственные  значения вещественны и 
отличны от нуля при выполнении условия ( A ). Там же приведен крите-
рий кратности собственных  значений. 
           Теорема 1. Для собственных значений ( )...,2,1,0 ±±±=kkµ  краевой 
задачи ( )αY  при ∞→k  имеет место следующая асимптотическая 
формула 
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( ) ,1arctg1 1

kk
Bbak k

k

k
τ

π
ωα

π
µ +−−+−+=

+

                                    (5) 

где                       ( ) ( ) ,
1

0,1
12

0

apBdxxpa πγ
α

αβ
π

π

−−
+

+== ∫             

                             ( ) ( )[ ] ,
2
1,

1
2

0

2
12 ∫ +=

+
=

π

πα
dxxpxqab { } 2lk ∈τ . 

           Доказательство. Известно [17], что для функций ( ) ( )λπλπ ,,, cc ′ , ( )λπ ,s  
и ( )λπ ,s′  справедливы следующие представления:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1sincoscos, 111 ∫
−

+−+−−−=
π

π

λψ
λλ

λππ
λ
λπλπλπ dtetaaacac ti  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1cossinsin, 210 ∫
−

+−+−+−−=′
π

π

λψ
λ

λππλπλπλλπ dtetaaacac ti  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1cossinsin, 322120 ∫
−

+−−−+−=
π

π

λψ
λλ

λππ
λ
λπ

λ
λπλπ dtetaaacas ti  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
−

+−+−+−=′
π

π

λψ
λλ

λππ
λ
λπλπλπ ,1sincoscos, 411 dtetaaacas ti  

где ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ].,0
2
1,0

2
1

10 ππ ppcppc −=+= ( ) [ ] 4,3,2,1,,2 =−∈ mLtm ππψ . 

Из этих представлений и (4) согласно теореме Пели-Винера  [27, с. 47]   
получаем, что характеристическое уравнение ( ) 0=λδ  краевой задачи 

( )αY  имеет вид 
( ) ( )( ) ( ) ( )+−−++−+−+ acaaa λπαγαπλπαλπλω sincossin2 01     

                 ( ) ( ) ( ) ,0cos11 =+−−−++ λλπγπαβ faac                                  (6) 

где ( ) ( )∫
−

=
π

π

λλ dtetff ti~ , ( ) [ ]ππ ,~
2 −∈ Ltf . Используя теорему Руше, легко 

установить, что корни ( )...,2,1,0 ±±±=kkµ  этого уравнения  при ∞→k  
удовлетворяют  асимптотической формуле 

kk dak θµ +++= ,       (7) 

где ,arctg1 α
π

−=d ( )1−= kOkθ . Принимая во внимание эту асимптотику, 

формулы 
22 1

sin,
1

1cos
α

απ
α

π
+

−=
+

= dd  и разложения ( ),1cos 2xOx +=  

( ) ( ),0sin 3 →+= xxOxx  имеем 
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( ) ( ) ( ) ( ) =




+−−=+−= 2

1sincos1cos1cos
k

Oddd k
k

k
k

k ππθππθπµ  

   ( )
21

11
α

απθ
+

+−= kk 




+ 2

1
k

O ,                                               (8) 

( ) ( ) ( ) ( ) =




++−=+−= 2

1cossin1sin1sin
k

Oddd k
k

k
k

k ππθππθπµ  

 ( )
21

1
α

απθ
+

−−= kk 




+ 2

1
k

O ,                                               (9) 

( )





+

+
−= 22

1
1

1cos
k

O
k

k

k

k

αµ
πµ ,        ( )






+

+
−=

+

22

1 1
1

1sin
k

O
k

k

k

k

α
α

µ
πµ .            (10) 

Кроме того,  воспользовавшись  леммой  1.4.3  книги [4]  (см. также лем-
му 12.3.3 в [3]),  получаем       

  ( ) ( )





+++= 2

1
k

O
k

dakff

k

k

µ
µ .         (11) 

Подставляя  (7)  в  (6) и учитывая соотношения (8)-(11),  получим асим-
птотику 

            =kθ ( ) .1 1

kk
Bb k

k τ
π

ω +−− +

         (12) 

Тогда из (7) в силу (12) следует асимптотическая формула (5). Теорема 
доказана. 
          Взаимное расположение собственных значений. В дальнейшем 
будем предполагать, что выполняется условие ( A ). 
          Лемма 1[23]. Если ( )xy  – собственная функция задачи ( )αY , соот-
ветствующая собственному значению λ , то   02 ≠+ NMλ ,  где      

                          =M ( )∫
π

0

2 dxxy ,      ( ) ∫−=
π

α
0

22 )()(20 dxxyxpyN . 

Более того, имеет место соотношение    ( ) λλ sign2sign =+ NM .                                                 
        Лемма 2. Справедливо неравенство ( ) 00 <δ . 
        Доказательство. Рассмотрим следующую краевую задачу 0Y :  
                                       ( ) yyxqy µ=+′′− ,                  (13) 

                         
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .00

,000
=−+′
=++′

yyy
yyy

ωπγπ
πωβ

                               

Характеристическая функция этой задачи имеет вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ],,,)(,,,2 2

0 µπγϕµπϕβαµµπϕωµπγθµπθωµδ +′+++−′−=  
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где ( )µθ ,x  и ( ) −µϕ ,x  решения уравнения (13), удовлетворяющие усло-
виям ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,0,1,0,0 ==′=′= µϕµθµϕµθ . В силу известных асимпто-
тических формул для ( )µπθ , , ( )µπθ ,′ , ( )µπϕ ,  и ( )µπϕ ,′  [4] при +∞→µ  

имеет место ( )µδ 0 ~ µπµ sin . Значит, ( ) −∞=
−∞→

µδ
µ 0lim . С другой сто-

роны, неравенство (3) показывает, что собственные значения задачи 0Y  
положительны. Поэтому ( ) 00 <µδ  при 0≤<∞− µ , в частности, ( ) 000 <δ . 
Поскольку задачи ( )αY  и 0Y  совпадают при 0== µλ , то ( ) ( ) 000 0 <= δδ . 
Лемма доказана. 
         Ниже будем предполагать, что j  принимает значения 1 и 2. Харак-
теристическую функцию краевой задачи ( )jY α  будем обозначать через 

( )λδ j , а собственные значения −  через ( )j
kµ  ( ...,2,1,0 ±±±=k ). Согласно 

соотношениям  (4) и (5) имеют место 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )λσβαλλπωληωλδ jj s +++−= ,2 2 ,                                   (14) 

                        ( ) ( ) ( )
,

1
arctg1

1

kk
Bb

ak
j

kj
k

j
k

τ
π
ω

α
π

µ +
−−

+−+=
+

                             

где 
( )

,
1

0
12 а

p
B j

j πγ
α

αβ
−−

+
+

=   ( ){ } 2l
j

k ∈τ .  

          Теорема 2. Собственные значения ( )1
kµ  и ( )2

kµ , ...,2,1,0 ±±±=k , 
краевых задач ( )1αY  и ( )2αY  ( )21 αα < , соответственно, при 0<ω  удов-
летворяют неравенствам 

                       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,...0

,...0
1
3

2
3

1
2

2
2

1
1

2
1

1
0

2
0

1
3

2
3

1
2

2
2

1
1

2
1

1
0

2
0

>≥≥≥>≥≥≥>

<≤≤≤<≤≤≤<

−−−−−−−−

++

µµµµµµµµ
µµµµµµµµ

                     

а при 0>ω  – неравенствам 

                       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,...0

,...0
1
3

2
3

1
2

2
2

1
1

2
1

1
0

2
0

1
3

2
3

1
2

2
2

1
1

2
1

1
0

2
0

≥≥>≥≥≥>>>

≤≤<≤≤≤<<<

−−−−−−−−

++

µµµµµµµµ
µµµµµµµµ

                     

причем  если ( ) ( )j
k

j
k 1+= µµ , то ( ) ( ) ( )j

k
j

k
j

k
−

+
−−

− << 3
1

33
1 µµµ . 

           Доказательство. Легко видеть,  что функция 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )λλπηωλλπσλ ,,,,, xsxcxu −+=                                   

есть  решение уравнения (1),  удовлетворяющее условиям  
( ) ( ) ( ) ( )λπηωλλπσλ ,,0,,,0 −=′= uu .                                   (15) 

Очевидно, что  
                               ( ) ( ) ( ) ( ) γλπωλπλπωλπ −′=′+= ,,,1,, susu .    (16) 

Дифференцируя по λ  равенство  
( ) ( )[ ] ( ) ,0,)(2, 2 =−−+′′ λλλλ xuxqxpxu                                    (17) 
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при 0Im =λ  получим 
( ) [ ] ( ) ( )[ ] ( ) 0,)(2,)(2, 2 =−−+−+′′ λλλλλ xuxqxpxuxpxu   

(точка над функцией здесь и далее означает дифференцирование по λ ). 
Умножая последнее равенство на ( )λ,xu , а соотношение (17) на ( )λ,xu , а 
затем  вычитая одно из другого и интегрируя полученное равенство по x  
от нуля до π  и используя (15), (16), получаем  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]−−′=′+′−

−′−′=−∫
γλπωλπωλλλπλπ

λλλπλπλλ
π

,,,0,0,,

,0,0,,,)(2
0

2

ssuuuu

uuuudxxuxp




 

                           
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) =−+′−−− λπηλπσλπωλπωλπηωλπσ ,,1,,,,  ss  

                           
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ].,,,,
,,,2,

,,,,,2,

2

2

22

λπσβλπηλπωλπσ
λπωλπβσλπηωλπσ

λπηλπωλπσλπωλπηωλπσ







+−+
+++−−=

=−++−−=

s
s

ss
 

Отсюда в силу равенств  

( ) ( ) ( )
( )λαα

λδλδλσ
21

21

−
−=  ,                                         

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12

21122 ,2
αα

λδαλδαλπωλβσληω
−
−=++− s ,                 

вытекающих из (14), получаем 

[ ] ( ) ( ) =+−∫ λαλλ
π

,0,)(2 2

0

2 udxxuxp j                                      

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )[ ] ( )
( ) .  2

12

12

12

2121

λαα
λδλδλδ

λαα
λδλδλδλδ

−
−

+
−
−= j


       (18) 

Остальная часть доказательства  в существенном проводится так же, как в 
[13, 21]  с использованием  соотношения  (18) и лемм 1 и 2. Теорема дока-
зана. 
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AYRILMAYAN SƏRHƏD ŞƏRTLƏRİ VƏ SƏRHƏD ŞƏRTİNDƏ SPEKTRAL 
PARAMETR OLAN DİFFUZİYA OPERATORLARININ MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİNİN 

ASİMPTOTİKASI VƏ QARŞILIQLI YERLƏŞMƏSİ 
 

Ç.Q. İBADZADƏ, İ.M.NƏBİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə ayrılmayan sərhəd şərtlərinin birində spektral parametr olan diffuziya  
operatorlarının spektrinin əsas xassələri öyrənilmişdir. Məxsusi ədədlərin asimptotikası alınmış  
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В работе рассматривается операторно-дифференциальное уравнение с частными 
производными высокого порядка в гильбертовом пространстве. Доказывается теорема 
об асимптотическом представлении решения данного уравнения. 

 
Ключевые слова: Пространства Гильберта, оператор, операторно-дифферен-

циальные уравнения, преобразование Фурье. 
 

Как известно, начало теории разрешимости линейных операторно-
дифференциальных уравнений положено в работах Хилле, Иосиды, Аг-
мона, Лакса и других известных математиков, в которых были получены 
теоремы о существовании решений уравнения с неограниченными опера-
торными коэффициентами в гильбертовом (а также в банаховом) про-
странстве. Теория разрешимости линейных операторно-дифференциаль-
ных уравнений в случае, когда число независимых переменных 1=n , из-
ложена в книгах С.Г.Крейна [5], С.Я.Якубова [17], в работах Б.А.Пламе-
невского [10], Ю.А.Дубинского [4], М.Г.Гасымова [3], В.К.Романко [11, 
12], С.С. Мирзоева [9], А.А.Шкаликова [15] и др.  

В работе В.Г.Мазьи и Б.А.Пламеневского [8] получена асимптоти-
ка при ∞→t  решений операторно-дифференциальных уравнений в гиль-
бертовом пространстве, исследуется асимптотические свойства решений 
соответствующих однородных уравнений, содержащих малый параметр.  

В работе М.Г.Гасымова [3], изучается k -кратная полнота системы 
собственных и присоединенных функций пучка операторно-дифферен-
циальных уравнений, исследуется связь k -кратной полноты с коррект-
ностью задачи, содержащей k  условий при 0=t ; рассматривается вопрос 
о регулярной факторизации пучка операторов. Описываемому кругу во-
просов посвящены работа С.С.Мирзоева [9], где получены точные усло-
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вия на операторные коэффициенты для разрешимости краевых задач.  
В работе Ю.А.Дубинского [4], изучаются вопросы классификации 

операторно-дифференциальных уравнений, постановки задач для этих 
уравнений и их разрешимость в пространствах Соболева-Слободецкого.  

Отметим также работу Н.И.Юрчука [16], где рассматривается гра-
ничные задачи для двучленного операторного уравнения высокого поряд-
ка. Разрешимость граничных задач для некоторых классов операторно-
дифференциальных уравнений рассмотрена в работах В.К.Романко [11, 
12]. 

В сравнении с обыкновенными операторно-дифференциальными 
уравнениями, исследованию разрешимости операторно-дифференциаль-
ных уравнений с частными производными в гильбертовых пространствах 
посвящено очень мало работ. Разрешимость граничных задач для некото-
рых классов, вырождающихся операторно-дифференциальных уравнений 
с частными производными, рассматривались в работах В.Б.Шахмурова 
[14] и В.Б.Шахмурова и Азад А.Бабаева [13]. 

Результаты этих работ имеют ряд приложений в теории краевых 
задач. Основные приложения относится к вопросу поведения решений в 
бесконечном цилиндра [7] или в окрестностях конических точек границы 
[6]. 

Операторно-дифференциальные уравнения с частными производ-
ными рассматривались в работах [2] одним из авторов. Там были теоремы 
об однозначной, фредгольморой и нормальной разрешимости уравнения в 
соответствующем пространстве. Такие уравнения также имеют приложе-
ния в теории краевых задач.  

 
Постановка задачи 
Пусть mHHH ⊃⊃⊃ ...10 -семейства гильбертовых пространств, 

где все вложения компактные. 
Рассмотрим уравнение  

( )∑
≤

=≡
m

xfuDALu
α

α
α ,   (1) 

где ( ) n
n Rxxxx ∈= ,...,, 21 , ( ) mHxu ∈ , 

n
nxxx

D ααα

α
α

∂∂∂
∂=

...21
21

, ( )nαααα ,...,, 21= , 

nαααα +++= ...21 , ( ) 0Hxf ∈ , α
α

−∈ mHuD , 0: HHA m →− αα -линейные 

ограниченные операторы. Через ( )λR  обозначим оператор:  

( ) ( )
1−

≤ 










= ∑

m
iAR

α

α
α λλ  

действующий из 0H  в mH . Здесь ( )nλλλλ ,...,, 21= , nλλλ ,...,, 21  комплекс-
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ные числа и n
n
αααα λλλλ ...21

21= .  
Определим пространства 0,0,0 , mHH  и kH0 . 

 Функция ( ) 0,0Hxu ∈ , если ( )∫
nR

H
dxxu 2

0
 существует как интеграл 

Лебега. Стандартными методами доказывается, что 0,0H  гильбертово 
пространство со скалярным произведением: 

( ) ( ) ( )( )∫=
nR

HH dxxgxfgf
00,0

,, . 

Аналогично определяется пространство 0,mH .  
Через ρ,kH  обозначим такое гильбертово пространство, что  

( )
0,

,
kH

x
k

xueu ρ
ρ = . 

 Как известно, функция ( )xv  называется обобщенной производной 
uDα , если ( ) 0Hxu ∈  и  

( ) ( ) ( ) dxvdxDu
nn R

H
R

H ∫∫ −=
00

,1, ψψ αα  

при любой ( ) ( )nRCx


∞∈ψ . 
 Определим теперь пространство kH 0  при целом 0≥k . Функция 

( )xu  со значениями в 0H  принадлежит kH 0 , если у нее существует все 
обобщенные производные до порядка k  включительно и 0,α

α
−∈ mHuD  

при всех α  таких, что k≤α . При этом  

∑
≤ −

=
k

HH
m

k uDu
α

α

α

22

0,0
. 

 В работе [2] доказаны следующие теоремы о существовании и 
единственности решения уравнении (1) в пространстве mH 0 .  
 Теорема 1. Если ( )λR  при каждом nR∈λ  является ограниченным 
оператором 0H в mH  и  

( ) ( ) CR
jmHH

m

j

j ≤+
⋅→

=
∑

0
0

1 λλ  ,   (2) 

где C от λ  не зависит, то уравнение (1) при каждом ( ) 0,0Hxf ∈  имеет 

единственное решение mH0  такое, что  

( )
0,00 HH

xfCu m ≤ .    (3) 

Имеет место и следующая теорема, являющая обратной к теореме 1. 
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 Теорема 2. Если уравнение (1) при каждой ( ) 0,0Hxf ∈  имеет един-

ственное решение из mH 0 , то ( )λR  при каждом nR∈λ  является ограни-
ченным оператором из 0H  в mH  и справедливо неравенство (2). 
 Таким образом, получаем, что ограниченность оператор-функции

( )λR  при каждом nR∈λ  и выполнение неравенства (2) является необхо-
димым и достаточным условием существования и единственности реше-
ния уравнения (1) в пространстве mH 0 . 
 В доказанных выше теоремах существовании предполагалось, что 
операторная функция ( )λR  регулярно при всех nR∈λ . Однако, в прило-
жениях встречаются случаи, когда оператор-функция ( )λR  имеет особен-
ности.  
 Например, если рассмотреть задачу Неймана для эллиптических 
уравнений второго порядка в неограниченных областях, ( )λR имеет осо-
бенность при 0=λ . Учитывая это обстоятельство, отдельно рассматрива-
ется случай, когда ( )λR  имеет особенность при  0=λ , который приме-
ним, в частности, к задаче Неймана для эллиптического уравнения второ-
го порядка.  
 Нижеприведенная теорема дает асимптотику решения уравнения 
(1) в случае, когда операторная функция имеет в точке 0=λ  особенность.  
 

Основной результат 
Основным результатом данной работы является доказательство 

следующей теоремы. 
Теорема 3. Предположим, что ( ) −→ mHHR 0:λ  ограниченный опе-

ратор при 0|nR∈λ , причем  

( ) αλλ αα ∀≤
→

,
0

m

HH
CRD

m
  (4) 

при 1>λ  и некотором m . 
 Кроме того, существует ( )λP -однородный полином степени k  та-
кой, что ( ) 0≠λP  при 0|nR∈λ  и ( ) ( )λλ PR -бесконечно-дифференцируе-
мая операторная функция λ  при 1≤λ . 

 Тогда если ( )xf  имеет компактный носитель, ( ) 0HxfD ∈α  при 
всех α , то существует решение уравнения (1) такое, что  

( ) ( ) ( )∑
≤

−−+Γ=
N

NnkxOxDexu
α

α
α ,                            (5)  

при ∞→x , где mHe ∈α , ( ) ( ) nkxxx −Φ=Γ , ( )xΦ -однородная функция 
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степени нуль, если nk <  или n -нечетное, ( ) ( ) ( )xxxx 11 ,ln ΦΦ=Γ -одно-
родная функция степени нуль, если nk < , n -четное.  
 Доказательство. Рассмотрим сначала случай nk < . Определим 
функцию ( )λv , положив ( ) ( ) ( )λλλ fRv ~= , где ( )λf~ -преобразование Фу-
рье функции ( )xf . Функция ( )λv  определена при 0|nR∈λ , ( ) mHv ∈λ  
при 0≠λ . Так как ( )xf  имеет компактный носитель и бесконечно диф-
ференцируема, ( ) 0Hxf ∈ , что  

( ) ( ) λ
α λλ ,

0

~1 pH

p CfD ≤+      (6)  

при любом α,p . 
При каждом nRx ∈  определена функция  

( ) ( ) ( ) ( ) λλλπ λ dfRexu
nR

xi
n ~2 2 ∫−= .   (7) 

 Из условия теоремы следует ограниченность ( ) ( )
mHH

PR
→0

λλ при

1<λ , откуда  

( ) kHH m
R

λ
λ 1

0
≤

→
 

при 1<λ . Поскольку kn > , интеграл в равенстве (7) сходится при 0=λ . 
На бесконечности он сходится в силу (4) и (6). Кроме того, существуют и 
ограничены все производные ( ) α

αα CxuDuD
mH

≤: , где от αC  не зависит. 

Функция ( )xu  является решением уравнения (1). 
Рассмотрим функцию ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ fPRg ~= .  

Разлагая ( )λg  в ряд Тейлора при
2
1<λ , получим  

( ) ( )λλλ
α

α
α N

N
ggg += ∑

≤

,    (8) 

где mHg ∈α  и  

( ) ββ λλ −+≤ 1N
nHn CgD

m
 при 

2
1<λ .   (9) 

 Используя формулы (8), перепишем формулы (7) в виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) += ∫− λ
λ

λλλθπ λ d
P

fPexu
nR

xi
n ~

2 2  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xuxudfRe
nR

xi
n

212
~12 +=−+ ∫− λλλλθπ λ , 
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где ( ) ( )nRC


∞∈λθ , ( ) ': RRn →λθ , ( ) 1≡xθ  при 
4
1<λ при ( ) 0≡λθ при

2
1>λ . 

 В силу (8) 

( ) ( ) ( )
( ) +⋅⋅= ∑∫

≤

− λ
λ

λθλπ
α

α
αλ d

P
gexu

NR

xi
n

n

21 2  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )xuxud

P
ge N

R

xi
n

n
121122 +=⋅+ ∫− λ

λ
λλθπ λ .                    (10) 

 Существует ( )xG  такая, что ее преобразование Фурье есть ( )λθ . 
Такая ( )xG  определяется формулой обращения и ( ) ( )nRSxG ∈  простран-
ству Шварца. Поэтому  

( ) wDgxu
N

∑
≤

=
α

α
α11 , 

где ( ) ': CRxw n →  комплекснозначная скалярная функция ( ) ( ) ( )xGxxw *Γ= , 
( )xΓ -фундаментальное решение эллиптического уравнения ( ) ( ) ( )xxDP δ=Γ  (
( )xδ  -делта функция Дирака). 

 Известно [1], что в рассматриваемом случае  
( ) ( ) nkxxx −Φ=Γ 0 ,     (11)  

где ( )x0Φ -однородная функция степени нуль. Таким образом,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xWxGDxxwD α
ααα =Γ=− *1 . 

Представим ( )xwα  в виде 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−Γ+−Γ= ∫∫

<<> xyxxy

dyyGDyxdyyGDyxxw
2

2
12

αα
α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xKxKxKdyyGDyx
x

y

321

2

++=−Γ+ ∫
>

α . 

Оценим ( )xK1 . Используя (11) получаем:  

( ) 




≤≤

−⋅
≤ −

>
−+

−

>
− ∫∫ 2

2 2

2
1

2
1

M

xy knM

M

xy
knM xO

y

dyxC
yxy

dyCxK   (12)  

при любом 0>M . 
 Для оценки ( )xK2  сделаем замену 'yxy = . Тогда получим:  

( ) ( ) ≤





−Γ= ∫

<< 2'
2
1

2 '''
y

k dyyGDy
x
xxxK α  
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∫
<<

−





=





−Γ≤

2'
2
1

22 ''
y

M

M
k xOdyy

x
x

x
Cx    (13)  

при любом M . 
 Наконец,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =











Γ+Γ−=−Γ= ∫ ∑∫

<
≤

<
2

1

2

3 ,
!

1

x
y

N

n

x
y

dyyGDyxxDdyyGDyxxK α

α

α
α

α
 

( ) ( ) ( ) =
−

+Γ−= ∫∫∑
<

++−

<
≤

2

1

2

!
1

x
y

Nkn
x

y
N yx

dydyyGDxD α

α

αα

α
 

( ) ( ) ( ) =




+Γ+Γ= −

>
≤≤

∫∑∑ 2

2

M

x
y

NN
xOdyyGDxDbxDa α

α

α
α

α

α
α

 

( ) ( )1−−

≤

+Γ= ∑ N

N
xOxDC

α

α
α .     (14) 

 Из (12)-(14) следует, что  
( ) ( ) ( )1

11
−−−

≤

+Γ= ∑ Nnk

N
xOxDexu

α

α
α  .                               (15) 

 Рассмотрим слагаемое ( )xu12  в формуле (10) при 0≠x . Найдется 

( )njj ≤≤1 такое, что 
n

x
x j > . Не нарушая общности, можно считать, 

что 1=j . Преобразуем ( )xu11 с помощью интегрирования по частям по 
λ q  раз ( )Nq ≤ :  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )qN

R
q

q

q

xinq xOd
P

g
ix

exu
n

−− =







∂
∂⋅

−
−= ∫ λ

λ
λλθ

λ
π

λ

212 21 .               (16) 

Такая же оценка имеет место и для ( )xu2 :  
( ) ( )qxOxu −=2 ,     (17) 

которая получается интегрированием по частям в формуле ( )xu2 . Из (15), 
(16), (17) следует оценка (5). 
 Рассмотрим случай kn < .  
 Теперь определить функцию ( )xu  формулой (7) невозможно, вви-
ду расходимости интеграла в правой ее части. Будем строить решение 
уравнения (1) с помощью формулы  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xFxdfRpexxu
nR

xi
n

∗Γ=∗Γ= ∫− λλλλπ λ ~2 2 . (18) 

 Функция ( )xF  принимает значения в mH  и  
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( ) ( ) p
pH

xCxFD
m

−+≤ 1,α
α . 

 Поэтому свертка (18) существует и  
( ) ( ) ( )dyyFyxxu

nR
∫ −Γ= .    (19) 

 Представив ( ) 321 JJJxu ++= , где  

( ) ( )dyyFyxJ
xy

∫
>

−Γ=
2

1  

( ) ( )dyyFyxJ
xy

x
∫
<<

−Γ=
2

2

2  

( ) ( )dyyFyxJ
x

y

∫
<

−Γ=

2

3  

и оценив 321 ,, JJJ  по формулам (12), (13), (14), получим представление 
для ( )xu . 
 Покажем, что ( )xu -решение уравнение (1). 
 Имеем:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =∗Γ=∗Γ== ∫∑ −

≤

λλπ λ

α

α
α dLFexxLFxuDALu

nR

xi
n

m

22  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )xffDPxdfpex
nR

xi
n

=∗Γ=∗Γ= ∫− λλλπ λ ~2 2  

 Таким образом, уравнение (1) имеет решение вида (5). Отметим, 
что функция ( )xΓ  в случае nkn ,> -нечетное, имеет вид ( )xx kn

0Φ−  и 

( ) xxx kn ln0Φ− -если n -четное и kn ≤ . 
 Теорема доказана.  
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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ  
ДЛЯ ОДНОЙ  СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ 
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Рассмотрена задача Коши для некоторой системы нелинейных эволюционных 
уравнений, являющиеся обобщением ленгмюровской цепочки. Установлена глобальная 
разрешимость задачи. Методом обратной спектральной задачи получен алгоритм для 
построения  решения.  

 
Ключевые слова: нелинейное эволюционное уравнение, ленгмюровская цепочка, 

спектральные данные , метод обратной спектральной задачи. 
 

Рассматривается следующая  система нелинейных эволюционных 
уравнений 

                     ( ) 0, 11

2

0
11 ===−= +−

=
+−+ ∑ NN

k
knnnnn cccccccc , 

                 ( ) ( ]
dt
dtNntcc nn =⋅∞∈−== ,,0,1,...,1,0,    ,       (1) 

где 1>N - натуральное число. Эта система впервые исследовалась в 
работе [ ]1 . Там же установлено, что система уравнений (1) может быть 
интегрирована методом обратной спектральной задачи. Заметим, что 
подобные нелинейные системы такие, как цепочка Тоды и цепочка 
Вольтера, методом обратной спектральной задачи исследовалась в 
работах [ ] [ ] [ ]7,3,2 .  

Для системы уравнений (1) поставим задачу Коши: требуется 
найти ее решение ( ) ( ) Znn tctc ∈= )(  по заданному начальному условию  
                              0ˆ)0( >= nn cc , 1,...,1,0, −= Nn  .                                     (2) 

В данной работе установлена глобальная разрешимость задачи (1), 
(2). Методом обратной спектральной задачи указан алгоритм нахождения 
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решения задачи (1), (2). Подобные вопросы для различных  нелинейных 
эволюционных уравнений исследовались в работах [ ] [ ]71 − .  

 
1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

В этом разделе сформулируются некоторые известные факты, от-
носящиеся к обратной спектральной задаче для конечных якобиевых 
матриц, многие из которых содержатся с доказательствами в [2], [3], [4]. 
Рассмотрим ( )1+N -мерную якобиеву матрицу 























=

−

−

00000
00000

..................
00...0
00...00

1

1

10

0

N

N

c
c

cc
c

L , 

 у которой по главной диагонали расположены нули, а по двум смежным 
— положительные числа 10 ,..., −Ncc , остальные места заполнены 
нулями. Введем разностное уравнение  

                              1,1,...,1,0, 1111 =−==+ −+−− cNnyycyc nnnnn λ ,                       
(1.1) 

где λ  — спектральный параметр. Обозначим через  решение уравнения 
(1.1) с начальными условиями ( ) ( ) 1,0 01 ==− λλ pp . Известно, что собст-
венные значения матрицы L  вещественные, простые и совпадают с нуля-
ми многочлена ( )λ1+Np . Более того, эти собственные значения симмет-
ричны относительно точки 0=λ . Пусть Nλλ ,...,0 — собственные значе-
ния матрицы L . Введем нормировочные коэффициенты kα , полагая  

( )∑
=

==
N

n
knk Nkp

0

2 ,...,1,0,λα . 

 При этом симметричным собственным значениям соответствуют равные 
нормировочные коэффициенты и верно равенство  

     1
0

1 =∑
=

−
N

k
kα .                                                             (1.2) 

Совокупность { }N
nnn 0, =αλ  назовем спектральными данными матрицы L . 

Обратная спектральная задача для якобиевой матрицы L  заключается в 
нахождении элементов 1,...,0, −= Nncn , по спектральным данным 

{ }N
nnn 0, =αλ , для которых справедливо равенство (1.2). Матрица L  опреде-

ляется спектральными данными однозначно и может быть найдена по 
следующему алгоритму.   
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АЛГОРИТМ 1 

  
Даны спектральные данные { }N

nnn 0, =αλ .  
Шаг 1. Строим моменты ns , Nn 20 ≤≤ , по формуле  

∑
=

−=
N

k
k

n
kns

0

1αλ                                                       (1.3) 

и ганкелевы определители NnDn ≤≤−1, , по формулам 

Nn
ss

ss
DD

nn

n

n ≤≤==− 0,
...

.........
...

,1

2

0

1                             (1.4) 

Шаг 2. Вычисляем 10, −≤≤ Nncn , по формуле  
2

11
−

+−= nnnn DDDc . 
Следует отметить, что при нечетных значениях n  моменты ns  
обращаются в нуль. Это обстоятельство значительно упрощает 
вычисления определителей nD . Помимо этого, последние определители 
положительны. В самом деле, для любого Nnn ≤≤0, , квадратичная 

форма  ∑
=

+

n

kj
kjkj xxs

0,
 представима в виде 

2

0 0

1

0,
∑ ∑∑

= =

−

=
+ 





=

N

k

n

j

j
kjk

n

kj
kjkj xxxs λα  , 

откуда следует, что  

0
0,

≥∑
=

+

n

kj
kjkj xxs  , 

причем знак равенства может достигаться лишь тогда, когда 

0...0 === nxx . Следовательно, квадратичная форма ∑
=

+

n

kj
kjkj xxs

0,
, и тем 

самым определитель nD , положительны. 
 

2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1), (2) 
 Предположим теперь, что элементы 1,...,0, −= Nncn ,  матрицы L  

зависят от t : ( )tLL =  и, ( )tcn  удовлетворяют задаче Коши (1), (2). Введем 
в рассмотрение ( )1+N -мерную  матрицу ( )tAA = , которая действует на 
вектор ( )T

Nyyy ,...,0=  по формуле 

( ) )
2
1

4

3

0
2

2

1
12

2

1
12141

3

0
+

=
++

−=
++−

−=
−−−−−−−

−
∏∑∑∏ −−

 −= n
k

knn
k

knnnn
k

knnnnkn
k

n ycycccycccycAy  , 
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где при подсчете ( ) NNjAy j ,1,1,0, −= , следует учесть, что 
4,3,2,1,1,2,3,4,0 ++++−−−−== NNNNkyk . Заметим, что матрица A   

является кососимметрической: AA −=∗ . Кроме того, легко усмотреть, 
что матрицы L  и A  образуют пару Лакса, т.е. система уравнений (1), (2) 
эквивалентна матричному уравнению  

ALLAL −=    .                                                           (2.1) 
Поскольку равенство (2.1) влечет (см. [5-7]) за собой унитарную 
эквивалентность семейства матриц  ( )tLL = , то собственные значения 

( )tkλ , Nk ,...,0= , матрицы ( )tLL =  от t  не зависят: ( ) ( ) kkk t λλλ == 0 , 
Nk ,...,0= . Рассмотрим уравнение  

yLy λ= ,                                                                    (2.2) 
где параметр λ не зависит от t . Тогда из (2.1) и из равенства yLyyL  λ=+  
следует, что матрица B , действующая по формуле  
( ) ( ) NnAyyBy nnn ,...,1,0, =+= , переводит решения уравнения (2.2) в решения 
того же уравнения.  
  Пусть теперь ( ) ( )( )N

nknk tptp 0,, == λλ  — собственный вектор матри-
цы ( )tLL = , отвечающий собственному значению kλ , Nk ,...,0= , причем 

( ) 1,0 =tp kλ . Тогда ( )tBp k ,λ  тоже является собственным вектором мат-
рицы L , соответствующим значению kλ . Легко видеть, что  

( )( ) ( ){ }tCtBp ++= 24
0 4

2
1, λλλ , 

где функция ( )tC  зависит от функций ( ) ( ) ( )tctctc 210 ,, . Но тогда ввиду 
простоты собственных значений kλ , Nk ,...,0= ,  получаем, что   

( ) ( ){ } ( )tptCtBp kkkk ,4
2
1, 24 λλλλ ++= .                 (2.3) 

Найдем динамику нормировочного коэффициента  

( ) ( )∑
=

==
N

n
knk Nktpt

0

2 ,...,1,0,,λα . 

Принимая во внимание, что  

( ) ( ) ( )∑
=

==
N

n
knknk Nktptpt

0
,...,1,0,,,2 λλα  , 

с учетом формулы (2.3) находим, что 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( )tptApttCt kn

N

n
nkkkkk ,,4

0

24 λλαλλα ∑
=

+++= . 

В силу кососимметричности матрицы A , последняя сумма обращается в 
нуль. Поэтому имеем 
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     ( ) ( ){ } ( )ttCt kkkk αλλα ++= 24 4  , 
откуда следует, что  

( ) ( ) ( )( ) ( ) 





−+−= ∫−−

t

kkkk dCtt
0

2211 exp4exp0 ττλλαα .                  (2.4) 

В (2.4) функция ( )tC  не может быть произвольной, она должна 
обеспечивать выполнение равенства   
 

.1)(1

0=
=−∑ tk

N

k
α  

 
Учитывая это в (2.4), находим, что 

( ) ( )( ) .4exp)0(exp
1

221

0=0

−
− 





 +−=





− ∑∫ tdC kkk

N

k

t

λλαττ  

Подставляя последнее равенство в (2.4), окончательно получаем 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

2212211 4exp04exp0
−

=

−−− 




 +−+−= ∑

N

k
kkkkkkk ttt λλαλλαα .       

 Таким образом, нами доказана следующая           
 

 Теорема 1. Если в уравнении (1.1) с коэффициентом ( )tcn , где 
( )tcn является решением системы уравнения (1), то эволюция спектраль-

ных данных  описывается формулами 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

2212211 4exp04exp0

,0
−

=

−−− 




 +−+−=

==

∑
N

k
kkkkkkk

kkk

ttt

t

λλαλλαα

λλλ
.   (2.5)  

 
 Пользуясь теперь соотношениями (2.5), получаем следующий ал-
горитм решения задачи (1)—(3) методом обратной спектральной задачи. 
 

АЛГОРИТМ 2 
Даны начальные условия  ( ) 1,...,1,0,ˆ0 −== Nncc nn . 

Шаг 1. Строим спектральные данные ( ) ( ){ }N
nnn 00,0 =αλ . 

Шаг 2. Вычисляем  ( ) ( ){ }N
nnn tt 0, =αλ  по формулам (2.5). 

Шаг 3. Решая по совокупности ( ) ( ){ }N
nnn tt 0, =αλ  обратную спектральную 

задачу с помощью алгоритма 1. 
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 Исследуем глобальную разрешимость задачи (1), (3), которая 
является обоснованием предложенного алгоритма. 
 Теорема 2. При любых начальных данных ( ) 1,...,1,0,ˆ0 −== Nncc nn , 
задача (1), (2) имеет единственное решение ( ) 1,...,1,0, −= Nntcn , опреде-
ленное на всей полуоси [ )∞,0 . 

Доказательство. Заметим, что правые части системы уравнений (1) 
представляют собой непрерывно дифференцируемые функции от 
переменных ( ) 1,...,1,0, −= Nntcn . Тогда, переходя стандартным методом 
к интегральному уравнению и применяя метод последовательных приб-
лижений, находим, что задача (1), (2) имеет на некотором промежутке 
[ ]δ,0  единственное решение ( ) 1,...,1,0, −= Nntcn . Покажем, что это ре-
шение продолжаемо на всю положительную полуось. Допустим против-
ное. Тогда существует точка ( )∞∈ ,0*t  такая, что задача (1), (2) имеет в 
интервале [ )*,0 t  решение ( ) 1,...,1,0, −= Nntcn , но для некоторого индекса 
n  выполняется соотношение ( ) ∞=

−→

tcn
tt

lim
0*

. 

 С другой стороны, согласно результатам предыдущего раздела, 
при ( )*,0 tt ∈  верно равенство (2.1), из которого вытекает (см. [5]), что 
семейство матриц ( )tLL =  унитарно эквивалентно, т.е. существует 
( )1+N -мерная унитарная матрица ( )tL такая, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TULTUtLEU 0,0 *== , 
где E  есть ( )1+N -мерная единичная матрица. Из последних соотноше-
ний следует справедливость формулы 

                                            ( ) ( )0LtL = ,                               (3.1) 

где ⋅ - норма матрицы ( )tL  в ( )1+N -мерном пространстве векторов 

( )T
Nyyy ,...,0=  с нормой 

2
1

0

2 




= ∑

=

N

k
kyy .Формула (3.1) вместе с очевид-

ным неравенством 
( ) ( ) 2tLtcn ≤  

показывает, что наше предположение о том, что ( ) ∞=
−→

tcn
tt

lim
0*

 неверно. 

Тем самым теорема доказана. 
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В статье получены некоторые достаточные условия на границу области и на 
поведение функции на границе области, а также условия на весовую функцию, при ко-
торых всякая функция обобщенная аналитическая в области разлагается в ряд по 
обобщенным полиномам Фабера с весом, равномерно сходящийся внутри области. 

 
Ключевые слова: весовая функция, обобщённые (в смысле Векуа) полиномы 

Фабера с весом.  
 
 Пусть конечная односвязная область G  ограничена кривой Γ , и 
пусть функция )(ωψ=z  отображает конформно и однолистно область 

}1{ ≤ω  на внешность D  кривой Γ  при условии ∞=∞)(ψ , 0)( >∞′ψ , 
)(zΦ=ω  - обратная функция, )(zg  голоморфная в области D  весовая 

функция, удовлетворяющая условию 0)( >∞g . 
 Рассмотрим два простейших случая, когда обобщенная аналитиче-
ская (о.а.) функция )(zw  в области G  разлагается в ряд по обобщенным 
полиномам (о.п.) Фабера с весом [1]. 
 Теорема 1. Если граница Γ  ограниченной односвязной области G  
является правильной аналитической кривой, а весовая функция 

)()( DHzg ∈  и 0)( ≠zg , Dz ∈ , то всякая функция )(zw , о.а. в области G  
разлагается в ряд по о.п. Фабера с весом для континуума Γ∪= GK  вида  

),(),()( 12122
0

2 gzcgzczw kkk
k

k ++

∞

=

Φ+Φ= ∑ ,                                (1) 

сходящийся равномерно внутри области G . 
 Доказательство. Поскольку граница Γ  - правильная аналитиче-
ская кривая, то отображающая функция )(zΦ=ω  аналитически и одно-
листно продолжается через границу Γ  внутрь области G  и при некото-
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ром 10, 00 << ρρ ,  является однолистной в области 
0ρD . При этом усло-

вии функция )(ωψ=z  является голоморфной в области 0ρω > , кроме 
точки ∞=ω , где она имеет простой полюс. 
 Пусть Gz ∈ . Тогда существует такое ρ , что выполняется условие 

10 << ρρ  и ρGz ∈ . Применяя обобщенную формулу Коши для области 

ρG , представим )(zw  в виде 

 ξξξξξξπ ρρ
ρ

dwGzdwGzizw )(),,()(),,(2
1)( 21 Ω−Ω= ∫

Γ

,                      (2) 

где ),,(1 ρξ GzΩ  и ),,(2 ρξ GzΩ  - ядра, нормированные относительно ρG  [2]. 
Сделав замену по формуле )(ηψξ = , представим (2) в виде 
 

                −′Ω= ∫
=ρη

ρ ηηψηψηψ
ηψηψπ dgg

wUzizw )())(())((
))(()),(,(2

1)( 1  

ηηψηψηψ
ηψηψ ρ dgg

wUz )())(())((
))(()),(,(2 ′Ω−  ,                              (3) 

где }{ ρηρ <=U . 

 Функции )())(()),(,(1 ηψηψηψ ρ ′Ω gUz  и )())(()),(,(2 ηψηψηψ ρ ′Ω gUz  
разлагаются в ряды: 

          =′Ω ))(()()),(,(1 ηψηψηψ ρ gUz ∑
∞

=
+

+Φ−Φ

0
1

122 ),,(),,(
2
1

k
k

kk GgziGgz
η

ρρ , 

=′Ω ))(()()),(,(2 ηψηψηψ ρ gUz ∑
∞

=
+

+Φ+Φ

0
1

122 ),,(),,(
2
1

k
k

kk GgziGgz
η

ρρ ,      (4) 

которые сходятся равномерно относительно ρη ≥  и равномерно по z , 
принадлежащему любому фиксированному компакту F  области ρG  [1]. 
 Подставляя (3) и (4) в (2), находим 

         −Φ−Φ= ∫∑
=

+

∞

=
+

ρη
ρρ η

ηηψ
ηψ

π d
g

w
iGgziGgzzw k

k
kk 1

0
122 ))((

))((
2
1)),,(),,((2

1)(  

          ∫∑
=

+

∞

=
+ 





Φ−Φ−

ρη
ρρ η

ηηψ
ηψ

π d
g

w
iGgziGgz k

k
kk 1

0
122 ))((

))((
2
1)),,(),,((2

1 .      (5) 

 Положим 

∫
=

++ =+=
ρη η

η
ηψ
ηψ

π 1122 ))((
))((

2
1

kkkk
d

g
w

i
iccc .                                  (6) 

 Тогда после некоторых преобразований, получим разложение 
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                   +Φ−Φ+= ∑
∞

=
++

0
122122 )),,(),,()((2

1)(
k

kkkk GgziGgzicczw ρρ  

                     =Φ+Φ−+ ∑
∞

=
++

0
122122 )),,(),,()((2

1
k

kkkk GgziGgzicc ρρ  

                     GzGgzcGgzc
k

kkkk ∈Φ+Φ= ∑
∞

=
++ ,)),,(),,(

0
121222 ρρ , 

равномерно сходящееся внутри области G . Теорема доказана. 
 Теорема 2. Пусть )(zw  - о.а.ф. на континууме K , )(zg  - весовая 
функция, )()( DHzg ∈  и Dzzg ∈≠ ,0)( . Тогда функция )(zw  разлагается 
в ряд по о.п. Фабера с весом вида (1), равномерно сходящийся на всем K . 
 Доказательство. Функция )(zw  допускает продолжение до функ-
ции )(zw , о.а. в ρG , 0,1 >+= εεR . Пусть RΓ  - граница области RG . То-
гда при Kz ∈  имеем 

                

=′Ω=

−′Ω=

=Ω−Ω=

∫

∫

=

Γ

ηηψηψηψ

ηηψηψηψπ

ξξξξξξπ

ρη

dwUz

dwUzi

dwGzdwGzizw

R

R

RR

R

))(()()),(,(

))(()()),(,(2
1

)(),,()(),,(2
1)(

2

1

21

 

                        −′Ω= ∫
=ρη

ηηψ
ηψηηψηψπ dg

wdUzi R ))((
))(()()),(,(2

1
1  

ηηψ
ηψηηψηψ dg

wdUz R 




′Ω− ))((

))(()()),(,(2 .                                   (7) 

Разложения (3) и (4) и в этом случае сходятся равномерно для Kz ∈  и 
}{ R≥∈ ηη . Подставляя их в интеграл (7) получим 

                        ),,(),,()( 12122
0

2 RkkRk
k

k GgzcGgzczw ++

∞

=

Φ+Φ= ∑ , 

где Kz ∈  и 122 ++= kkk iccc  вычисляются по формулам (6). Теорема дока-
зана. 
 Теоремы 1 и 2 дают достаточные условия представления о.а.ф. ря-
дом по о.п. Фабера с весом в двух крайних случаях: в первом, когда на 
границу Γ  накладываются максимальные условия (аналитичность Γ ), а 
функция )(zw  о.а. только в области G , и во втором, когда K  - произ-
вольное ограниченное замкнутое множество, но функция )(zw  о.а. на 
всем K . Приведем еще достаточные условия представления о.а.ф. рядом 
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вида (1), когда условия на Γ  ослабевают, а условия на граничные свойст-
ва функции )(zw  усложняются. 
 Имеет место 
 Теорема 3. Пусть Γ  - спрямляемая жорданова кривая, и пусть 

qHttg ∈′ )())(( ψψ , а функция ),,()( CBAEzw s∈ , где q  и s  связаны соотно-
шением 

                             1,1,111 >>=+ sqsq . 

[3]. 
 Если выполнено условие 

∞<=′ ∫∫
=Γ 1

))((
))(()()(

)(

t

ss

dttg
twdg

w
ψ
ψξξφξ

ξ ,                                   (8) 

то функция )(zw  разлагается в ряд по о.п. Фабера с весом (1), сходящийся 
равномерно внутри области G . 

 Доказательство. Для функции ))((
))((

tg
tw

ψ
ψ  коэффициенты (6) можно 

определить не только при 0≥n , но и при 0<η . Сопоставим функции 

))((
))((

tg
tw

ψ
ψ  ее ряд Фурье 

                              1,~))((
))(( =∑

∞

−∞=

ttctg
tw

k

k
kψ

ψ . 

Вводя действительные и мнимые части, находим равенства 

)()(
))((
))((

21 θθ
ψ
ψ

θ

θ

iww
eg
ew

i

i

+= ,                                                  (9) 

)()( )2()1( θθθ
NN

N

N

ik
k iSSec +=∑

−

,                                              (10) 

где )}({ )( θk
NS  частичные суммы тригонометрического ряда Фурье функции 

)(θkw , 2,1=k . 
 Рассмотрим разность 

),,(),,()( 12122
0

2 GgzcGgzczw kkk

N

k
k ++

=

Φ+Φ− ∑ .                             (11) 

Для функций ),,(2 GgzkΦ  и ),,(12 Ggzk +Φ  имеет место представление 

ξξξξξξξξπ dgGzdgGziGgz kk
k )()(),,()()(),,(2

1),,( 212 ΦΩ−ΦΩ=Φ ∫
Γ

;    (12) 

ξξξξξξξξπ dgiGzdgiGziGgz kk
k )()(),,()()(),,(2

1),,( 2112 ΦΩ−ΦΩ=Φ ∫
Γ

+ ,    (13) 
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[1]. 
 Применяя обобщенную формулу Коши, представления (12) и (13), 
а затем замену )(tψξ = , разность (11) можно записать в виде 

                =Φ+Φ− ++
=

∑ ),,(),,()( 12122
0

2 GgzcGgzczw kkk

N

k
k  

                −




 −′Ω= ∫ ∑

= =1 0
1 ))((

))(()())(()),(,(2
1

t

N

k

k
k dttctg

twttgUtzi ψ
ψψψψπ  

                dttctg
twttgUtz

N

k

k
k 





−′Ω− ∑

=0
2 ))((

))(()())(()),(,( ψ
ψψψψ .               

       Пусть F - замкнутое подмножество области G . Тогда при GFz ⊂∈ , 
учитывая (9) и (10), имеем  

                  ≤Φ+Φ− ++
=

∑ ),,(),,()( 12122
0

2 GgzcGgzczw kkk

N

k
k  

                   ( )∫
=

′Ω+Ω≤
1

21 )(()()),(,()),(,(2
1

t

tgtUtzUtz ψψψψπ . 
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==
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t

q
N

k

k
k dttgF

Mdttctg
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))(( ψψπρψ
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
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













−+


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
−× ∫∫

ss

N

ss

N dSwdSw

1
2

0

)2(
2

1
2

0

)1(
1 )()()()(

ππ

θθθθθθ .                 (14) 

В силу (8), функция 
))((
))((

θ

θ

ψ
ψ

i

i

eg
ew  входит в класс )2( πsL , но тогда в этот же 

класс входят и функции 2,1),( =iwi θ . Тригонометрические ряды Фурье 
функций )(1 θw  и )(2 θw  сходятся к ним в среднем [4]. Следовательно, правая 
часть (14) стремится к нулю при ∞→N , причем равномерно относительно 

GFz ⊂∈ . Теорема доказана. 
 Теорема 4. Пусть граница Γ  области G  является спрямляемой 
жордановой кривой, и выполняется условие 

∞<′′∫
=

+

1

))(()(ln))(()(
t

dttgttgt ψψψψ .                                    (15) 

Тогда всякая функция )(zw , о.а. в области G  и ограниченная там равно-
мерно по модулю, разлагается в ряд по о.п. Фабера с весом )()( DHzg ∈ ,

Dzzg ∈≠ ,0)( , сходящийся равномерно внутри области G . 
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 Доказательство. Так как функция )(zw  равномерно ограничена по 
модулю в области G , то существует такая постоянная 0>M , что 
                                            GzMzw ∈≤ ,)( . 
Но тогда функция )(zw  имеет почти всюду на Γ  угловые граничные зна-
чения, которые удовлетворяют тому же неравенству [3]. Следовательно, 
можно определить коэффициенты kc  по формулам (6) и для функции 

)(zw  справедлива обобщенная формула Коши. В таком случае, используя 
формулу (6), разность (11) можно представить в виде 
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0

2 GgzcGgzczw kkk

N

k
k  

                −′Ω= ∫
=1

1 ))((
))(()())(()),(,(2

1

t

dttg
twttgUtzi ψ

ψψψψπ  

                −




′Ω− dttg

twttgUtz ))((
))(()())(()),(,(2 ψ

ψψψψ      

              −Φ−Φ− +
=

∑ )),,(),,((2
1

122
0

UgziUgzc kk

N

k
k          

                 =Φ+Φ− +
=

∑ )),,(),,((2
1

122
0

UgziUgzc kk

N

k
k  

                

.),,(),,(
2
1)())(()),(,(

))((
))((),,(),,(

2
1

)())(()),(,(())((
))((

2
1

0
1

122
2

0
1

122

1
1






 Φ+Φ−′Ω×

×




−


Φ−Φ−

−′Ω=

∑

∑

∫

=
+

+

=
+

+

=

N

k
k

kk

N

k
k

kk

t

dt
t

UgziUgzttgUtz

tg
twdt

t
UgziUgz

ttgUtztg
tw

i

ψψψ

ψ
ψ

ψψψψ
ψ

π

 

 Обозначим 
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Используя эти обозначения, оценим разность (11). 
Имеем: 
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Из условия (15) следуют неравенства 

2,1,,))(()(ln))(()(
2

0
,, =∞<∫ + jidgg jiji

π

θθψθϕθψθϕ .                    (17) 

 Следовательно, тригонометрические ряды Фурье функций )(, θϕ ji , 
2,1, =ji , сходятся к ним в среднем [5]. Поэтому интегралы, стоящие в 

правой части (16) стремятся к нулю. Этим сходимость ряда по о.п. Фабера 
с весом к функции )(zw  в фиксированной точке Gz ∈  доказана. 
 Теперь, в силу известных результатов (принцип компактности) 
достаточно доказать, что последовательность частичных сумм рядов по 
о.п. Фабера с весом равномерно ограничена внутри области G . 
 Пусть GFz ⊂∈  и ),( Γ= Fρδ  - расстояние от компакта F  до 
границы Γ . Аналогично неравенству (16) находим 

≤Φ+Φ ++
=

∑ ),,(),,( 12122
0

2 GgzcGgzc kkk

N

k
k θθπ

π

dSM
ji

ji
N∑ ∫

=

2

2,1,

2

0

),( )(2 .        (18) 

Интегралы в (17) ограничены равномерно относительно GFz ⊂∈ . Следова-
тельно, правая часть (18) также равномерно ограничена относительно 

GFz ⊂∈ . Теорема доказана. 
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ÜMUMİLƏŞMİŞ ANALİTİK FUNKSİYALARIN ÇƏKİLİ ÜMUMİLƏŞMİŞ  
ÇOXHƏDLİLƏR ÜZRƏ SIRAYA AYRILMASI 

 
M.Ə.TAĞIYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə oblastın sərhədi üzərinə və funksiyanın sərhəddə özünü aparması üçün kafi 

şərtlər verilmişdir. Bundan başqa müəyyən oblastda ümumiləşmiş analitik funksiyanın çəkili 
ümumiləşmiş Faber çoxhədliləri üzrə oblast daxilində müntəzəm yığılan sıraya ayrılması üçün 
çəki üzərinə şərtlər tapılmışdır.  

  
Açar sözləri: ümumiləşmiş analitik funksiyalar, ümumiləşmiş Faber çoxhədliləri, 

polinomial nüvə. 
  

ON THE EXPANSION OF GENERALIZED ANALYTIC FUNCTIONS  
IN THE SERIES BY FABER’S GENERALIZED POLYNOMIALS WITH WEIGHT 

 
M.A.TAGIYEVA 

 
SUMMARY 

 
Some sufficient conditions for the domain boundary and the function’s behavior on the 

boundary, at which generalized analytical functions are expanded in the series by Faber’s gen-
eralized polynomials with weight uniformly converging inside domain are obtained. 

 
Key words: weighting functions, Faber’s generalized polynomials with weight. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ  НЕПРЕРЫВНЫХ ФРЕЙМОВ  
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 Работа посвящена изучению устойчивости непрерывных фреймов. Доказана 
теорема об устойчивости непрерывных фреймов в гильбертовом пространстве при 
преобразовании интегральным оператором. Изучены нетеровы возмущения непрерыв-
ного p -атомарного разложения и банахового непрерывного p -фрейма в банаховых 
пространствах. Также в работе изучается связь между банаховым непрерывным p -
фреймом и сопряженным отображением.  
 

Ключевые слова: фрейм, непрерывный фрейм, устойчивость непрерывных 
фреймов, нетеровы возмущения. 

 
Фреймы в гильбертовых пространствах были введены в 1952 году 

R. J. Duffin и A. C. Schaeffer при изучении негармонических рядов Фурье 
[1] относительно возмущенной системы экспонент. К фреймам интерес 
сильно возрос после работы [2], где были найдены широкие применения 
вейвлетов в различных областях естествознания. В настоящее время 
фреймам посвящены многочисленные работы, как например,  [3-6] и др. 
Интерес к фреймам возрастает не только с точки зрения приложений, но и 
с теоретической важности этого понятия. Они играют важную роль в сиг-
нальных процессах, сжатии данных, обработки информации и других об-
ластях математики. Преимущество фреймов состоит в том, что каждый 
элемент гильбертово пространства имеет разложение по фрейму. Это раз-
ложение может быть не единственным. Фреймом определяется сопря-
женный фрейм, порождающее разложение по фрейму. Отметим, что по-
следовательность коэффициентов этого  разложения имеет наименьшую 

2l  норму (см. [7]). При установлении фреймов широко используются ме-
тоды теории возмущений линейных операторов. Это направление хорошо 
освящено в монографии [8], когда возмущения осуществляются компакт-
ными операторами. Наиболее общее возмущение – нетеровыми операто-
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рами, рассмотрено в работе [9]. Устойчивость фреймов в гильбертовых 
пространствах изучалась в [4]  и [6].  

Понятие фрейма в банаховых пространствах впервые было опре-
делено Gröchenig K. [10]. В этой работе введены понятия банахового 
фрейма и атомарного разложения. Банаховы фреймы, атомарные разло-
жения и вопрос их устойчивости также  изучались в работах [3, 11, 12].  

Для фреймов получены обобщения в различных направлениях.  В 
[13] введены понятия g-фрейма, g-Рисс базиса в гильбертовом простран-
стве, приведены  основные их свойства и соотношения между ними. g-
фреймы изучались также в работах [14-16]. В [17] введено понятие t -
фрейма  в тензорных произведениях гильбертовых пространств. Обобще-
нием фреймов в банаховых пространствах являются p -фреймы, введен-
ные и изученные в [18]. В этом направлении следует также отметить ра-
боты [19] и [20]. Результаты, полученные относительно p -фреймов, в бо-
лее общем случае для банахова пространства последовательностей с ка-
ноническим базисом были  изучены в работах [21-23]. Другим обобщени-
ем  фреймов в гильбертовых пространствах является непрерывные фрей-
мы, изученные в [24] над локально компактным пространством с мерой 
Радона. Непрерывные фреймы также изучались в [25-27]. Обобщения ре-
зультатов работы [13] для непрерывных фреймов в гильбертовых про-
странствах изучались в [28]. 

Настоящая статья посвящена изучению устойчивости непрерыв-
ных фреймов. Изучена устойчивость непрерывного фрейма в гильберто-
вом пространстве посредством интегрального оператора, а также непре-
рывного p -атомарного разложения и банахового непрерывного p -
фрейма в банаховых пространствах. Получены результаты об их нетеро-
вых возмущениях.  

 
Обозначения и вспомогательные факты 

 
Всюду в работе H  - гильбертово пространство, X  и Y  - банаховы 

пространства с соответствующими нормами 
X

⋅  и 
Y

⋅ , *X  - сопряженное 

пространство к X , значение функционала ** Xx ∈  на элементе Xx ∈  
обозначается через ),( *xx , ),( YXL  - банахово пространство линейных 
ограниченных операторов YXT →: . Ядро и образ оператора ),( YXLT ∈  
обозначается через Tker  и TIm , соответственно. Сопряженный оператор 
к оператору T  обозначается  через *T . Оператор ),( YXLT ∈  называется 
нетеровым, если TIm  - замкнуто, Tker  и *kerT  - конечномерны.  

Пусть ),( µΩ  - измеримое пространство с положительной мерой µ
. Дадим определение непрерывного фрейма. 
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 Определение 1 ([24, 25]). Отображение HF →Ω:  называется не-
прерывным фреймом в H  относительно ),( µΩ , если  выполнены усло-
вия: 
1) Hf ∈∀  функция ))(,( ωFf , Ω∈ω  измерима на Ω ; 
2) 0, >∃ BA  такие, что  

                222 )())(,(
HH

fBdFffA ≤≤ ∫
Ω

ωµω  , Hf ∈∀ .                       (1) 

Постоянные A  и B  называются границами непрерывного фрейма F . 
При выполнении правой части неравенства (1), отображение HF →Ω:  
называется бесселевым отображением с границей B .   
 Приведем обобщение непрерывных фреймов в банаховых про-

странствах. Пусть +∞<< p1  и q  такое, что 111 =+
qp

. 

 Определение 2 ([27]). Отображение *: XF →Ω  называется не-
прерывным p -фреймом в X  относительно ),( µΩ , если  выполнены ус-
ловия:  
1) функция ))(,( ωFx , Ω∈ω   измерима  на Ω  для Xx ∈∀ ;  
2) 0, >∃ BA  такие, что  

  
X

pp

X
xBdFxxA ≤





≤ ∫

Ω

1

)())(,( ωµω  , Xx ∈∀ . 

Постоянные A  и B  называются  границами F .  
Нам понадобится следующая теорема.  

Теорема 1 ([29]). Если +∞<< p1  и 111 =+
qp

, то пространства 

),( µΩpL  и ),(* µΩqL  изометрически изоморфны. При этом изоморфизм 

),(),(: * µµ Ω→Ω qpp LLK  определяется по формуле 

∫
Ω

= )()()()( ωµωϕωψϕψ dK p , ),( µϕ Ω∈∀ qL , ),( µψ Ω∈∀ pL .                 (2) 

  
О возмущениях непрерывных фреймов  

 
Пусть ),( 11 µΩ  и ),( 22 µΩ  - измеримые пространства, ),( ωλu  - из-

меримая функция на 21 Ω×Ω , такая, что 

+∞<









∫ ∫

Ω Ω

)()()(),( 2

2

1

2 1

λµωµωϕωλ ddu , ),( 112 µϕ Ω∈∀ L . 

Определим оператор ),(),(: 222112 µµ Ω→Ω LLU  по формуле 
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)()(),())(( 1

1

ωµωϕωλλϕ duU ∫
Ω

= , 2Ω∈λ , ),( 112 µϕ Ω∈ L .                       (3) 

Пусть HF →Ω1:  - непрерывный фрейм в  H  с границами A  и B  отно-
сительно ),( 11 µΩ . Рассмотрим отображение HG →Ω2:  по выражению  

∫
Ω

=
1

)())(,)(,())(,( 1 ωµωωλλ dFxuGx .                                        (4) 

Выясним условия, при которых отображение HG →Ω2: является непре-
рывным фреймом в  H  относительно ),( 22 µΩ . Следующая теорема фор-
мулирует бесселевость отображения G . 
 Теорема 2. Пусть HF →Ω1:  - непрерывный фрейм в  H  относи-
тельно ),( 11 µΩ  с границами A  и B , отображение HG →Ω2:  задано по 
выражению (4) и функция ),( ωλu  удовлетворяет условию  

+∞<= ∫
ΩΩ∈

)(),(sup 1

1
1

sdsavraib µω
ω

, 

 где )(),(),(),( 2

2

λµλωλω ∫
Ω

= dsuusa . Тогда HG →Ω2:  является бесселе-

вым отображением с границей bB .  
Доказательство. Hx ∈∀  имеем 

== ∫ ∫∫
Ω ΩΩ

)()())(,)(,()())(,( 2

2

12
2

2 12

λµωµωωλλµλ ddFxudGx  

=









= ∫ ∫∫

Ω ΩΩ2 11

)()())),((),()()(,)(,( 211 λµµλωµωωλ dsdxsFsudFxu  

=









= ∫ ∫

Ω Ω×Ω2 11

)()()()),())((,(),(),( 211 λµµωµωλωλ sddxsFFxsuu  

≤= ∫
Ω×Ω

)()()),())((,)(,( 11

11

sddxsFFxsa µωµωω  

)()())(,())(,(),( 11

11

sdsFxFxsa µωµωω∫
Ω×Ω

≤ . 

Используя неравенство Коши-Буняковского получим  

)())(,( 2
2

2

λµλ dGx∫
Ω

2
1

11
2 )()())(,(),(

11










≤ ∫

Ω×Ω

sddFxsa µωµωω ×  

×
2
1

11
2 )()())(,(),(

11










∫

Ω×Ω

sddsFxsa µωµω = =∫
Ω×Ω

)()())(,(),( 11
2

11

sdFxsa µωµωω  
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)())(,()(),( 1
2

1

1 1

ωµωµω dFxsdsa∫ ∫
Ω Ω











= ≤ 2

1
2 )())(,(

1

H
xbBdFxb ≤∫

Ω

ωµω . 

Следовательно, HG →Ω2:  является бесселевым отображением с 
границей bB . Теорема доказана.  

В следующей теореме изучается непрерывная фреймовость ото-
бражения G .  
 Теорема 3. Пусть отображение HF →Ω1:  - непрерывный фрейм 
в  H  относительно ),( 11 µΩ  с границами 1A  и 1B , оператор U , заданный 
по формуле (3), ограничен. Пусть отображение HG →Ω2:  задано по вы-
ражению ),(),( FxUGx = , Hx ∈∀ . Тогда HG →Ω2:  является непрерыв-
ным фреймом в  H  относительно ),( 22 µΩ  тогда и только тогда, когда  

                        0>∃c : )())(,()())(,( 1
2

2
2

12

ωµωλµλ dFxcdGx ∫∫
ΩΩ

≥ , Hx ∈∀ .                         

(5)                     
Доказательство. Пусть HG →Ω2:  является непрерывным фрей-

мом в H  относительно ),( 22 µΩ  с границами 2A  и 2B . Тогда Hx ∈∀ име-
ем  

)())(,()())(,( 1
2

1

22
22

2

12

ωµωλµλ dFx
B
AxAdGx

H ∫∫
ΩΩ

≥≥ , 

т.е. имеет место (5). 
 Обратно, предположим, что имеет место соотношение (5). Для 

Hx ∈∀  получим  
2

11
2

2
2 )())(,()())(,(

12

H
xcAdFxcdGx ≥≥ ∫∫

ΩΩ

ωµωλµλ . 

С другой стороны, в силу ограниченности оператора U , для  Hx ∈∀  по-
лучим 

22
11

222

),(2
2 )())(,(),()())(,(

1

222

2

HL
xUBdFxUFxUdGx ≤≤= ∫∫

Ω
Ω

Ω

ωµωλµλ µ
. 

Следовательно, отображение HG →Ω2:  является непрерывным 
фреймом в  H  относительно ),( 22 µΩ . Теорема доказана.  

Следующее определение обобщает понятие атомарного разложе-
ния в банаховых пространствах.  
 Определение 3. Пусть отображения *: XF →Ω  и X→ΩΛ :  та-
кие, что выполнены условия:  
1) функции ))(,( ωFx , Ω∈ω   и )),(( fωΛ , Ω∈ω   измеримы  на Ω  для 

Xx ∈∀ , *Xf ∈∀ ;  
2) 0, >∃ BA  такие, что  
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X

pp

X
xBdFxxA ≤





≤ ∫

Ω

1

)())(,( ωµω  , Xx ∈∀ ;                   

3) )()),()()(,(),( ωµωω dfFxfx Λ= ∫
Ω

, Xx ∈∀ , *Xf ∈∀ . 

Тогда пара ),( ΛF  называется непрерывным p -атомарным разложением 
в X  относительно ),( µΩ .  Постоянные A  и B  называются границами 

),( ΛF . 
Рассмотрим нетерово возмущение p -атомарного разложения.  

 Теорема 4. Пусть ),( ΛF  - непрерывное p -атомарное разложение 
в X  относительно ),( µΩ  с  границами A  и B , ),( YXT ∈  - нетеров опе-
ратор и )()( ωω Λ=Γ T , Ω∈ω . Тогда существует отображение *: YG →Ω  
такое, что ),( ΓG  является непрерывным p -атомарным разложением в 

TIm  относительно ),( µΩ . 
 Доказательство. Согласно нетеровости оператора T  ядро Tker  
конечномерно и поэтому дополняемо в X . Положим 1ker XTX += . 
Пусть  оператор 1T  является сужением оператора T  на пространство 1X . 
Ясно, что оператор 1T  отображает  1X  на TIm  и { }0ker 1 =T . Следова-
тельно, оператор 1T  имеет ограниченный обратный оператор 1

1
−T , дейст-

вующий из TIm  на 1X . Пусть D  непрерывное продолжение оператора 
1

1
−T  на все Y . Рассмотрим отображение  *: YG →Ω  по формуле 

DFG )()( ωω = , Ω∈ω . Для Ty Im∈∀  получим  

=





=





∫∫
Ω

−

Ω

pppp
dTFydGy

1

1
1

1

)())(,()())(,( ωµωωµω  

YX

pp
yTByTBdFyT 1

1
1

1

1

1
1 )())(,( −−

Ω

− ≤≤





= ∫ ωµω . 

Далее, имеем 

=





=





∫∫
Ω

−

Ω

pppp
dTFydGy

1

1
1

1

)())(,()())(,( ωµωωµω  

YX

pp
yTAyTAdFyT 1

1
1

1

1

1
1 )())(,( −−

Ω

− ≥≥





= ∫ ωµω . 

 Возьмем *Yg ∈∀  и Ty Im∈∀ . Положим yTx 1
1
−= . Так как 

*XgT ∈ , используя условие 3) определения 3, получим  
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∫
Ω

− =Λ=== )()),())((,(),(),(),( 1
1 ωµωω dgTFxgTxgTyTgy  

 

∫∫
ΩΩ

− Γ=Λ= )()),())((,()()),()()(,( 1
1 ωµωωωµωω dgGydgTTFy . 

Значит, ),( ΓG  является непрерывным p -атомарным разложением в TIm  
относительно ),( µΩ . Теорема доказана.  
 Следующее определение является обобщением понятия банахово-
го фрейма и сопряженных фреймов на случай непрерывных фреймов.  
 Определение 4. Пусть отображения *: XF →Ω  и XLS p →Ω ),(: µ  
такие, что выполнены условия:  
1) функция ))(,( ωFx , Ω∈ω   измерима  на Ω  для Xx ∈∀ ;  
2) 0, >∃ BA  такие, что  

  
X

pp

X
xBdFxxA ≤





≤ ∫

Ω

1

)())(,( ωµω  , Xx ∈∀ ;                   

3)  )),,(( XLLS p µΩ∈  и xFxS =)),(( , Xx ∈∀ . 
Тогда пара ),( SF  называется банаховым непрерывным p -фреймом в X  
относительно ),( µΩ .   

Пусть *: XF →Ω   - непрерывное  p -бесселево отображение в X  
относительно ),( µΩ  и )),(,( * µΩ∈ qLXLG . Пара ),( GF  называется со-
пряженной парой отображений, если имеет место 

)())(())(,(),( ωµωω dfGFxfx ∫
Ω

= , Xx ∈∀ , *Xf ∈∀ . 

 Имеет место следующая теорема. 
 Теорема 5. Пусть отображение *: XF →Ω  является непрерывным 
p -фреймом в X  относительно ),( µΩ . Следующие условия эквивалент-

ны: 
 1) существует XLS p →Ω ),(: µ  такой, что ),( SF  является банахо-
вым непрерывным p -фреймом в X  относительно ),( µΩ ; 
 2) существует )),(,( * µΩ∈ qLXLG  такой, что ),( GF  - сопряженная 
пара отображений.  

Доказательство.  Пусть ),( SF  является банаховым непрерывным 
p -фреймом в X  относительно ),( µΩ . Определим оператор ),(: * µΩ→ qLXG  

по выражению *1SKG q
−= , где  оператор qK  задан по формуле (2). Ясно, 

что )),(,( * µΩ∈ qLXLG . Для *Xf ∈∀   и Xx ∈∀  получим  
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=== )),,(()),,((),( * fSFxfFxSfx  
 

∫ ∫
Ω Ω

− == )())(())(,()()())(,( *1 ωµωωωµωω dfGFxdfSKFx q . 

 Обратно, пусть ),( GF  - сопряженная пара отображений. Опреде-
лим отображение XLS p →Ω ),(: µ  по формуле  

∫
Ω

= )())(()(),( ωµωωϕϕ dfGfS , *Xf ∈ , ),( µϕ Ω∈ pL . 

Тогда  
fGfGdfGfS

pqp LLL∫
Ω

ΩΩΩ
≤≤≤

),(),(),(
)()())(()(),( µµµ ϕϕωµωωϕϕ , 

Следовательно, GS ≤ . Так как ),( GF  - сопряженная пара отображе-

ний,  для Xx ∈∀  и *Xf ∈∀  имеем 
),()())(()(,()),,(( fxdfGFxfFxS == ∫

Ω

ωµωω . 

Отсюда xFxS =)),(( , Xx ∈∀ . Таким образом, ),( SF  является банахо-
вым непрерывным p -фреймом в X  относительно ),( µΩ . Теорема дока-
зана. 

Теперь изучим нетерово возмущение банахового непрерывного p -
фрейма.  
 Теорема 6. Пусть ),( SF  - банаховый непрерывный p -фрейм в X  
относительно ),( µΩ  с границами A  и B , оператор ),( YXT ∈  - нетеров и 

TSS =1 . Тогда существует отображение *: YG →Ω  такое, что ),( 1SG  явля-
ется банаховым непрерывным p -фреймом в TIm  относительно ),( µΩ . 
 Доказательство. Как в доказательстве теоремы 4 имеем 

1ker XTX += . Оператор T  является инъективным и сюръективным опе-
ратором на пространстве 1X . Обозначим через D  непрерывное продол-
жение оператора 1

1
−T  на все пространство Y . Положим DFG )()( ωω = , 

Ω∈ω . Тогда отображение *: YG →Ω  является непрерывным p -
фреймом в TIm , т. е. выполнены условия 1) и 2) определения 4. Прове-
рим справедливость ее последнего условия. Для Ty Im∈∀  получим  

))(,())(,())(,(( 1
1

11
1

1
1

1 ⋅=⋅=⋅== −−− GySTFySFyTTSyTTy , 
т.е ),( 1SG  является банаховым непрерывным p -фреймом в TIm  относи-
тельно ),( µΩ . Теорема доказана.  
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KƏSİLMƏZ FREYMLƏRİN DAYANIQLIĞI  
 

M.İ.İSMAYILOV 
 

XÜLASƏ 
 

İş kəsilməz freymlərin dayanıqlığı məsələsinə həsr olunub. Hilbert fəzalarında kəsilməz 
freymlərin inteqral operator çevirməsinin dayanıqlığı haqqında teorem isbat edilib. p -atomar 
ayrılışın və Banax kəsilməz p -freymin Banax fəzalarda Nöter həyəcanlanmaları öyrənilib.  
İşdə həmçinin  Banax kəsilməz p -freym və qoşma inikas arasında əlaqə öyrənilir. 

  
Açar sözlər: freym, kəsilməz freym, kəsilməz freymin dayanıqlığı, Nöter həyəcanlanma.  

 
 

ON STABILITY OF CONTINUOUS FRAMES 
 

M.I.ISMAYILOV 
 

SUMMARY 
 

The work is devoted to the study of the stability of continuous frames. The theorem of 
stability of continuous frames in Hilbert space by translation of integral operators  is proved. 
The Noetherian perturbations of p -atomic decomposition and Banach continuous p -frame 
are studied. The relation between Banach continuous p -frame and dual maps is studied as 
well. 

 
Key words: frame, continuous frame, stability of continuous frame, Noetherian 

perturbations. 
 
Поступила в редакцию: 13.03.2017 г. 
Подписано к печати: 06.11.2017 г.  

 
 

81 



BAKI UNİVERSİTETİNİN XƏBƏRLƏRİ 
№3    Fizika-riyaziyyat elmləri seriyası   2017 

 
 

İNFORMATİKA 
 
UOT 004.048 

 
DELL POWEREDGE R720 SERVERİ ÜZƏRİNDƏ  

İDRAC SAZLANMASI HAQQINDA 
 

*N.Ə.QULİYEV, **F.N.KƏRİMOV, ***Ə.M.MƏMMƏDOV  
*Bakı Dövlət Universiteti, **Dövlət Neft Fondu, ***251 saylı məktəb  

natigguliyev@yahoo.com, frhd.info@gmail.com 
 

Bu məqalə kompüter şəbəkələrin ən əsas komponentlərindən olan serverin məsafədən 
idarə olunmasına həsr olunur. Məqalədə Dell kompaniyasının istehsalı olan Dell PowerEdge 
R720 serverinin məsafədən idarə olunması araşdırılır. Müasir dövrdə demək olar ki, əksəriyyət 
idarə və müəsisələr kompüterləşmişdir və onlar əsasən kompüter şəbəkələri vasitəsilə idarə 
olunurlar. Bu baxımdan bütövlükdə kompüter şəbəkələrinin özlərinin, o cümlədən də kompüter 
şəbəkələrinin idarə olunması ilə bağlı olan müəyyən məsələləri araşdırıb öyrənmək aktual 
məsələlərdən biridir.  

 
Açar sözlər: kompüter şəbəkələri, serverlər, Dell PowerEdge R720, iDRAC sazlanması 
 
Aydındır ki, kompüter şəbəkələrinin əsas komponentlərindən biri də 

onun serveridir və serverin idarə olunması məsələləridir. Konkret olaraq daha 
məhsuldar və daha optimal serverlərin seçilməsi və onların müsbət xarakte-
ristikalarının öyrənilməsidir. Müasir dövrdə geniş istifadə olunan serverlərdən 
biri də Dell PowerEdge R720 serverləridir. 

Dell PowerEdge R720 serveri Dell kompaniyasının istehsalıdır və yüksək 
dərəcədə yaddaş sıxlığına, tutumuna, yeni prosessorlara, yüksək daxiletmə və 
xaricetmə məhsuldarlığına malikdir. Dell PowerEdge serveri əsasən korporativ 
müştərilərin biznes sahəsindəki təlabatlarını yerinə yetirmək üçün nəzərdə tu-
tulmuşdur. Burada mühitin virtuallaşdırılması və verilənlərin yüksək səviyyədə 
emalı xarakterikdir. 

Dell PowerEdge R720 serverində E5-2600 ailəsindən Intel Xeon pro-
sessorları quraşdırıla bilir. Bu server 24 slotlu DİMM-ə malikdir. Bu server hər 
birində 8 nüvə olmaqla 2 prosessoru dəstəkləyir, bu da məsələlərin daha tez 
yerinə yetirilməsini təmin edir. 

 Dell PowerEdge R720 serverlərində daxiletmənin və xaricetmənin 
artırılmış imkanları, korporativ VEM (verilənləri emaletmə mərkəzi)-in məh-
suldarlığını yüksəltməyə imkan verir. Bu serverin keçiricilik imkanları  daha da 
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yüksəlmişdir, artıq onun keçiricilik imkanı 8 Qbit/san- ə bərabərdir.  
 Dell PowerEdge R720 serverlərinin bütün təkmilləşmiş müsbət xa-

rakteristikaları onu kiçik və orta biznesin korporativ sektoru üçün ideal bir va-
sitəyə çevirmişdir. Bu baxımdam Dell PowerEdge R720 serverlərinin özlərinin 
və onların müəyyən tənzimləmələrinin öyrənilməsi xüsusi əhəmiyyət kəsb edir. 

Bu məqalədə Dell PowerEdge R720 serveri üzərində serveri uzaq 
məsafədən idarəetmə məsələləri və bəzi sazlanma məsələsi araşdırılmışdır.   

Belə tipli məsələlərdən biri də bəzən serveri yenidən başlatmaq lazım 
olmasıdır. Bu məsələni həll etmək üçün bəzən onun BIOS-na daxil olmalı 
oluruq və yaxud əməliyyat sistemi yazmalıyıq və s. bu kimi işlərlə həyata ke-
çirmək olur. Bu göstərdiyimiz məsələləri həll etmək üçün biz serverin yanında 
olmalıyıq. Bu isə hər zaman əlverişli olmur. Burada əlverşli variantı odur ki, 
server otağına getmədən bütün bunları, uzaq məsafədən də həyata keçirtmək 
mümükün olsun. Bu zaman bizə serveri kənardan idarə etmək lazım olur. Bu 
kənardan idarəetməni isə biz iDRAC adlanan vasitə ilə həyata keçirdə bilərik. 
iDRAC (integrated Dell Remote Access Controller) bu serverin tənzimlənməsi 
və xidməti üzrə əksəriyyət məsələləri yerinə yetrirmək üçün nəzərdə tutulmuş 
vasitədir.  

iDRAC (integrated Dell Remote Access Controller) – PowerEdge ser-
verlərini uzaq məsafədən idarəetmə moduludur. iDRAC əsasən aşağıdakılar 
üçün nəzərdə tutulub: 

1) (IP KVM) konsoluna uzaq məsafədən daxil olmaq; 
Qeyd: KVM konsol (KVM ingilis sözləri olan keyboard, video və mou-

se, mənaları isə uyğun olaraq klaviatura, video və siçan olan sözlərin ixtisarla 
yazılışıdır), monitordan, sican qurğusundan (taçpaddan) və klaviaturadan ibarət 
olan bir qurğudur. Bu qurğu server raflarında quraşdırılmış kompüterləri və ya 
kompüterlər qrupunu (KVM- açarların iştirakı ilə) idarə etmək üçün tətbiq 
olunur. Bu qurğunun erqonomikliyini artırmaq üçün burada mayekristallı 
ekran, taçpad və klaviatura rels sürüşməli bir korpusda birləşdirilmişdir. 

KVM konsol bir sıra üstünlüklərə malikdir, məsələn, erqonomikliyə, 
universallığa və funksionallığa malikdir. Bu qurğu Windows əməliyyat sis-
temləri ailəsi ilə, Linux, Unix, FreeBSD, SUN, Novell və s. əməliyyat 
sistemləri ilə də işləyə bilir.   

2) Əməliyyat sistemini quraşdırmaq üçün uzaq məsafədəki virtual diskə 
(Virtual Media) qoşulmaq; 

3) Serverin qidalanmasının idarə edilməsi; 
4) Serverin IMPI interfeysi vasitəsilə idarə edilməsi. 

iDRAC modulu ilə işləmək üçün Java-nı dəstəkləyən internet brauzeri 
lazımdır, məsələn, Microsoft Internet Explorer, Mozilla Firefox, Google 
Chrome və s. brauzerlərini istifadə etmək olar. 

Bu tipli məsələləri yerinə yetirmək üçün əvvəlcə iDRAC-ı sazlamaq 
lazımdır və bundan sonra biz öz yerimizdə əyləşərək, Dell PowerEdge R720 
serverini rahatlıqla uzaq məsafədən idarə edə bilərik. 
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Məsələnin qoyuluşu 
Tutaq ki, müəyyən bir korporativ şəbəkə sistemimiz qurulub və orada 

öz yeni imkanlarına uyğun Dell PowerEdge R720 serveri quraşdırılıb. Biz 
istəyirik ki, serveri yenidən başladaq. Bu məsələni həll etmək üçün məsələn, 
serverin BIOS-na daxil olmalı oluruq və yaxud əməliyyat sistemi yazmalıyıq 
və s. bu kimi nümunələr göstərmək olar. Bu göstərdiyimiz məsələlərin hər 
birini həll etmək üçün biz serverin yanında olmalıyıq. Biz isə istəyirik ki, bunu 
server otağına getmədən bütün bunları, hətta bundan başqa, digər uyğun mə-
sələləri də həyata keçirtmək mümükün olsun. Bu zaman biz serveri kənardan 
idarə etmək istəyirik.  

 
Həllin mərhələləri 
Bu kənardan idarəetməni biz qeyd etdiyimiz kimi iDRAC adlanan va-

sitə ilə həyata keçirdirik. iDRAC (integrated Dell Remote Access Controller) 
bu serverin tənzimlənməsi və xidməti üzrə əksəriyyət məsələləri yerinə yetir-
mək üçün nəzərdə tutulmuşdur. Bu araşdırmamıza başlamaq üçün və bu qo-
yulmuş məsələni həll etmək üçün iDRAC-ı sazlamaq lazımdır və bundan sonra 
biz öz yerimizdə əyləşərək, serveri rahatlıqla idarə edə bilərik. 
 

 
Bunun üçün əvvəlcə Serveri yenidən başladırıq, bundan sonra açılan 

aşağıdakı pəncərənin göstərişinə əsasən klaviaturadan “F2” düyməsinə sıxmaq 
lazımdır. Bundan sonra biz avtomatik olaraq system tərəfindən “System 
Setup” bölməsinə daxil oluruq. 
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Bundan sonra “System Setup” adlı aşağıdakı pəncərə açılır. 
 

 
 

Bu zaman açılan “System Setup” adlı pəncərənin təqdim etdiyi siya-
hıda gördüyümüz kimi “iDRAC Settings” adlı bölmə var. Bu bölməyə daxil 
olub, sazlamalara başlayırıq. 
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Bu sonuncu pəncərədə gördüyümüz kimi bir çox bölmələr var. Amma 

bizə ilk öncə buradan “Network” bölməsi lazımdır. Burada biz iDRAC-a daxil 
olmaq üçün IPv4 təyin edirik. 
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Burada gördüyünüz kimi əgər NETWORK SETTINGS bölməsində 
NIC Disable vəziyyətindədirsə, bunu Enable edirik, yəni Enable bölməsini 
qeyd edirik. Digər hissələri isə olduğu kimi saxlayırıq. Bundan sonra isə 
COMMON SETTINGS bölməsində “DNS DRAC Name” hissəsində istə-
diyimiz adı verə bilərik, biz isə onu olduğu kimi saxlayırıq. 

Bu sonuncu açılmış pəncərədə İPV4 SETTINGS bölməsində Enable 
DHCP bölməsinin sağ hissəsində Disable bölməsini qeyd etməklə biz sistemi 
DHCP Disable vəziyyətinə keçirtmiş oluruq. Bunu etməkdə məqsədimiz ondan 
ibarətdir ki, biz iDRAC-a statik IP ünvan verək. 

 
Bu əməliyyatdan sonra sonuncu açılmış pəncərənin aşağısında yerləşən 

“Back” düyməsinə sıxıb, bölmələr olan pəncərəyə qayıdırıq. Buradan isə 
“User Configuration” bölməsinə daxil oluruq. 
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Bu bölmədən isə serverə uzaq məsafədən bağlanacaq istifadəçini təyin 
edirik, eyni zamanda kənardan bu istifadəçi serverə bağlanarkən hansı hü-
quqlara malik olacağı imkanlarını da seçə bilirik. 

 

 
 
Daha sonra istifadəçi kompüterindən iDRAC üçün verdiyimiz IP 

ünvanı brauzerə daxil edirik və bundan sonra bizi aşağıdakı pəncərə qarşılayır. 
Burada isə iDRAC üçün ayırdığımız istifadəçi adını və şifrəsini qeyd 

edrək sistemə daxil oluruq. 
 

 
Bununla da biz müvəffəqiyyətlə bu məqalədə serverə uzaq məsafədən 

daxil olmaq üçün sazlamaları həyata keçirdik.  
Aydındır ki, idarə və müəssisənin serveri xüsusi qorunan bir yerdə 

saxlanılır və hər zaman onun yanında olmaq olmur. Lakin onun idarə olunması 
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və tənzimlənməsi məsələləri vaxtaşırı lazım olur və bunu məsafədən idarə 
etmək çox arzu olunan olur. Bu baxımdan bu məqalə aktualdır və bu sahədə 
tədqiqatları, araşdırmaları aparmaq, davam etdirmək məqsədə uyğundur. 
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ОБ IDRAC НАСТРОЙКЕ НАД СЕРВЕРОМ DELL POWEREDGE R720 
 

Н.А.ГУЛИЕВ, Ф.Н.KАРИМОВ, А.М.МАМЕДОВ  
 

РЕЗЮМЕ 
 

Статья посвящается управлении от расстоянии одной из основных компонентов 
компютерьной сети серверов. В статье исследуется управления от расстоянии серверов 
Dell PowerEdge R720 производства компании Dell. В современном мире почти боль-
шинство организации и управлении компьютеризованы, и они, в основном, управляются 
через компьютерные сети. С этой точки зрения, исследование, в целом, самих компью-
терных сетей, в том числе связанные некоторых вопросов с управлением компьютерных 
сетей является актуальным. Поэтому данная статья является актуальной.  

 
Ключевые слова: компьютерные сети, серверы, Dell PowerEdge R720, iDRAC 

настройка. 
 
 

ABOUT IDRAC SETTING UP OVER SERVER DELL POWEREDGE R720  
 

N.A.GULIYEV, F.N.KARIMOV, A.M.MAMMADOV 
 

SUMMARY 
 

The paper is dedicated to managing from the distance of one of the main components of 
the computer network’s servers. The paper explores the management from the distance of the 
Dell PowerEdge R720 servers manufactured by Dell company. In present-day, almost the 
majority of organizations and managements are computerized and they are mainly managed 
through computer networks. From this point of view, research of computer networks, on the 
whole, including related items with the management of computer networks is actual. Therefore, 
this paper is actual. 

 
Keywords: computer networks, servers, Dell PowerEdge R720, iDRAC Setting. 
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Экспериментально исследованы особенности оптического поглощения, люминес-

ценции и фотопроводимости тонких пленок GaSe и InSe при возбуждении излучениями 
импульсного Nd:YAG лазера со встроенными генераторами 2-й и 3-й гармоник, предна-
значенными для генерации излучения с длиной волны 1064, 532 и 335 нм. Показано, что 
обнаруженные в спектрах поглощения и люминесценции в GaSe и InSe узкие линии с по-
лушириной ~10 А0, обусловлены экситонными переходами на краю фундаментального 
поглощения. Наблюдаемая в GaSe зависимость фотопроводимости от интенсивности 
возбуждения ( σ∆ ~ 2/1I ),  свидетельствует о биполярном характере неравновесной 
фотопроводимости. Исследования кривых релаксации в GaSe и InSe под действием ла-
зерного излучения показывают появление ультракбыстрых каналов рекомбинации фо-
тотоков со временем релаксации ~10-5 сек. 

 
Ключевые слова: GaSe и InSe, лазер, поглощение, люминесценция, фотопрово-

димость.  
 
Слоистые полупроводники селенид галлия (GaSe) и индия (InSe) в по-

следнее время стали предметом интенсивных научных исследований. Наря-
ду с нелинейными явлениями, ранее обнаруженными в этих веществах при 
высоких уровнях оптического возбуждения [1-7] кристаллы GaSe и InSe в 
настоящее время являются весьма перспективными материалами для их ис-
пользования в сверхтонкой и сверхбыстродействующей электронике [9-21].   

Проведенный теоретический анализ показал, что возможно сущест-
вование нанотрубок GaSe радиусом 40–48 A0. Позднее было установлено, 
что нанотрубки GaSe можно получить путем лазерного и термически ин-
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дуцированного отслоения[14]. Известно также о получении нанотрубок 
GaSe путем испарения и эксфолиации органикой или через механизм рос-
та пар-жидкость-твердая фаза в ходе термического испарения GaSe при 
использовании наночастиц золота как катализатора. Что же касается на-
ночастиц (квантовых точек), то для их получения был использован ряд  
методов высокотемпературного химического синтеза. При этом были по-
лучены наночастицы GaSe, имеющие форму диска диаметром 2–6 нм и 
толщиной в четыре моноатомных слоя (Se-Ga-Ga-Se) [18]. 

Сверхтонкие нанослои моноселенида индия имеют уникальные 
свойства, которые качественно выделяют его среди остальных двумерных 
кристаллов. В полученных двумерных образцах моноселенида индия 
подвижность электронов является наивысшей (~7000 см2/В·сек) . Этот 
параметр материала является чрезвычайно важным с точки зрения 
повышения быстродействия приборов, которые могут быть созданы на его 
основе. По мнению ученых, у моноселенида индия есть широкие перс-
пективы дальнейшего практического применения, поскольку его нанослои 
при сочетании с графеном и некоторыми другими функциональными 
двумерными кристаллами имеют все шансы составить конкуренцию 
кремнию (Si), как основного материала современной электроники [22-24]. 

Изучение явлений, протекающих в сверхтонких пленках InSe и GaSe, 
возбуждаемых сверхвысокими световыми потоками, представляет особый 
научный интерес. В частности, сильное и широкополосное поглощение 
света в GaSe и InSe позволяет добиться высокой плотности неравновесных 
носителей заряда, необходимой для наблюдения особенностей неравно-
весных электронных процессов, возникающих в них. Интересным является 
также исследование  влияния тонкой структуры на оптические и фотоэлек-
трические свойства этих материалов. Известно, что люминесцентное излу-
чение возникает в том случае, когда процессы рекомбинации или захвата, 
играющие важную роль в фотопроводимости, являются излучательными. 
Поэтому измерения люминесценции могут дать полезную информацию о 
важных особенностях механизма фотопроводимости. Несомненно, даль-
нейшие измерения фотопроводимости и  люминесценции в монокристал-
лах, проводимые одновременно, сыграют важную роль в выяснении при-
роды этих явлений. Поэтому одновременное исследование люминесценции 
и фотопроводимости позволяет выявить механизм оптического поглоще-
ния в этих материалах под действием лазерного излучения.  

Данная работа посвящена экспериментальному исследованию люми-
несценции и фотопроводимости кристаллов GaSe и InSe под действием 
лазерного излучения. 

 
Методика эксперимента 
Исследованные монокристаллы GaSe и InSe были выращены мето-

дом Бриджмена – Стокбаргера. Весь процесс выращивания проводился в 
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автоматическом режиме, что позволяло получать совершенные моно-
кристаллы с естественной зеркальной поверхностью.  Образцы толщиной 
10–30 мкм и площадью ~ 1-3 см2 были изготовлены путем скалывания из 
крупных слитков в направлении параллельном оптической оси c . На 
свежесколотую поверхность образца методом термического испарения в 
вакууме был нанесен полупрозрачный слой из In. Согласно холловским 
измерениям, удельное сопротивление, концентрация и подвижность 
носителей тока в направлении, параллельном оптической оси-с составляли 
ρ ≈ 1,2·105 Ом·см, n ≈ 1016см-3, µn=(700-1000) см2В-с-1 для InSe и ρ ≈ 103-105 

Ом⋅см, р ≈ 1⋅1013÷4⋅1014 см-3,  µр=20 см2/В⋅с для GaSe, соответственно.  
В качестве источника излучения использовался импульсный 

Nd:YAG лазер со встроенными генераторами 2-й и 3-й гармоник, предна-
значенный для генерации излучения с длиной волны 1064, 532 и 335 нм. 
Длительность лазерного импульса составляла 12 нс с максимальной мощ-
ностью ~12 МВт/см2. Интенсивность излучения изменялась при помощи 
калиброванных нейтральных световых фильтров. С помощью линзы  ла-
зерный  луч фокусировaлся на поверхность образца с диаметром пятна 
∼3,0 мм (рис.1,а). Особое внимание уделялось тому, чтобы избежать ос-
вещения контактных электродов лазерным светом.   
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Рис.1. (а) Расположение токовых контактов относительно лазерного света, (б) Спектр 

поглощения тонких пленок GaSe (толщина образцов ~30 мкм). 
 
Спектры поглощения GaSe и InSe были измерены с помощью спек-

трофотометра UV-VIS Lambda 25 (Perkin Elmer). При исследовании спек-
тров фотолюминесценции был использован автоматизированный моно-
хроматор с двойной дисперсией М833 (спектральное разрешение ~0,024 
нм на длине волны 600 нм) с компьютерным управлением и детектором, 
регистрирующим излучение в диапазоне длин волн 350 – 2000 нм. Реги-
страция импульсов фототока производилась по методике, позволяющей 
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записывать на экране запоминающих осциллографов (Tektronix TDS-
2012C и Le Grou) одиночные наносекундные импульсы. 

 
Экспериментальные результаты и их обсуждение 
На рисунке 1,б представлен спектр поглощения тонких пленок 

GaSe.  Как видно из рисунка, спектр поглощения состоит из резкого края 
с максимумом ~620 нм. Известно, что край полосы поглощения в GaSe 
характеризуется экситонными переходами (Eg=2,02 эВ). Энергия связи 
экситонов составляет ~20 мэВ. Сравнительно большая энергия связи эк-
ситонов в GaSe позволяет проводить в них оптические и фотоэлектриче-
ские измерения при комнатной температуре. По-нашему мнению, наблю-
дение резкого края в спектре поглощения GaSe свидетельствует о нали-
чии экситонных переходов [25-29].  

На рис. 2 приведен спектр излучения тонких пленок  GaSe, воз-
бужденных второй гармоникой  Nd:YAG лазера (λ=532нм). Спектр излу-
чения состоит из достаточно узкой линии с максимумом nm6151 =λ  и 
сравнительно широкой полосой, охватывающей интервал длины волн 
(615-645) нм. Полуширина линии коротковолнового излучения составляет 

λ∆ ~10 А0.   
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Рис.2. Спектр излучения GaSe, возбуждаемого 2-ой гармоникой 

Nd:YAG –лазера (λ=532 нм). 
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Сопоставление спектров люминесценции со спектром поглощения 
GaSe позволяет утверждать, что наблюдаемое излучение с длиной волны 

nm6151 =λ  обусловлено излучением свободных экситонов. Действитель-
но, в достаточно чистых полупроводниках при возбуждении светом, 
энергия которого близка к ширине запрещенной зоны, возможно возник-
новение экситона – свободного электрона и свободной дырки, связанных 
силой кулоновского притяжения. При рекомбинации таких носителей за-
ряда, т.е. при аннигиляции экситона будет излучаться узкая спектральная 
линия. Можно предположить, что узкая линия излучения, наблюдаемая в 
чистых кристаллах GaSe, обусловлена рекомбинацией свободных элек-
тронов.  Длинноволновое излучение в интервале длины волн (615-645) нм 
по-видимому связано с излучением неглубокими примесными центрами, 
всегда имеющимися в запрещенной зоне GaSe [30, 31].  

Аналогичные исследования были проведены с тонкими пленками 
моноселенида индия. В отличие от излучение GaSe, спектр излучения 
InSе расположен в ближней ИК-области спектра. Максимум излучения 
соответствует  λ=932нм (рис.3). Обращает на себя внимание довольно уз-
кая линия излучения (полуширина λ∆ = 15А0) и отсутствие широкой по-
лосы излучения, наблюдавшейся в тонких пленках GaSe. Линия излу-
чения с максимумом λ=932 нм, по-видимому, связана с экситонными пе-
реходами. Отсутствие в спектре излучения InSе длинноволновой полосы 
излучения свидетельствует о высокой чистоте выращенных нами кри-
сталлов InSe. 

Нами также приведены исследования люкс - амперной характе-
ристики фотопроводимости и кривые релаксации фототока в тонких 
пленках GaSe и InSe. На рис.4 (кривая 2) представлена люкс-амперная ха-
рактеристика фотопроводимости тонких пленок GaSe. Как видно из ри-
сунка, зависимость фотопроводимости σ∆( ) от интенсивности возбужде-
ния )(I  носит квадратичный характер σ∆ ~ 2/1I . Зависимость вида 

σ∆ ~ 2/1I может существовать и при наличии центров прилипания  в кри-
сталле, если концентрация фотоэлектронов, захваченных на уровни, рас-
положенные выше квазиуровня Ферми, больше концентрации фотоэлек-
тронов, захваченных на уровни, расположенные ниже квазиуровня Фер-
ми. Наблюдаемую на опыте зависимость σ∆  от интенсивности I , пока-
затель которой заключен между ½ и 1, можно описать, приняв, что рас-
пределение ловушек по энергиям является экспоненциальным, т.е. таким, 
когда концентрация ловушек, имеющих энергию Е, экспоненциально 
уменьшается при увеличении расстояния от дна зоны проводимости. Так, 
для области интенсивностей света, при которых концентрация свободных 
носителей меньше концентрации захваченных носителей, эта простая мо-
дель приводит к степенной зависимости σ∆  от  I  с показателем степени 
I , лежащим между ½ и 1. При больших интенсивностях света, когда 
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концентрация свободных носителей больше концентрации захваченных 
носителей, будет преобладать бимолекулярная рекомбинация и σ∆ ~ 2/1I .    

 
  

λ, nm  
 

Рис.3. Спектр излучения InSe, возбуждаемого 2-ой гармоникой Nd:YAG –лазера  
(λ=532 нм), 

 
На рис. 4 (кривая 1) представлена зависимость интенсивности лю-

минесценции от интенсивности возбуждения в тонких пленках GaSe. Как 
видно из рисунка, интенсивность излучения линии nm6151 =λ  растет ли-
нейно с интенсивностью лазерного света. Такая зависимость еще раз под-
тверждает  экситонную природу излучения.  
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Рис. 4. Зависимость интенсивности люминесценции от интенсивности возбуждения 
(кривая 1) и люкс-амперные характеристики фотопроводимости (кривая 2)  

в тонких пленках GaSe. 
 
Кривые релаксации тонких пленок GaSe и InSе представлены на 

рисунке 5,а, б.  Как видно из рисунка кривая релаксации тонких пленок 
GaSe состоит из двух участков: быстрого (τ≈1,2·10-5 сек.) и медленного 
(τ≈5·10-3 сек.).  

По – нашему мнению, быстрый участок релаксации фототока в 
GaSe обусловлен экситонной фотопроводимостью. Об этом свидетельст-
вует также обнаруженный нами экситонный пик в спектрах поглощения и 
люминесценции в тонких пленках GaSe. Более медленный участок, по-
видимому, связан неглубокими примесными центрами, расположенными 
вблизи зоны проводимости.  

Об этом также свидетельствует сравнительно широкая полоса из-
лучения с максимумом nm6222 =λ . Следует отметить, что в отличие от 
GaSe, в кривых релаксации фототока в тонких пленках InSе наблюдается 
только быстрый канал рекомбинации. Отсутствие медленного участка ре-
лаксации свидетельствует о высокой чистоте исследованных образцов. 
Что касается природы быстрого компонента, можно предположить, что 
она обусловлена экситонными переходами на краю фундаментального 
поглощения [32-34]. 
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(а)                                                 (б) 
 

Рис. 5. Кривые релаксации фотока в тонких пленках GaSe (а) и InSе (б). 
   
Заключение 
В заключении отметим, что методом Бриджмена-Стокбаргера бы-

ли выращены сверхчистые монокристаллы GaSe и InSe, исследовались 
спектры поглощения и люминесценции, люкс-амперные характеристики  
фотопроводимости и кривые релаксации фототока. Под действием лазер-
ного излучения в GaSe и InSe при комнатной температуре обнаружены 
сверхтонкие линии излучения с полуширинами ~10-15 0A  и ультракорот-
кие фототоки со временем релаксации ~ 5-6 нс. Полученные нами резуль-
таты позволяют утверждать, что на основе сверхчистых монокристаллов 
GaSe и InSe могут быть созданы когерентные источники света в видимой 
(~600 нм) и ближней ИК-области (~900 нм) спектра. Сверхбыстрые фото-
токи, обнаруженные в InSe позволяют утверждать, что на их основе мож-
но создать детекторы лазерного излучения, работающие при комнатной 
температуре.  
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GaSe VƏ InSe NAZİK TƏBƏQƏLƏRİNİN OPTİK UDMA, LÜMİNESSENSİYA VƏ 
FOTOKEÇİRİCİLİYİNİN XÜSUSİYYƏTLƏRİ 

 
A.H.KAZIMZADƏ, V.M.SALMANOV, Ə.H.HÜSEYNOV, R.M.MƏMMƏDOV, 

A.Ə.SALMANOVA,  F.M.ƏHMƏDOVA, L.H.HƏSƏNOVA, Ə.Z.MƏHƏMMƏDOV 
 

XÜLASƏ 
 

GaSe və InSe nazik təbəqələrinin optik udma, lüminessensiya və fotokeçiriciliyinin 
xüsusiyyətləri lazer şüalarının təsiri ilə təcrübi olaraq tədqiq edilmişdir. Şüa mənbəyi olaraq 
YAG:Nd lazerinin 2-ci və 3-cü harmonicalarından istifadə olunmuşdur (1064, 532 və 335 nm). 
Göstərilmişdir ki, optik udma və lüminessensiya spektrlərində  müşahidə olunan ensiz, 
yarımeni 010~ A  tərtibində olan xətlər eksiton keçidləri ilə əlaqədardır. Fotokeçiriciliyin la-
zer şüalarının intensivliyindən asılılığı 2/1~ Iσ∆  qanunu ilə dəyişir. Bu da qeyri-tarazlıqda 
olan yükdaşıyıcıların fotokeçiriciliyinin bipolyar xarakter daşıdığını göstərir. GaSe və InSe 
nazik təbəqələrinin relaksasiya əyrilərində müşahidə olunan ossilloqramlar ultrafotocərə-
yanların ( )san810~τ  mövcud olduğunu göstərir. 

 
Açar sözlər: GaSe və InSe, lazer, optik udulma, lüminessensiya, fotokeçiricilik 
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FEATURES OF LUMINESCENCE AND PHOTOCONDUCTIVITY  
OF GaSe AND InSe UNDER LASER EXCITATION 

 
A.G.KYAZIM-ZADE, V.M.SALMANOV, A.G.HUSEYNOV, R.M.MAMMADOV, 
A.A.SALMANOVA, F.M.AHMADOVA, L.H.HASANOVA, A.Z.MAHAMMADOV 

 
SUMMARY 

 
The features of optical absorption, luminescence, and photoconductivity of thin GaSe 

and InSe films under laser excitation have been investigated experimentally. The radiation 
source was a pulsed Nd: YAG laser with built-in 2nd and 3rd harmonic generators, designed to 
generate radiation with a wavelength of 1064, 532 and 335 nm. It is shown that narrow lines 
with halfwidth ~ 10 A0, found in the absorption and luminescence spectra in GaSe and InSe, 
are due to exciton transitions at the edge of fundamental absorption. The photoconductivity 
dependence observed in GaSe on the excitation intensity (~) indicates the bipolar nature of 
nonequilibrium photoconductivity. The investigation of the relaxation curves in GaSe and InSe 
under the action of laser radiation show the appearance of ultrashort photocurrents with a re-
laxation time of ~ 10-8 sec. 

 
Key words: GaSe and InSe, laser, optical absorption, luminescence, photoconductive 
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ВЛИЯНИЕ НАНОРАЗМЕРНЫХ ПОРОШКОВ ОКСИДА ЦИНКА 
НА ТЕРМИЧЕСКИЕ И ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА  

БУТАДИЕН-НИТРИЛЬНОГО КАУЧУКА 
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Показана, что при радиационно-химическое сшивание БНК с ДСХБ активирует-
ся в значительной степени наноразмерного оксида цинка, которая выполняется роль 
акцептора хлористого водорода, выделяющегося при взаимодействии каучука и сши-
вающего агента ДСХБ, с образованием прочных поперечных связей. Образующийся хло-
рид цинка, способен активировать выхода поперечных связей в макромолекуле БНК и 
принимать участие в создании координационных поперечных связей. Такой набор связей 
обеспечивает получение нанокомпозитов с высокими механическими, термическими и 
диэлектрическими свойствами. Выявлены особенности электропроводящих свойств 
нанокомпозитов на основе БНК. Установлено, что изменение величины диэлектриче-
ских проницаемости (ε) и тангенс угла диэлектрических потерь (tgδ) материала зави-
сит от химических превращений структуры полимера. 

 
Ключевые слова: бутадиен-нитрильный каучук, эластомер, сшивание, наноком-

позит, дисульфохлорид бензол, радиация 
 

Известно, что [1] частицы оксиды металлов с размерами менее 100 
нм (наночастицы) придают материалам новые свойства. Имеющиеся в 
литературе сведения о механизме нанопорошков оксидов, в системах до-
вольно противоречивы. Особенно отчетливо это проявляется при сшива-
нии непредельных эластомеров акриловыми соединениями, где роль ок-
сида сводится, главным образом, образованию в пространстве эластоме-
рах дополнительных связей, адсорбционного характера, способствующих 
повышению механических свойств. По всей вероятности, роль нанопо-
рошков в данной системе еще более разнообразна. Во-первых, он может 
вызвать активации двойных связей как в каучуке, так и сшивающего 
агента, во вторых, как и в вышеописанных системах, возможно его уча-
стие в образовании связей адсорбционного характера, кроме того, нано-
оксиды металлов могут взаимодействовать с хлористым водородом, вы-
деляющийся при сшивании непредельных каучуков ДСХБ [2]. Образую-
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щиеся при этом хлориды металлов, являются катализаторами процесса 
сшивания. Это, в частности, относится к сшивании общего назначения 
хлорсодержащими ароматическими соединениями. 

Однако, в случае БНК, рол нанопорошков оксиды металлов, по всей 
вероятности, значительно сложнее, поскольку некоторые из образующих-
ся хлоридов могут реагировать с нитрильной группой полимера. 

В настоящее время наиболее актуально, является проблема получе-
ние дешевых и качественных эластомерных материалов. Применение на-
нопорошков оксид металлов, позволяет сократить расход каучука и на-
правленно влиять на свойства получаемых материалов. Одним из глав-
ным распространенным нанопорошком в технологии эластомеров являет-
ся оксиды метал цинка.[3] 

Активирующее свойство оксидов металлов зависит от размера, фор-
мы и химии поверхности его первичных агрегатов. На сегодняшний день 
применение новых типов наноразмерных порошков, направленных на 
улучшение технологических свойств эластомерных смесей и обеспечение 
необходимого комплекса свойств эластомерных материалов, является ак-
туальной задачей. 

В связи с этим возникла необходимость изучить действие нанораз-
мерного порошка оксида металлов, при сшивании бутадиен-нитрильного 
каучука (БНК) с дисульфохлорид бензолом (ДСХБ). 

 
                            ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

В качестве каучука использован бутадиен-нитрильный каучук с вы-
соким содержанием акрилонитрила (БНК-40), которое получается при 
совместной коагуляции бутадиен-нитрильного латекса в соотношении 
60:40. По результату исследований методом Фурье спектроскопии в бута-
диеновой части полимера, при 303К полимеризации изомерных состав 
двойных связей в исследованном полимере составлял 1,2-изомер 14,3%, 
1,4-изомер 14,8 и транc-1,4-изомеров 70,9%. 

С целью выяснения роли нанопорошков  при сшивании БНК дисуль-
фохлорид бензолам были взяты оксиды, характеризующиеся реакционно 
способностью по отношению к хлористому водороду ZnO. Выбор окси-
дов для работы проводили в зависимости от величины размер частиц и 
удельной поверхностью (ZnO 20-25 нм, УП 250 м2/г). Для определения 
концентрации наночастиц оксида цинка нами введена формула 

С=0, 1еn, 
где, С – содержание оксидов цинка в смеси, мас. ч., n=0,1,2,3,4,5; e=4,2 
(ZnO);  

Для изучения влияния нанопорошков ZnO на свойства смесей из БНК 
изготавливали на лабораторных вальцах с фракцией f=1:2. Сначала вво-
дили каучук (100 мас. ч.), далее вводят нанопорошок 5,0 мас. ч. ZnO, за-
тем в конце вводят 3,0 мас. ч. ДСХБ. Смещение каучуков с наночастица-
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ми осуществляется на лабораторных вальцах в расплаве полимеров при 
393±5К, время смешения составляла 10 мин. Объекты исследования гото-
вятся прессованием под вулканизационным прессом при 423° К и вы-
держке с давлением 100 атм. в течение 10 мин. 
 

                        Таблица 1 
Состав исследуемых систем 

Полимерная 
   система 

Cодержание, масс.ч. на     
100 мас.ч каучука 
1 2 

БНК 100 100 
ZnO 5,0 5,0 

ДСХБ - 3,0 
 

Исследования проводили на пленках и пластинках (60х60мм), полу-
ченных прессованием смесей при температуре 423К, с последующим ох-
лаждением. 

Для облучения полученных образцов 1г композит помещали в ам-
пулы из стекла и вакуумировалась в течение часа, до остаточного давле-
ния 1,3х10-1 Па. Радиолиз отпаянных ампул с образцами проводили γ-
лучами (Со60), при мощности 4,9 Гр/с, в комнатной температуре. Погло-
щенную дозу в исследуемых образцах расчитовали путем сравнения элек-
тронных плотностей исследуемых и дозиметрических систем [4]. 

Измерения электрофизических свойств (ε', tgδ) нанокомпозитов 
проводили с помощью моста Р5083, в диапазоне частоты 102-105 Гц ко-
торый был связан с измерительной ячейкой прижимными электродами [5, 
6]. Образцы для исследований готовили в виде пленок толщиной 140-160 
мкм и диаметром 25 мм методом прессования в режиме при Т>Тс и Р=107 
Па с последующим охлаждением под давлением до комнатной темпера-
туры со скоростью 276 град/мин. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 
Влияние наноразмерных порошков на термические свойства БНК, в 

целом, изучено еще недостаточно. Одной из причин этого является слож-
ное производство порошков металлов.  

Для эластомерных смесей на основе БНК используемых в агрессив-
ных средах, основными параметрами является устойчивость действию 
температуру и углеводородных сред (топлив и масел) в интервале темпе-
ратур -40…+423К. 

В этой связи особый интерес представляют изучение термические 
характеристики нанокомпозитов. Термические характеристики смесей 
определяли на дериватографе TGA/DSC с ИК-спектром при скорости на-
гревании 15 град/мин. 
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Анализ дериватографии нанокомпозитов (система 2) показывает, что 
в образце снижается начало потери массы. Однако скорости реакции раз-
ложения нанокомпозита невелика и время, за которое образец из смеси 
каучуков теряет 10% начальной массы почти не отличается от показате-
лей для образцов из чистого БНК. Выделение дополнительного тепла при 
нагревании образца позволяет предположить возможность реакции ос-
новной цепи БНК по остаточным двойным связям. 

 
Таблица 2 

Данные термогравиметрического анализа смесей 
 присутствии нанопорошков оксида цинка 

Содержание нано-
порошков оксида 
цинка в каучуке, 

мас. ч. 

Температура на-
чала потери мас-

сы, К 

Температура по-
тери 10% массы, 

К 

Температура мак-
симальной скоро-

сти 
распада, К 

0 661 699 721 
1,5 561 623 683 
2,5 564 624 685 
4,0 561 603 688 

 
Согласно существующим представлениям [7], необходимым услови-

ем усиления нанокомпозитов является образование структурной сетки 
(цепочных структур) технического углерода (ТУ), на которой адсорбиру-
ются и ориентирующихся молекулярные цепи каучука, и формируется 
пространственная сетка в нанокомпозитах. 

Электрические свойства нанокомпозитов зависят в конечном итоге 
как от наноразмерных частиц обеих структурных сеток, так и от взаимо-
действия этих сеток, т.е. от количества связей: каучук-ДСХБ-ZnO-П324 
(ТУ). 

Эластомерные материалы, полученные методом термической и ра-
диационной сшивании, являются типичными диэлектриками. Их поведе-
ние в электрическом поле определяется такими характеристиками, как 
удельное электрическая прочность, диэлектрическая проницаемость и ди-
электрическая потери. 

Изучение электрических свойств нанополимерных образцов, необхо-
димо для оценки их эксплуатационных свойств. Кроме того, это позволя-
ет установить влияние химической структуры и высокой температуры  
нанокомпозитов на эти свойства. 

В результате исследования образцов получены типичные частотные 
зависимости диэлектрической проницаемости (рис.1) из которых следует, 
что изменяется величина диэлектрической проницаемости наполненных 
нанокомпозитов в области низких частот, очевидно связанно переме-
щение на поверхности образцов, которая приводит к сшиванию цепей 
сетки. Это позволяет предположить, что наблюдаемые явления можно 
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объяснить характером взаимодействия, как между частицами наполните-
ля, так и между наполнителями и полимерной матрицей. 

 
Рис. 1. Частотные зависимости изменений диэлектрической 
 проницаемости наполненных нанокомпозитов   (БНК+ДСХБ+ZnO+П324) 

           1-Образец полученным действием тепла (423К х 40') 
  2-Образец полученным действием облучения (Д=500 кГр) 

 
Температурная зависимость диэлектрических потерь (tgδ) увеличи-

вается с ростом температуры. В дальнейшем увеличение температуры не 
оказывает существенное влияния на вид температурной зависимости tgδ. 
(рис.2) 

 
Рис. 2. Температурная зависимость диэлектрических потерь наполненных термических 

и облученных образцов  (БНК+ДСХБ+ZnO+П324) 
              1-Образец полученным действием тепла (423К х 40') 
              2- Образец полученным действием облучения (Д=500 кГр) 
 

1 

2 
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Анализ температуры зависимостей проводимости напряженных в 
разной степени токопроводящих нанокомпозитов, приводит к выводу о 
существенном значении при определении свойств нанокомпозитов не 
только имеет размер частиц ZnO, как между частицами ZnO, так и между 
наполнителем и полимерной матрицей. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Использование активирующие действия наноразмерных оксиды ме-
таллов один из перспективных путей влияния на радиационно-
химической процессы формирования наноразмерных оксидов металлов и 
управление физико-химических и механических свойствами содержащих 
полимерных наноразмерных композитов. 

Полученные данные свидетельствует о том, что при совместном 
применение нанопорошка ZnO с техническим углеродом в составе поли-
мера механических свойств нанокомпозитов растет. Причиной повышен-
ной прочности может являться как большая густота полимерной сетки, и 
наличие поперечных связей адсорбционного характера. 

Данные влияния γ-облучении на характер радиационно-химического 
выхода сшивании в нанокомпозитах не велик по сравнению с термиче-
ской сшивании. 

Проведенные исследования позволяют утверждать, что изменение 
величины диэлектрической проницаемости (ε) и диэлектрической потерь 
(tgδ)  зависит от плотности сетки нанокомпозитов удельной поверхности 
технического углерода, ZnO  и дозы облучения. 
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BUTADİEN NİTRİL KAUÇUKUNUN TERMİKİ VƏ DİELEKTRİK XASSƏLƏRİNƏ 

NANOÖLÇÜLÜ TOZLARIN TƏSİRİ 
 

R.F.XANKİŞİYEVA, Ş.M.MƏMMƏDOV, M.Ə.RAMAZANOV, H.N.AXUNDZADƏ 
 

XÜLASƏ 
 

Nanoölçülü metal oksidlərinin (ZnO) və tikici agent olan DSXB-dən istifadə etməklə 
BNK əsasında, radiasion-kimyəvi üsulla nanokompozitlər alınmışdır. Müəyyən olunmuşdur ki, 
tikilmə prosesi nanoölçülü sink oksid hissəciklərinin təsirindən aktivləşir. Belə ki, polimer və 
tikici agentin qarşılıqlı təsiri nəticəsində ayrılan hidrogen xlorid üçün nanoölçülü sink oksid 
hissəcikləri akseptor rolu oynayır. Əmələ gəlmiş sink xlorid BNK makromolekulunda cərgəli 
əlaqələrin çıxımını artırır və koordinasion cərgəli əlaqələrin əmələ gəlməsində iştirak edir. Bu 
əlaqələrin olması yüksək mexaniki, termiki və dielektrik xassələrə malik nanokombozitlərin 
alınmasına imkan verir. BNK əsaslı nanokompozitlərin elektrik keçiricilik xassələri tədqiq 
olunmuşdur. Müəyyən olunmuşdur ki, materialın dielektrik keçiriciliyinin (ε) və dielekrik 
itkisinin (tgδ) qiymətlərinin dəyişməsi polimer strukturunda gedən kimyəvi çevrilmələrdən 
asılıdır.   

 
Açar sözlər: butadien-nitril kauçuku, elastomer, tikilmə, nanokompozit, disulfoxlorid 

benzol, radiasiya  
 

THE INFLUENCE OF NANOSIZED POWDERS ON THE THERMAL AND 
DIELECTRIC PROPERTIES OF BUTADIENE NITRILE RUBBER 

 
R.F.KHANKISHIYEVA, Sh.M.MAMMADOV,  
M.A.RAMAZANOV, H.N.AKHUNDZADEH 

 
SUMMARY 

 
The nanocomposites based on NBR were obtained by the method of radiation-chemical 

crosslinking with the presence of nanoscale zinc oxide powder (ZnO) and using the crosslink-
ing agent DSChB. It was determined that nanoparticled zinc oxide activates the crosslinking 
process. That is, the hydrogen which is output from the result of the interaction between poly-
mer and crosslinking agent, plays the role of an acceptor. The received zinc chloride increased 
the yield of cross bonds and takes part in the process of getting the coordination cross bonds. 
This bonds allow to get the material with high mechanical, thermal and dielectrical properties. 
Especially, electrical conductivity properties of nanocomposites based on NBR are researched. 
It was determined that the changing of dielectric permittivity (ε) and dielectric losses (tgδ) of 
the material depends on the chemical reactions in the polymer structure. 

 
Key words:  butadiene nitrile rubber, elastomer, crosslinking, nanocomposite, disulpho-

chlorid benzene, radiation 
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В данной работе изучено влияние полиэтиленгликоля (ПЭГ-6000) на сумму чисел 
гидратации для ионов K+ и Br- в водных растворах KBr. Получено, что введения поли-
мера в раствор уменьшает чисел гидратации ионов, что по видимому связано конкури-
рующей, с ионами, роли атома кислорода ПЭГ во взаимодействии с молекулами воды 

 
Ключевые слова: гидратация, число гидратации, раствор, калия бромид, поли-

этиленгликоль 
  
Как известно, все свойства вещества, в том числе растворов связаны 

с их энергетическим состоянием и структурой. Поэтому изучения взаи-
модействия между всеми компонентами раствора, приводящими к фор-
мированию определенной структуры, имеет большое значение. Одним из 
важных процессов происходящих в растворе при введении вещества в 
растворитель, является процесс сольватации (гидратации, если раствори-
телем является вода). 

Гидратация является процессом присоединения молекул воды к 
введенными в неё ионам, атомам, молекулам. Процесс гидратации в об-
щем случае характеризует практически все структурные и энергетические 
изменения, происходящих в растворе. Степень гидратации характери-
зуется числом гидратации (h) и толщиной гидратной оболочки частиц 
растворенного вещества. 

Существуют множество методов определения числа гидратации осно-
ванных на различных свойствах раствора. Полученные значения числа гид-
ратации определенными различными методами, как правило не совпадают. 

Был предложен очень простой и удобный с экспериментальной точки 
зрения метод определения числа гидратации основанным на определении 
концентрационной зависимости показателя преломления раствора [1,2]. 

Была получена аналитическая формула связывающая концентра-
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ционную зависимость показателя преломления с числом гидратации ио-
нов [1,2].  
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Рис.1. Зависимость показателя преломления от концентрации водного раствора KBr 

 
Зависимость показателя преломления от концентрации соли для 

водного раствора KBr представлена на рис.1. Как следует из рисунка, эта 
зависимость носит прямолинейный характер. По углу наклона этой зави-
симости была вычислена сумма чисел гидратации ионов K+ и Br- с ис-
пользованием формулы приведенной в работах [1,2], оказалась равном 
hK

++hBr
-=24,2.  

 
Таблица1 

h1+h2 Растворы 
24,2 KBr+H2O 
16,7 KBr+ПЭГ(0,3мол/л)+ H2O 
12,6 KBr+ПЭГ(0,5мол/л)+ H2O 

 
Далее изучено влияние полиэтиленгликоля (ПЭГ-6000) на сумму 

чисел гидратации для ионов K+ и Br-. 
Полученные результаты приведены в таблице 1. Как видно из таб-

лицы, введения полимера в раствор уменьшает число гидратации ионов, 
что по видимому связано конкурирующей с ионами роли атома кислорода 
ПЭГ во взаимодействии с молекулами воды. 
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MƏHLULLARDA HİDRATLAŞMA PROSESİ 
 

E.Ə.MƏSİMOV, H.F.ABBASOV, G.M.ŞAHBAZOVA  
 

XÜLASƏ 
 

Təqdim olunan işdə KBr duzunun sulu məhlulunda K+ və Br- ionlarının hidratasiya 
ədədinə polietilenqlikolun (PEQ-6000) təsirinə baxılmışdır. Alınan nəticələr göstərir ki, poli-
meri məhlula daxil etdikdə hidratasiya ədədi azalır. Bu azalma PEQ-in oksigen atomu ilə su 
molekullarının əlaqəsi hesabına ola bilər. 

 
Açar sözlər: hidratasiya, hidratasiya ədədi, məhlul, kalium brom, polietilenqlikol 

 
 

THE PROCESS OF HYDRATION IN SOLUTIONS 
 

E.A.MASIMOV, H.F.ABBASOV, G.M.SHAHBAZOVA  
 

SUMMARY 
 

In this paper we studied the effects of polyethylene glycol (PEG-6000) on the sum of 
the hydration numbers for the ions K + and Br-. It is found that the introduction of polymer in 
the solution decreases the number of hydration of ions, which is apparently associated with the 
role of the oxygen atom of PEG in interaction with water molecules. 

 
Key words: hydration, hydration number, solution, potassium bromide, polyethylene 

glycol 
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ПОЛЕВАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ЭФФЕКТА  

НЕРНСТА-ЭТТИНГСГАУЗЕНА ПРИ РАССЕЯНИИ НОСИТЕЛЕЙ 
ТОКА НА СИЛЬНО ЭКРАНИРОВАННЫХ ИОНАХ ПРИМЕСИ 

 
*С.Р.ФИГАРОВА, **Г.И.ГУСЕЙНОВ, *Р.К.МУСТАФАЕВА 

*Бакинский Государственный Университет 
**Азербайджанский Архитектурный и Строительный Университет 

huseynov.h.i@mail.ru 
 

В работе изучается поперечный эффект Нернста-Эттингсгаузена в сверхре-
шетках в продольном  магнитном поле при рассеянии на сильно экранированных ионах 
примеси. Рассмотрен квазидвумерный и квазитрехмерный вырожденный электронный 
газ с косинусоидальным законом дисперсии.  Показано, что при рассеянии на сильно 
экранированных ионах примеси коэффициент НЭ отрицателен и зависит от радиуса 
экранирования.  

 

Ключевые слова: cверхрешетка, косинусоидальный закон дисперсии, сильное 
экранирование, эффект Нернста-Эттингсгаузена. 

 
Основными объектами исследования физики твердого тела в последнее 

пятидесятилетие являются низкоразмерные структуры, такие как сверх-
решетки: естественные - типа NbTeTaSeGaSeInSe ,,,  и  искусственно соз-
данные – типа GaAs/AlGaAs, тонкие пленки а также гетереструктуры, кото-
рые можно считать базой для наноэлектроники. В этих структурах элек-
тронный газ является квазидвумерным или квазитрехмерным в зависимости 
от степени заполнении минизоны, т.е. от топологии поверхности Ферми. 

В квазидвумерных системах термомагнитные явления , в том числе  
эффект Нернста-Эттингсгаузена (НЭ) характерны тем, что они более чув-
ствительны к механизмам рассеяния, температуре, направлению магнит-
ного поля, а также к виду энергетическому спектру. Поэтому, изучая эти 
явления, можно получить ценную информацию о механизме рассеяния в 
низкоразмерных структурах, которое в  большей степени связано со зна-
ком коэффициента НЭ, а также о  поверхности Ферми. Изучению термо-
магнитных явлений, в том числе эффекта НЭ, посвящен ряд работ [1-5]. В 
этих работах рассматривается квазидвумерная и квазитрехмерная элек-
тронная система с линейным и синусоидальным законом дисперсии. 

Известно, что при низких температурах, ниже 40 К, в основном, 
имеет место рассеяние на ионов примеси. Примесные атомы создают 
дискретные энергетические уровни, расположенные в запрещенной зоне 
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вблизи краев разрешенных зон. Поэтому они легко ионизируются,  и при 
низких температурах основным механизмом рассеяния является рассеяние 
на ионах примеси. Отметим, что для того, чтобы получить конечное вре-
мя релаксации  при рассеянии на ионах примеси необходимо ограничить 
радиус действии кулоновского потенциала [6]. В связи с  ограничением 
радиуса действия кулоновского потенциала решение задачи о рассеянии 
носителей заряда на ионах примеси делится на два предельных случая: 
слабое экранирование 10 >>kr  и сильное экранирование 10 <<kr  (близко-
действующий потенциал примеси), где k - волновой вектор электронов 
проводимости, 0r -радиус экранирование. Среди работ, посвященных термо-
магнитным эффектам [ ]8,7  в низко-размерных системах при рассеянии на 
ионах примеси, в основном, рассматривается слабое экранирование. При 
сильном экранировании ион примеси ведет себя как точечный дефект, т.е. 
рассматривается рассеяние на короткодействующем потенциале.  

Настоящая работа посвящена  изучению поперечного эффекта НЭ в 
квазидвумерных системах при рассеянии на сильно экранированных ио-
нах примеси, при этом учтена анизотропия  энергетического спектра. По-
лучено общее выражение коэффициента НЭ в продольном магнитном 
поле для вырожденного электронного газа. Рассмотрены предельные по 
магнитному полю случаи: сильное и слабое магнитное поле. Так как ди-
намика электронов сильно зависит от топологии поверхности Ферми, по-
этому интересно изучить случаи  квазидвумерного (открытая поверхность 
Ферми - гофрированный цилиндр) и квазитрехмерного (закрытая поверх-
ность Ферми - эллипсоид). Получены зависимости коэффициента НЭ от 
параметров сверхрешетки, температуры и  магнитного поля, а также от 
степени заполнения минизоны. Показано, что коэффициента НЭ в про-
дольном  магнитном поле при рассеянии на  короткодействующем потен-
циале отрицателен. Установлено, что коэффициент НЭ в слабом магнит-
ном поле не зависит от величины магнитного поля, прямо пропорциона-
лен отношению 00 εTk (где 0ε - полуширина минизоны) и отношению 
радиуса экранирования к постоянной сверхрешетки 02ra , а также под-
вижности носителей заряда в плоскости слоя. Коэффициент НЭ в силь-
ных магнитных полях зависит от магнитного поля и обратно пропорцио-
нален подвижности электронов проводимости перпендикулярно плоскости 
слоя и отношению постоянной сверхрешетки к радиусу экранирования.  

Общее выражение гальвано- и термомагнитных тензоров в 
продольном плоскости слоя магнитном поле.  

Закон дисперсии носителей тока в сверхрешетках можно предста-
вить в виде:  
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здесь ⊥k  и  zk  - поперечная и продольная компоненты  волнового вектора  
соответственно, 

222
yx kkk +=⊥ , oε -полуширина минизоны, а - постоянная 

сверхрешетки,  ⊥== mmm yx  -эффективная  масса электронов  проводи-
мости в плоскости слоев,  - постоянная Планка.  

При рассеянии на ионах примеси с изменением радиуса экраниро-
вания характер рассеяния сильно меняется. При слабом экранировании 
компоненты тензора обратного времени релаксации по-разному зависят 
от компонент волнового вектора [ ]9 . Особенность рассеяния при сильном 
экранировании заключается в том, что в этом случае время релаксации 
изотропно и определяется плотностью состояний. При сильном экрани-
ровании 10 <<kr  компоненты времени релаксации имеют вид: 
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χτ ⊥= , χ - диэлектрическая проницаемость крис–

талла, iN - концентрация примеси, 0k - постоянная  Больцмана, е - заряд 
электрона. Формула (2) получена в борновском  приближении Brr <<0  
(где −= 22 merB χ эффективный боровский радиус). Как известно, ра-
диус экранирования вырожденного электронного газа в  квазидвумерном 
случае зависит от степени заполнения зоны zF akZ =)(ε  и концентрации 
электронного газа n , здесь −Fε граничная энергия Ферми. Радиус экра-
нирования 0r ,  в общем случае определяется формулой: 
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здесь 0f - функция распределения Ферми-Дирака, g - плотность состоя-
ния, которая для квазидвумерного электронного газа имеет вид : 

)()( 22 ε
π

ε Z
a

mg


⊥=   ,                                         (4) 

где πε =)(Z  при 02εε >  и ( )0/1arccos)( εεε −=Z  при 02εε < . Для 
вырожденного электронного газа 0)( ZZ F =ε , где 
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 Подставляя выражение (4) в формулу (3) для радиуса экранирования 
вырожденного электронного газа в квазидвумерном случае имеем: 
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Мы предполагаем, что концентрация электронов равна концен–
трации примеси из-за электронейтральности системы )( iNn = . 

Для определения коэффициента НЭ, который выражается через 
компоненты гальвано- и термомагнитных тензоров, необходимо исходить 
из обобщенного закона Ома: 

kikkiki TEj ∇−= βσ ,                                                     (6) 

kikkikik TEw ∇−= κγ , 
где ikσ  -тензор электропроводности, ikβ - термомагнитный тензор и ikκ -
тензор теплопроводности, ikik Tβγ = . 

Из (6) следует, что для нахождения явного вида гальвано- и тер-
момагнитных тензоров нужно вычислить плотность тока ij  и потока 
энергии iw , используя формулы: 
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где V - объем кристалла, )(kυ - скорость электрона, ),,( tf rk - неравновесная 
функция распределения, которая определяется из решения кинетического 
уравнения Больцмана. Решая кинетическое уравнение в τ -приближение (ква-
зиклассический случай τε >>0 ) для анизотропного энергетического спектра 

(1) и времени релаксации (2) находим функцию распределении ( )trkf ,, 


 [10], 
при помощи которой для плотности тока ij и потока энергии iw , переходя от 
суммирования к интегрированию, имеем:  
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где iP -импульс обобщенной силы, 0Z - степень заполнение минизоны, 
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которая определяет размерность электронной системы. Переходя в (8) к 
цилиндрической системе координат и учитывая (6), для компонент галь-
вано- ikσ  и термомагнитного ikβ  тензоров вырожденного электронного 
газа с косинусоидальным законом дисперсии получим: 
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Коэффициент НЭ в продольном магнитном поле. 
В данной работе рассматривается следующая геометрия: магнит-

ное поле yBB =  и градиент температуры Tx∇  расположены в плоскости 
слоя. Коэффициента НЭ - TBEQ xyz ∇−=  определяется из условия 

0== zx jj , 0=∇ Tz  и для данной геометрии задачи имеет вид: 

115 



xzzxzzxx

xxzxzxxx

x

z

BTB
EQ

σσσσ
βσβσ

+
−⋅=

∇
−= 1                               (10) 

При рассеянии на сильно экранированных ионах примеси время релаксации не 
зависит от энергии, поэтому 0== zxzz ββ , и из (10) для Q  получим: 
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Теперь подставляя выражения гальвано- и термомагнитных тезоров (9) 
в формуле (11) в случае вырожденного электронного газа в произвольном па-
раллельном плоскости слоя магнитном поле для 0QQ получим: 
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где ⊥= uekQ )3)(( 2
00 π  и приведены следующие обозначения: 

( ) 0coscos ZZZX −= , ( ) ( ) ( ) ZZraZY cos21 22
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2
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−Ω+= τ , ⊥⊥ = meu 0τ под-
вижность носителей тока в плоскости слоя.

 

 
На основе формулы (12) была построена зависимость коэффициен-

та НЭ от магнитного поля при различных степенях заполнения минизоны 
( 2/π=Z  - квазитрехмерный электронный газ, π=Z  - квазидвумерный 
электронный газ, рис.1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Зависимость коэффициента НЭ Q/Q0  от магнитного поля: 
a- квазидвумерный электронный газ; b- квазитрехмерный электронный газ. 
 
Из рисунка 1 видно, что в случае квазитрехмерного электронного 

газа коэффициент НЭ монотонно зависит от магнитного поля и с увели-
чением поля стремиться к нулю, в то время как в квазидвумерном случае 
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эта зависимость немонотонная – коэффифиент НЭ сначала увеличивается 
по величине, а затем при некотором значении магнитного поля начинает 
уменьшаться, что связано с изменением длины свободного пробега в 
сильном магнитном поле, а также с тем, что в квазидвумерном случае 
радиус экранирования не зависит от концентрации и значение коэффици-
ента НЭ определяется соотношением между постоянной сверхрешетки и 
радиусом циклотронной орбиты, при совпадении этих значений наблюда-
ется немонотонное поведение коэффициента НЭ. Зависимость коэффици-
ента НЭ от радиуса экранирования приведена на рисунках 2 и 3.Из ри-
сунков следует, что в квазитрехмерном случае по мере заполнения мини-
зоны радиус экранирования уменьшается, при этом увеличивается рас-
сеяние на большие углы и коэффициент НЭ немонотонно зависит от от-
ношения 0/ ra  (рис.2).  
 

Рис.2. Зависимость коэффициента НЭ 
Q/Q0  от  a/r0 для квазитрехмерного элек-
тронного газа. 
 

Рис.3. Зависимость коэффициента НЭ Q/Q0  
от  a/r0 для квазидвухмерного электронного 
газа. 

В квазидвумерном случае радиус экранирования не зависит от сте-
пени заполнения минизоны и зависимость Q  от 0/ ra  монотонная 
(рис3).Из рис. 2 видно, что минимум в зависимости Q  от радиуса экрани-
рования  имеет место при 0/ ra 1≈ /2. 

Так как при произвольном значении магнитного поля и размернос-
ти электронного газа получить аналитическое выражение коэффициента 
НЭ невозможно, поэтому отдельно рассмотрим предельные по магнитно-
му полю случаи: слабое поле 10 <<Ωτ  и сильное поле 10 >>Ωτ , также 
необходимо  учитывать размерность электронного газа. 

А. Коэффициент НЭ в слабом магнитном поле 10 <<Ωτ . 
Разлагая выражении (12) по параметру 10 <<Ωτ  для коэффициента 
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Из формулы (13) видно, что коэффициент НЭ в слабых магнитных 
полях не зависит от магнитного поля и прямо пропорционален отноше-
нию 00 εTk . Из формулы (13) также следует, что коэффициент НЭ силь-
но зависит от степени заполнения минизоны 0Z . 

В. Коэффициент НЭ в сильном магнитном поле 10 >>Ωτ . 
Учитывая условии сильного магнитного поля 10 >>Ωτ  в формуле 

(12) для 0QQ получим 
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здесь 00 IIII meu τ=  подвижность носителей тока перпендикулярно плос-
кости слоя. В случае сильного магнитного поля коэффициент НЭ отрица-
телен и обратно пропорционален IIu , 2B  и 02ra . После преобразования 
формула (14) принимает вид  

( ) ( )
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Из формулы (15) и рисунков 1-3 следует, что зависимость коэффи-
циента НЭ в сильном магнитном поле имеет сингулярность. 

Заключение  
Исследуется поперечный эффект Нернста-Эттингсгаузена в сверх-

решетках в продольном магнитном поле при рассеянии на сильно экрани-
рованных ионах примеси. Рассмотрен квазидвумерный и квазитрехмер-
ный вырожденный электронный газ с косинусоидальным законом дис-
персии в классически слабых и сильных магнитных полях. 

Вычислено общее выражение коэффициента НЭ при рассеянии на 
сильно экранированных  ионах примеси в слабых и сильных магнитных 
полях. Показано, что коэффициента НЭ в продольном   магнитном поле 
при рассеянии на сильно экранированных ионах примеси определяется 
значением магнитного поля, отношением 00 εTk , отношением радиуса 
экранирования к постоянной сверхрешетки 02ra , степенью заполнения 
минизоны 0Z  и имеет отрицательный знак. Установлено, что коэффици–
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ент НЭ в слабых магнитных полях не зависит от магнитного поля, опре–
деляется отношением радиуса экранирования к постоянной сверхрешетки 

02ra , а также подвижности носителей тока в  плоскости слоя ⊥u . Кроме 
этого, коэффициент НЭ сильно зависит от степени заполнения минизоны 

0Z . Определено, что коэффициент НЭ в сильных магнитных полях об–
ратно пропорционален подвижности носителей заряда перпендикулярно 
плоскости слогя IIu  и обладает особенностью  при 2/0 π=Z .  
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YÜKDAŞIYICILARIN GÜCLÜ EKRANLAŞMIŞ AŞQAR  İONLARINDAN   

SƏPİLMƏ  HALINDA NERNST-ETTİNQSHAUZEN EFFEKTİNIN SAHƏ ASILILIĞI 
 

S.R.FİQAROVA, H.İ.HÜSEYNOV,  R.K.MUSTAFAYEVA 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə ifratqəfəslərdə uzununa maqnit sahəsində güclü ekranlaşmış aşqar ionlarından 
səpilmə halında eninə Nernst-Ettinqshauzen ( NE ) effekti öyrəni–lir. Cosinusoidal dispersiya 
qanununa tabe olan kvaziiki- və kvaziüçölçülü cır–laşmış elektron qazına baxılır. 

Göstərilmişdir ki, güclü ekranlaşmış aşqar ionlarından səpilmə halında NE əmsalının 
işarəsi mənfidir və ekranlaşma radiusundan asılıdır. 

 
Açar sözlər: ifratqəfəs, kosinusoidal dispersiya qanunu, güclü ekranlaşma, Nernst-

Ettinqshauzen effekti 
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FIELD DEPENDENCE OF NERNST-ETTINSHAUSEN EFFECT AT SCATTERING 
CHARGE CARRIES BY STRONG SCREENING OF IMPURITY IONS 

 
S.R.FIGAROVA, H.I.HUSEYNOV, R.K.MUSTAFAYEVA 

 
SUMMARY 

 
The transverse Nernst-Ettingshausen ( NE ) effect in the superlattices in longitudinal 

magnetic field at scattering by strong screening of impurity ions is studied. The quasi-two and 
quasi-three dimensional degenerate electron gases with the cosine dispersion law are consid-
ered.  

It is shown that NE coefficient at scattering by strong screening of impurity ions has 
negative sign and dependence of screening radius.   

 
Key words: superlattice, cosine dispersion law, strong screening, Nernst-Ettingshausen 

effect.  
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ELEKTRON-POZİTRON ANNİHİLYASİYASINDA 

VEKTOR BOZON CÜTÜNÜN YARANMASI 
 

S.Q.ABDULLAYEV, M.Ş.QOCAYEV 
Bakı Dövlət Universiteti 

m_qocayev@mail.ru 
 

Uzununa polyarizə olunmuş elektron-pozitron annihilyasiyasında vektor bozon cütünün 
yaranması proseslərinə baxılmışdır: ZZeeWWee ⇒⇒ +−+−+− , . Proseslərin diferensial və 
tam effektiv kəsikləri hesablanmış, müxtəlif formfaktorlar haqqında informasiya almaq üçün 
imkanlar araşdırılmışdır. 

 
Açar sözlər: Standart Model, vektor bozon, sol və sağ rabitə sabitləri, formfaktorlar, 

təpə funksiyası, Vaynberq parametri. 
 
Elektron-pozitron cütünün annihilyasiyası zamanı vektor bozon cütünün 

( +−WW  və ya ZZ ) yaranması prosesləri həm nəzəri, həm də təcrübi tədqiqat-
larda mühüm yer tutur. Həmin proseslərə bir çox müəlliflər tərəfindən ba-
xılmış, hətta elmi kitablarda proseslərin geniş təhlili aparılmışdır [1-8]. Lakin 
proseslərdə iştirak edən zərrəciklərin polyarlaşma halları tam nəzərə alınma-
mışdır. Polyarlaşma hallarının nəzərə alınması isə vektor bozonların xassələri 
haqqında yeni informasiya verə bilər: W -bozonun kütləsi böyük dəqiqliklə 
təyin edilə bilər, +−WWγ  və +−WWZ  təpələrinin quruluşunu, yəni W -bozon-
ların elektromaqnit və zəif formfaktorlarını tədqiq etmək olar, W -bozonların 
elektromaqnit xarakteristikaları olan maqnit və elektrik kvadrupol momentləri 
təyin edilə bilər, Kobayaşi-Maskava matrisinin elementlərini dəqiqləşdirmək 
olar. 

Burada uzununa polyarizə olunmuş elektron-pozitronun annihilyasiyası 
zamanı yüklü və neytral vektor bozon cütünün yaranması proseslərinə baxıl-
mışdır: 

,+−+− +⇒+ WWee                                                   (1) 
.ZZee +⇒+ +−                                                         (2) 

Proseslərin matris elementləri yazılmış, diferensial və tam effektiv kəsik-
ləri hesablanmış, W -bozonların mümkün polyarlaşma halları nəzərdən keçiril-
miş, vektor bozonların bucaqlara və enerjiyə görə paylanmaları öyrənilmişdir. 

Polyarlaşmış W-bozon cütünün yaranması. Elektron-pozitron toqquş-
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masında yüklü bozon cütünün yaranması prosesi (1) üç Feynman diaqramı ilə 
təsvir olunur (şəkil 1). Bunlardan iki diaqram s -kanal diaqramı olub, aralıq γ -
kvantla və Z -bozonla mübadiləyə uyğundur. Digər diaqram neytrino ilə 
mübadilə hesabına baş verir və t -kanal diaqramıdır. 

Qamma-kvantla mübadilə diaqramına uyğun matris elementi 

)()()],(),([)( 2
*

1
*

1122

2
* qUqUpupv

s
eiM βα

γ
µαβµ λγλγ Γ⋅−=                  (3) 

şəklində yazmaq olar, burada 121 ,, qpp  və 2q  – uyğun olaraq elektron, po-
zitron, −W -bozon və +W -bozonun 4-ölçülü impuls vektorları, 1λ  və 2λ  – 
elektronla pozitronun spirallıqları, )( 1

* qUα  və )( 2
* qU β  – −W - və +W -bozonların 

4-ölçülü polyarlaşma vektorları, γ
µαβΓ  – təpə funksiyası və 2

21 )( pps +=  – kütlə 
mərkəzi sistemində +−ee - cütünün enerjiləri cəminin kvadratıdır. 

 
Şək. 1. +−+− ⇒ WWee  prosesinin Feynman diaqramları. 

 
Aralıq Z -bozonla mübadilə diaqramına uyğun matris elementi də analoji 

şəkildə yazılır: 
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βαµαβΓ× ,                                          (4) 
burada WWx θ2sin=  – Vaynberq parametri, ZM Z − -bozonun kütləsi, 

WRWL xgxg =+−= ,21                                          (5) 
– elektronun Z -bozonla sol və sağ rabitə sabitləri, Z

µαβΓ  – təpə funksiyasıdır. 
Təpə funksiyası ),( qpV

µαβΓ  );( ZV γ=  2-ci şəkildə təsvir edilmişdir. Bu 
funksiya 21 qqp +=  və 21 qqq −=  4-ölçülü impuls vektorlarından, həm də 
formfaktorlardan asılıdır. Ümumi halda bir-birindən asılı olmayan yeddi 
formfaktor daxil edilə bilər: 

++−+⋅−=Γ ρµαβρβα
βα

µαβµµαβ ε
µαµβ

qiFgpgpF
M

pp
qFgqFqp VV

W

VVV
43221 )(),(  

).;()( 2765 ZV
M

pp
iqFpiFgpgpiF

W

VVV γεε σρ
αβρσµρµαβρβα µαµβ

=++++        (6) 

Bütün formfaktorlar yalnız s-invariantından asılı olan vahidsiz funksi-
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yalardır. Qeyd etməliyik ki, VV FF 65 ,  və VF7  formfaktorları CP -invariantlığını 
pozur və ona görə gələcəkdə nəzərə alınmayacaqdır. 

 
Şək. 2. Təpə funksiyası ),( qpV

µαβΓ . 

 
Elektromaqnit qarşılıqlı təsir P -invariant olduğundan γ

4F  formfaktoru sıfı-
ra bərabər olmalıdır ( 04 =γF ). Fotonla və Z -bozonla mübadiləyə uyğun kanal-
lar koherentdir və odur ki, uyğun formfaktorların kombinasiyalarını daxil edə 
bilərik: 
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γ                       (7) 

Maraqlıdır ki, Standart Model (SM) çərçivəsində yalnız 1W  və 3W  
formfaktorları sıfırdan fərqlidir. 

Elektron sol, pozitron isə sağ polyarizə olunduğu halda alırıq: 
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ZW Ms
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⋅





−+−==                                   (8) 

Elektron sağ, pozitron isə sol polyarizə olunduğu halda aşağıdakı nəticəyə 
gəlirik: 

.1
2
1

231
ZMs

sWW
−

+−==                                            (9) 

Vektor bozonun polyarlşma hallarını nəzərdən keçirək. Məlumdur ki, 
kütləli vektor zərrəcik üç polyarlaşma halında ola bilər [3]. Bu hallardan ikisi 
eninə, biri də uzununa polyarlaşma halına uyğundur: 

)0,1,0,0(),0,0,1,0( )2*()1*( == αα UU  

),3,2,1(0,,0,0, 1
)(*11)3(* ==
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           (10) 

,1)(,),0,0,( 2)*(
111 −== iUqEq 

α  
burada 1E  və −−Wq1

 -bozonun enerji və impulsudur, Z -oxu 1q  impulsu 
istiqamətinə yönəldilmişdir. 

Uzununa polyarizə olunmuş elektron-pozitron cütünün polyarlaşmış yüklü 
W - bozon cütünə annihilyasiyası prosesinin diferensial effektiv kəsiyini ümu-
mi şəkildə aşağıdakı düsturla ifadə edə bilərik: 
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sd
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βπα
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σ
                                        (11) 

Burada sMW /41 2−=β  – kütlə mərkəzi sistemində W -bozonun sürəti, θ  – 
elektronla −W -bozonun impulsları arasındakı bucaqdır, i  və j  indeksləri W - 
bozonların eninə (və ya uzununa) polyarlaşdığını göstərir. Eninə ),( TjTi == , 
eninə və uzununa ),( LjTi == , uzununa ),( LjLi ==  polyarizə olunmuş W -
bozonlar yaranarkən ∑ ij  funksiyalarının ifadələri aşağıda verilmişdir: 
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Bu düsturlara daxil olan 51 - ff  funksiyaları elektron-pozitron cütünün necə 
polyarizə olunmasından asılıdır. Elektron sağ, pozitron isə sol polyarizə olun-
duğu halda ( +−+− +⇒+ WWee LR  prosesində) neytrino ilə mübadilə diaqramı ef-
fektiv kəsiyə pay vermir, həmin funksiyalar formfaktorlardan aşağıdakı kimi 
asılıdır: 
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                (13) 

−W -bozonun çıxış bucağı 00=θ  olanda )(cos/ θσ dd TL  diferensial effektiv 
kəsiyinin təcrübələrdə ölçülməsi 3W  və 4W  formfaktorları haqqında infor-
masiya verə bilər. Çıxış bucağının 090=θ  qiymətində )(cos/ θσ dd TT  effektiv 
kəsiyi 1W  formfaktoru, )(cos/ θσ dd TL  effektiv kəsiyi 3W  və 4W  formfaktorları, 

)(cos/ θσ dd LL  effektiv kəsiyi isə 1W , 2W  və 3W  formfaktorları haqqında in-
formasiya mənbəyi ola bilər. 

Elektron sol, pozitron isə sağ polyarizə olunduğu halda neytrino ilə 
mübadilə diaqramı da effektiv kəsiyə pay verir və bu halda 51 - ff  funksiyaları 
bərabərdir: 
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burada 

.)cos21(
2
1 2 θββ −+=y  

Sol polyarizə olunmuş elektronun polyarizə olunmamış pozitronla toq-
quşmasında müxtəlif cür polyarlaşmış W -bozon cütünün yaranması pro-
seslərinin diferensial effektiv kəsiklərinin θ  bucağından asılılıq qrafikləri 3-cü 
şəkildə nümayiş etdirilmişdir. Qeyd etməliyik ki, +−+− +→+ WWeeR  prosesinin 
diferensial effektiv kəsiyi bütün bucaqlarda çox kiçikdir. Şəkildən görünür ki, 

)(cos/)( θσ dWWeed TTL
+−+− →  diferensial effektiv kəsiyi )(cos/)( θσ dWWeed LLL

+−+− →  
effektiv kəsiyindən üstünlük təşkil edir. −W -bozonların bucaqlara görə paylan-
ması kəskin anizotropdur, belə ki, −W -bozonlar əsasən elektronun hərəkəti 
istiqamətində daha çox çıxır. Bu fakt onunla əlaqədardır ki, θ  bucağının kiçik 
qiymətlərində neytrino ilə mübadilə diaqramının payı üstünlük təşkil edir, 
həmin diaqramın payı isə 
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−
θβsM

qp W  

ilə mütənasibdir ki, o da θ  bucağının kiçik qiymətlərində daha böyük qiy-
mətlər alır. 
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Şək. 3. Effektiv kəsiklərin θcos -dan asılılığı (W-bozonların  

polyarlaşma halları qrafiklərin üzərində göstərilmişdir). 
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Elektron-pozitron cütünün spin hallarına görə ortalanmış, W -bozonların 
polyarlaşma hallarına görə cəmlənmiş +−+− +→+ WWee  prosesinin tam effek-
tiv kəsiyi aşağıdakı düsturla ifadə edilir: 
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Elektron-pozitron toqquşmasında W -bozon cütünün yaranması prosesinin 
tam effektiv kəsiyi LEP sürətləndirici mərkəzdə ölçülmüşdür. Ölçmələr +−ee -
cütünün enerjisinin 209=s  GeV qiymətinə qədər aparılmışdır. 4-cü şəkildə 

)( +−+− → WWeeσ  effektiv kəsiyinin s  enerjisindən asılılıq qrafiki verilmiş və 
eyni zamanda təcrübənin nəticələri ilə müqayisə edilmişdir. Təcrübi nöqtələr 
[9] işindən götürülmüşdür. Enerjinin artması ilə prosesin tam effektiv kəsiyi 
əvvəlcə artır və s ~190  GeV olduqda maksimuma çatır. Maksimumda pro-
sesin tam effektiv kəsiyi σ ~15 pikobarn tərtibindədir. Enerjinin sonrakı art-
ması ilə effektiv kəsik tədricən azalır. Yenidən normallanan nəzəriyyədə məhz 
belə də olmalıdır. Böyük enerjilərdə +−+− +→+ WWee  prosesinin tam effektiv 
kəsiyi 
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qanunu ilə azalır. 
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Şək. 4. +−+− → WWee  prosesinin effektiv kəsiyinin enerjidən asılılığı. 
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Neytral Z-bozon cütünün yaranması. Elektron-pozitron dəstələri ilə LEP 
və SLC sürətləndirici mərkəzlərdə aparılan eksperimentlər elektrozəif qarşılıqlı 
təsirlərin öyrənilməsində müstəsna əhəmiyyətə malik olmuşdur. Təcrübələr 

+−ee -dəstələrinin tam enerjisinin s ~ ZM  rezonans oblastında aparılmış və Z -
bozonun müxtəlif xarakteristikaları, o cümlədən kütləsi, tam və parsial enləri, 
lepton və kvarkların neytral zəif cərəyanlarının sol və sağ rabitə sabitləri çox 
böyük dəqiqliklə ölçülmüşdür. Göstərilən xarakteristikaların, həmçinin də 

ffee +→+ +−  proseslərində müxtəlif növ P-tək asimmetriyaların ölçülməsi 
nəticəsində SM-in bir sıra müddəalarını təcrübələrdə yoxlamaq mümkün 
olmuşdur [2, 3]. 

Elektron-pozitron annihilyasiyasında baş verən və böyük maraq kəsb edən 
proseslərdən biri də neytral Z -bozon cütünün doğulması prosesidir. SM 
çərçivəsində həmin prosesə müxtəlif müəlliflər tərəfindən baxılmışdır [4, 5]. 
Lakin bu işlərdə +−ee -cütünün spin halları nəzərə alınmamış və neytral 
bozonların bucaqlara görə paylanması tədqiq edilməmişdir. Burada uzununa 
polyarizə olunmuş elektron-pozitron toqquşmasında neytral vektor bozon 
cütünün yaranması prosesinin diferensial və tam effektiv kəsikləri hesablanmış 
və bozonların bucaqlara görə paylanması öyrənilmişdir. 

SM çərçivəsində (2) prosesinə 5-ci şəkildə təsvir edilmiş Feynman 
diaqramları uyğun gəlir. 

Feynman qaydalarına əsaslanaraq prosesin matris elementini aşağıdakı 
şəkildə yaza bilərik: 
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Burada )( 2
* qU µ  və )( 1

* qUv  – Z -bozonların 4-ölçülü polyarlaşma vektorları, 

111 qpf −=  və 212 qpf −=  – aralıq hallarda elektronun 4-ölçülü impulsları, 

 
Şək. 5. ZZee ⇒+−  prosesinin Feynman diaqramları. 
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121 qpMfuqpMftpps ZZ ⋅−==⋅−==⋅=  
– Mandelstam dəyişənləridir. 

Məlum olduğu kimi, yüksək enerjilərdə elektronla pozitronun spirallıqları 
saxlanılır. Spirallığın saxlanılması tələb edir ki, toqquşan elektron və pozitron 
əks spirallıqlara malik olsunlar: +−

RLee  və ya +−
LRee . Əvvəlcə ZZee RL +→+ +−  

spiral prosesin matris elementini kvatrata yüksəldək (Z-bozonların polyarlaşma 
hallarına görə cəmlənmə aparılır): 
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Burada 21 , FF  və 3F  – Mandelstam dəyişənlərindən asılı sadə funksiyalardır: 
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Spiral ZZee RL +⇒+ +−  prosesində Z -bozonun bucaqlara görə paylanması 
aşağıdakı düsturla verilir: 
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bu halda Mandelstam dəyişənləri t  və u  elektronun impulsu ilə Z-bozonun 1q  
impulsu arasındakı polyar θ -bucağının funksiyalarıdır: 

.)cos1(
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22 θβθβ +−=−−= sMusMt ZZ                      (21) 

(20) düsturu alınarkən elektronun sol )1( 1 −=λ , pozitronun isə sağ 
)1( 2 +=λ  polyarizə olunduğu nəzərə alınmışdır, sM Z /41 2−=β  – kütlə 

mərkəzi sistemində Z -bozonun sürətidir. 

128 



Analoji şəkildə spiral ZZee LR +→+ +−  prosesinin də diferensial effektiv 
kəsiyi hesablanır (bu halda 11 +=λ  və 12 −=λ  olduğu qəbul edilmişdir): 
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Qeyd edək ki, elektronla pozitronun müxtəlif spirallıqlara malik olduğu 
hallarda effektiv kəsiklər arasında interferensiya baş vermir, ona görə uzununa 
polyarizə olunmuş elektron-pozitron toqquşmasında neytral Z -bozon cütünün 
yaranması prosesinin diferensial effektiv kəsiyi 
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ifadəsi ilə təyin ediləcəkdir. Həmin ifadəyə görə, 
Ω

→+−

d
ZZeed RL )(σ  və 

Ω
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d
ZZeed LR )(σ  effektiv kəsikləri bir-birindən fərqlənir, deməli, baxılan 

ZZee +→+ +−  prosesi sol-sağ spin asimmetriyasına malikdir: 
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Göründüyü kimi, sol-sağ spin asimmetriyası elektronun Z-bozonla qarşılıqlı 
təsirinin sol və sağ rabitə sabitlərindən, yəni Vaynberq parametrindən asılıdır. 
Vaynberq parametrinin təcrübi 232,0=Wx  qiymətində sol-sağ spin asimmetri-
yası 28% olur. 

Elektron və pozitronun spin hallarına görə ortalanmış diferensial effektiv 
kəsik 
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ifadəsi ilə verilir. 
Elektron-pozitron toqquşmasında Z-bozon cütünün yaranması prosesinin 

diferensial effektiv kəsiyinin polyar θ  bucağından asılılıq qrafiki 6-cı şəkildə 
nümayiş etdirilmişdir. Qrafik +−ee -cütünün enerjisinin ZTeVs ,1= -bozonun 
kütləsinin GeVM Z 1875,91=  və Vaynberq parametrinin 232,0=Wx  qiymətlərində 
qurulmuşdur. Görünür ki, diferensial effektiv kəsiyin bucaqlara görə paylanması 

)90(0cos 0== θθ  nöqtəsinə nəzərən simmetrikdir. Həmin nöqtədə effektiv kəsik 
3 pbarn tərtibindədir və θcos -nın artması (və ya azalması) ilə monoton artır və 

1cos ±=θ  olduqda 702 pbarn qiymətini alır.  
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burada sM Z /41 2−=β  – Z-bozonun sürətidir. 
7-ci şəkildə ZZee +→+ +−  prosesinin effektiv kəsiyinin s  enerjisindən 

asılılıq qrafiki verilmişdir. 
Göründüyü kimi, 375,1822 == ZMs  GeV olduqda effektiv kəsik sıfıra 

bərabərdir. Enerjinin artması ilə effektiv kəsik artır və 300=s  GeV olanda 
maksimal 720 pbarn qiymətini alır. Enerjinin sonrakı artımında effektiv kəsiyin 
azalması müşahidə olunur. Yüksək enerjilərdə ( ZMs >> ) ZZee +→+ +−  
prosesinin effektiv kəsiyi də, +−+− +→+ WWee  prosesinin effektiv kəsiyi 

kimi, 2ln1

ZM
s

s
 qanunu ilə azalır. 
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РОЖДЕНИЕ ПАРЫ ВЕКТОРНЫХ БОЗОНОВ  
В ЭЛЕКТРОН-ПОЗИТРОННОЙ АННИГИЛЯЦИИ 

 
С.К.АБДУЛЛАЕВ, М.Ш.ГОДЖАЕВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
С учетом продольных поляризаций +−ee -пары рассмотрены процессы рождения 

пары векторных бозонов в электрон-позитронной аннигиляции: ZZeeWWee ⇒⇒ +−+−+− , . 
Получены аналитические выражения для дифференциальных и полных сечений указан-
ных реакций, изучены угловые и энергетические распределения бозонов, обсуждены 
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возможности получения информации о различных формфакторах бозонов. 
 
Ключевые слова: Стандартная Модель, векторный бозон, левая и правая кон-

станты связи, формфактор, вершинная функция, параметр Вайнберга. 
 
 

THE PRODUCTION OF VECTOR BOSON PAIRS 
IN ELECTRON-POSITRON ANNIHILATION 

 
S.G.ABDULLAEV, M.Sh.GOJAYEV 

 
SUMMARY 

 
The production of vector boson pairs in longitudinally polarized electron-positron anni-

hilation is investigated: ,+−+− ⇒ WWee  .ZZee ⇒+−  The analytical expressions for the 
differential and total cross sections are obtained, the angular and energy distributions of bosons 
are studied, the possibility of obtaining information about the various form factors of bosons 
are discussed. 

 
Keywords: Standard model, vector boson, the left and right coupling constants, form 

factor, vertex function, Weinberg's parameter. 
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GRB-AST 1 MOLEKULUNUN SON UCLU PENTAPEPTİD 
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Nəzəri konformasiya analizi üsulu ilə Grb-AST 1 molekulunun son uclu pentapeptid 

fraqmentinun fəza quruluşu tədqiq edilmiş, onun kiçikenerjili konformasiyalarının  həndəsi və 
enerji parametrləri müəyyən olunmuşdur. 

 
Açar sözlər: konformasiya, molekulyar dinamika, neyropeptid 
     
Aralıq dənizi çəyirtkəsinin beyin ekstraktından izolə edilmiş Grb-AST 1 

molekulu bioloji fəal neyropeptid olub, həşəratda sintez prosesini tənzimlə-
məklə yanaşı, yuvenil – cavan hormonların ifrazını ingibirləşdirir [1-4]. Bu 
molekulun fəaliyyət mexanizminin büruzə verilməsində konformasiya xüsusiy-
yətləri və üçölçülü fəza quruluşu mühüm rol oynayır. Ona görə də molekulun 
fəaliyyət mexanizminin başa düşülməsi üçün onun molekulyar səviyyədə təhlil 
edilməsi vacib şərtlərdən sayılır. 

Fəza quruluşu tədqiq edilən Grb-AST 1 molekulunun son uclu pentapep-
tid fraqmenti Tyr-Ser-Phe4-Gly5-Leu6-NH2 xətti ardıcıllığına malikdir [4]. Bu 
fraqmentin kimyəvi quruluşunda həm hidrofob, həm də hidrofil (Tyr, Phe) qa-
lıqlar olduğu üçün, onun fəza quruluşunun təşkilində aromatik yan zəncirlərin 
rolu böyükdür. Hesablamalar nəzəri konformasiya analizi üsulu ilə mərhələli 
şəkildə aparılmışdır [8]. Əvvəlcə molekulun tripeptid fraqmenti (Phe-Gly-Leu) 
tədqiq edilmiş, sonra ona ardıcıl olaraq digər 2 amin turşusu birləşdirilərək 
pentapeptid fraqmentinin fəza quruluşu nəzərdən keçirilmişdir (şəkil 1). He-
sablamalarda istifadə edilən potensial funksiyaların parametrləri [7,8] işlərin-
dən götürülmüşdür. 

Tyr-Ser-Phe4-Gly5-Leu6-NH2 

 
Şək. 1. Grb-AST 1 molekulunun son uclu pentapeptid fraqmentinin hesablama sxemi 
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Hesablamaların nəticələri və təhlili 
Hesablamalar nəticəsində Grb-AST 1 molekulunun son uclu pentapeptid 

fraqmenti üçün alınmış kiçik enerjili konformasiyaların əksəriyyətinin ffff (71 
konformasiya), efff (53 konformasiya) və fffe (57 konformasiya) şeyplərinə 
mənsub olduğu müəyyən edilmişdir (şəkil 2). Bunlar içərisində ən çox konfor-
masiya tam bükülmüş quruluş tipinə - ffff şeypinə mənsubdur.  

 
Şək. 2. Fraqmentin kiçikenerjili konformasiyalarının şeyplərə görə paylanma qrafiki  

(şaquli sütunlarda konformasiyuaların sayı verilib) 
      

Bu kinformasiyalar üçün alınmımş nəticələrin həm enerji, həm də ikiüz-
lü bucaqlarının təhlili, onların α-spiral quruluşlu olduğunu söyləməyə əsas ve-
rir. Bütün kiçikenerjili konformasiyalar bir-birindən əsasən Tyr qalığının əsas 
və yan zəncirlərinin ikiüzlü bucaqlarının qiymətinə görə fərqləndikləri üçün, 
onların C-uclu Leysinlə qarşılqlı təsirinin qiymətinə uyğun olaraq ümumi ener-
jiyə verdikləri pay da fərqlidir. Belə ki, Tyr-nin yan zənciri əsas zəncirə doğru 
yönəldikdə onun Leu ilə kontaktları daha böyük əhəmiyyət kəsb edir və ef-
fektiv olur. Bu halda ümumi enerjiyə verilən maksimum pay -5.0 kkal/mol-a 
bərabərdir. Tyr amin turşusunun yan zəncirinin açıq formasında isə onun Leu 
ilə kontaktları yalnız dipeptid tərtibində effektiv olub təqribən  -3.0 kkal/mol-a 
bərabərdir. Digər konformasiyaların az effektli olmasına baxmayarq, Grb-AST 
1 molekulunun fəza quruluşu tədqiq ediilən onların da rolu nəzərə alınacaqdır.  
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С помощью метода теоретического конформационного анализа изучена простран-

ственная структура молекулы GRB-AST 1. Найдены энергетические и геoметрические 
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TlInSe2(S2) tipli birləşmələrdə indium atomlarının tədricən lantanoid atomları ilə əvəz 
olunması ilə yeni xassəli yarımkeçiri birləşmə və bərk məhlul kristalları almaq mümkündür. 
İşdə 2TlInSe - 2TlDySe  sisteminin birləşmə və bərk məhlul monokristalları zona əritmə üsulu 

ilə alınmışdır. Tədqiq olunan 2TlInSe - 2TlDySe  sistemi üçün uyğun konsentrasiya tərkibinin 

0÷15 mol % intervalında hal diaqramı qurularaq tərkibdə 2TlDySe  birləşməsinin maksimum 

həll olması 11 mol % müəyyən olunmuşdur. 21 SeDyTlIn xx−  bərk məhlul kristallarının əsas 

xarakterik xüsusiyyəti kristal qəfəsdə yüksək konsentrasiyalı (∼1019 ÷ 10
20

 sm-3) tutulmamış 
vakant yerlərin olmasıdır. 

Açar sözlər: bərk məhlul kristalı, bircins yarımkeçirici birləşmə, qəfəs parametrləri, 
mikrostruktur 

 
Bərk cisim fizikası və elektron sənayesi qarşısında duran vacub problem-

lərdən biri də fiziki xassələrini geniş temperatur intervalında praktik olaraq də-
yişməyən, radiasiya şüalanmasına həssas olan bircinsli yarımkeçirici birləşmə-
lərin alınmasıdır. Ədəbiyyatdan [1,2] məlumdur ki, dar zolaqlı bəsit maddələrlə 
yanaşı, geniş qadağan olunmuş zonaya malik АШВV və АПВVI tipli birləşmələr 
əsasında alınan müxtəlif strukturlarda müəyyən radiasiya şəraitlərdə onların 
bəzi fiziki parametrlərinin dayanıqsızlığı müşahidə olunur Hazırda geniş təd-
qiqat obyektinə çevrilmiş praktik tətbiqli materiallardan biri də laylı və zən-
cirvari quruluşa malik АШВШС2

V1 (A-Tl; B-In; C-S, Se, Te) tipli yarımkeçirici 
birləşmələrdən biri də TlInSe2-dir. Valent elektronları tam olmayan АШВШС2

V1 
tipli birləşmələr laylı və zəncirvari quruluşlu qəfəsdə kristallaşırlar (şəkil 1 a, b, 
şəkil 2) [3,4]. Bu tip birləşmələrdə halkogenid atomlarının xarici elektron təbə-
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qəsi talliumun 6p1, indiumun 5s25p1 və lantanoidlərin 5d15s2 – elektronları he-
sabına neytral arqon, kripton və ksenona kimi tamamlanır və onlarda kimyəvi 
əlaqələrin xüsusiyyətləri və elektron xassələri cüt olmayan valent elektronları 
hesabına yaranır. Bu materiallar defektli quruluşa malik olub ultrabənövşəyi, 
görünən işıq, infraqırmızı, rentgen və γ-şüalarına qarşı özünəməxsus yüksək 
həssaslığa malikdirlər. АШВШС2

V1 tip birləşmələr sinfinə daxil olan, fundamen-
tal xassələrə malik, praktiki əhəmiyyətli birləşmələrdən biri də TlInSe2 bərk 
məhlul kristalıdır. АШВШС2

V1 tipli birləşməsində “C” oxuna nəzərən müxtəlif 
istiqamətlərdə defektlərin konsentrasiyasının fərqli paylanması bu kristallarda 
anizotropluğun yaranmasına səbəb olur [5]. 

                
 Şək.1 Zəncirvari struktur ailəsi.             Şək.2. Müxtəlif modifikasiyalı poliedrik modellər.  

 
AШВШС2

V1 tipli zəncirvari quruluşa malik olan monokristalların elektrik, 
fotoelektrik, optik və dielektrik xassələri kristal qəfəsin periodikliyini pozan və 
atomların yerləşməsində lokal dəyişmələr yaradan defektlərin konsentrasiya-
sından asılıdır. Həmin defektlərin kristal qəfəsində sərbəst və xaotik paylan-
ması və onların konsentrasiyasının geniş intervalda xarici təsirlərin köməyilə 
dəyişməsi (temperatur, işıq, ionlaşdırıcı şüalar və s.) bu tip kristallarda yeni 
fiziki xassələrin müşahidə edilməsinə imkan yaradır [5]. Müxtəlif kimyəvi 
tərkibə malik olan bu tip birləşmələr müxtəlif modifikasiyalarda mövcud olur 
və onlar quruluşu və simmetriyasına görə bir-birindən fərqlənirlər. Hər bir 
modifikasiyanın fiziki xassələri isə alınma texnologiyasından, maddələrin 
kimyəvi təmizlik dərəcəsindən və daxil edilən aşqarların kimyəvi təbiətindən 
asılıdır. Ədəbiyyatda [6] müəyyən olunmuşdur ki, itterbium müstəsna olmaqla 
lantanoidlərin atom həcmi və orta ion radiusu atom nömrəsinin artımı ilə 
müntəzəm azalır və bu effekt lantanoid sıxılması adlanır. Yaranan bu effekt 4f-
elektronlarının digər elektronlarla natamam ekranlanması ilə əlaqədardır. 
Bütün lantanoidlər normal temperaturlarda yevropium müstəsna olmaqla, üç 
tip atom layından ibarət struktur blokları ardıcıllığı kimi sıx kipləşmiş struktura 
malikdirlər və bu layların hər biri digər laylarla translyasiya ilə əlaqədardır.  

Maddələrin təmizliyini yüksəltmək, monokristallar yetişdirmək və 
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aşqarlamaq üçün əsas üsullardan biri məhlullardan kristallaşma yolu ilə kristal-
ların alınmasıdır. Yarımkeçirici cihaz və elementlərin xüsusiyyətlərini onlar 
əsasında hazırlanan monokristalların keyfiyyəti müəyyən edir. Tələb olunan 
xassələrə malik yarımkeçirici element və cihaz hazırlamaq məqsədilə mürək-
kəb tərkibli monokristalların yetişdirilməsi texnologiyasının təkmilləşdirilməsi, 
onlar əsasında yaradılan element və cihazların keyfiyyət və maya dəyərinə təsir 
göstərir. Texnoloji prosesdə yarımkeçiricilərin sintezini 3 qrupa bölmək olar: 
düzxətli sintez üsulu, dolayı yol ilə sintez üsulu və qaz aparıcı reagentlərin 
iştirakı ilə qaz fazasından sintez. Vakuum şəraitində aparılan sintez üsulunda 
adətən 2 temperatur rejimindən istifadə olunur. Tədqiqat işində düzxətli sintez 
üsulundan istifadə olunmuşdur. Bu üsulun üstünlüyü sintez prosesində stexo-
metriyanı almağın çox asan olması, sintez üçün istifadə edilmiş cihazların mü-
rəkkəb olmaması, alınan nümunənin yüksək təmizliyə malik olmasıdır. Belə 
sintez üsulu adətən bircins tarazlıq şəraitində əmələ gələn birləşmələrdə isti-
fadə olunur. Qeyd olunan sintez üsulunun üstünlüklərindən biri də bu üsulla 
perimetrik fazalar və birləşmələr almağın mümkün olmasıdır. Bu üsulun üstün 
cəhətlərindən biri də yüksək ərimə temperaturuna malik olan birləşmələr və 
perimetrik fazaların dissosiasiya təzyiqinə malik olan birləşmələri sintez etmə-
yin mümkünlüyüdür. 

İşdə mikrostruktur, diferensial-termik və rentgenofaza tədqiqatlarının nə-
ticələrinə uyğun olaraq TlInSe2-TlDySe2 sistemlərinin hal diaqramları quru-
laraq bərk məhlul oblastı müəyyən olunmuşdur. Aşkar olunmuşdur ki, TlInSe2-
TlDySe2 -də otaq temperaturunda 11 mol.%-ə kimi, həll olur. Hər iki sistemdə 
ilkin komponentlərin bərabər 1:1 nisbətlərində konqruyent əriyən yeni dördqat 
birləşmələri alınır. Rentgenoqramların təhlili göstərdi ki, TlIn1-xDyxSe2 bərk 
məhlul birləşmələri ilkin TlInSe2 üçqat birləşmələri kimi tetraqonal sinqoni-
yada kristallaşırlar, amma onların qəfəs parametrləri TlInSe2-dən kəskin fərqlə-
nirlər [7]. Qəfəs parametrləri həllolma oblastlarında Veqard qanununa müvafiq 
olaraq tərkibdə TlDySe2 birləşməsinin nisbi miqdarının artması ilə additivlik 
qanunu üzrə artır. TlInSe2-TlDySe2 sistemində bu oblast 0-11 mol.% intervalını 
əhatə edir.  

Tədqiqat işində müxtəlif atom faizli Dy atomları ( )05,0;03,0;02,0=x  
daxil edilmiş TlIn1-xDyxSe2 monokristalları istiqamətlənmiş kristallaşma üsulu 
ilə alınmışdır. İlkin komponent olaraq təmizlik dərəcəsi 99,99 % olan Tl, 
99,99% İn, 99,5 % olan Dy, 99,99 % olan Se elementlərindən istifadə olun-
muşdur. Kristalların səthi hamar-güzgü səthli olduğundan əlavə mexaniki və 
kimyəvi işlənməyə ehtiyac olmamışdır. Nümunələrin elektrofiziki xassələrini 
tədqiq etmək üçün keçirici elektrik kontaktları olaraq indiumdan və gümüş pas-
tasından istifadə olunmuşdur. Keçiriciliyin tipi termo-e.h.q.–nin işarəsinə görə 
müəyyən edilmiş və tədqiq olunan nümunələrin p-tip keçiriciliyə malik olması 
müəyyən olunmuşdur. Elektrik keçiriciliyi və Holl effekti əsasında sərbəst yük-
daşıyıcıların konsentrasiyası (2,5·1011 sm-3), xüsusi müqaviməti (105-107 
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Om·sm) 100-600 K temperatur intervalında təyin olunmuşdur. Geniş tempe-
ratur intervalında keçiriciliyin temperatur asılılığından qadağan olunmuş zo-
nanın eni təyin olunaraq müəyyən olunmuşdur ki, tərkibdə Dy atomlarının art-
ması ilə nümunənin məxsusi keçiricilik oblastına uyğun qadağan olunmuş zola-
ğın eni azalır və nəticədə deşiklərin konsentrasiyası artır. Müşahidə olunan ef-
fekt qadağan olunmuş zonanın eninin azalması və elementar qəfəsin parametr-
lərinin artımı valent zonada uyğun səviyyələrin parçalanması ilə əlaqədardır. 
Tədqiqatdan müəyyən olunmuşdur ki, temperaturun artması ilə termoelektrik 
hərəkət qüvvəsinin qiyməti əvvəlcə mütləq qiymətcə artır, maksimuma çatır və 
temperaturun T > K400  qiymətindən sonrakı artımında məxsusi keçiriciliyin 
yaranması hesabına tədricən azalır. 

Rentqen tədqiqatlarından müəyyən olunmuşdur ki, TlInSe2 birləşmə-
sindən TlIn1-xDyxSe2 bərk məhlullarına keçdikcə tərkibdə disproziumun nisbi 
miqdarının artması ilə elementar qəfəs parametrləri müəyyən həddə qədər xətti 
artır. Bu da disprozium atomlarının ion radiuslarının (RDy )92,0 0A≈  indiumun 
(Rİn )91,0 0A≈  ion radiusuna nisbətən daha böyük olmasından irəli gəlir. Təd-
qiq olunan tərkiblərdə ilkin komponent TlInSe2 birləşməsinə məxsus tetraqonal 
sinqoniya saxlanılır, elementar qəfəsdəki atomların sayı dəyişmir, bu da onu 
söyləməyə əsas verir ki, otaq temperaturunda həllolmanın 110 ÷  mol.% 
intervalında TlInSe2-TlDySe2 sistemi mövcuddur. 

TlIn1-x Dyx Se2 bərk məhlul kristalının elektrik keçiriciliyinin temperatur 
asılılığı şəkil 3-də göstərilmişdir. Keçiriciliyin temperatur asılılığının aşağı 
temperaturlu hissələrində aşqar keçiricilik, ~400-600 K temperatur intervalında 
isə məxsusi keçiricilik müşahidə olunur. Elektrik keçiriciliyinin, yüksək tem-
peraturlu hissələrinin meyllərinə görə qadağan olunmuş zonanın eni hesab-
lanmışdır. Tədqiq olunan kristallar üçün qadağan olunmuş zonanın eni üçün 
tərkibdən asılı olaraq eV80,1;95,1;10,2=∆ε  qiymətləri alınmışdır. 

Keçiriciliyin temperatur asılılığından göründüyü kimi TlIn1-xDyxSe2 bərk 
məhlul kristallarında temperaturun ~400K temperatura kimi artması ilə elektrik 
keçiriciliyi nisbətən zəif meyllə artmaqda davam edir. Belə asılılıq aşağı 
temperaturlarda aşqar zonada yaranan keçiriciliklə əlaqədar olub, kvazimetallik 
xarakterə uyğundur. Bu hissədən sonra elektrik keçiriciliyinin nisbətən kəskin 
azalması müşahidə olunur və bu azalma tərkibdə disproziumun artması ilə daha 
kəskin hiss olunur. Buna səbəb aşqar mərkəzlərin tükənməsi və nəticədə yük-
daşıyıcıların konsentrasiyasının sabit qalmasıdır. Kristal qəfəsin düyünlərindən 
yükdaşıyıcıların səpilmələri nəticəsində yürüklüyünün məhdudlaşması baş ve-
rir və nəticədə temperaturun artması ilə elektrik keçiriciliyi azalır. K600400 ÷  
temperatur intervalında elektrik keçiriciliyinin eksponensial qanunla artımı ilə 
məxsusi keçiricilik oblastı müşahidə olunur. 
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Şək. 3. Müxtəlif tərkibli TlIn1-xDyx Se2 bərk məhlul kristalının elektrik  

 keçiriciliyinin temperatur asılılığı ( ;02,01: −x 2- ;03,0 3- ;05,0 ) 
 
Bərk cisimin fiziki xassələrinin öyrənilməsində termoelektrik hərəkət qüvvəsi 
(termoe.h.q.) və onun temperatur asılılığının öyrənilməsi xüsusi əhəmiyyətə 
malikdir. Termoe.h.q. mürəkkəb kinetik parametrdir və hətta maddədəki yük-
daşıyıcılar eyni tipli olduqda belə termoe.h.q. çoxlu parametrlərdən asılı olur. 
Zona nəzəriyyəsinə görə sabit potensiallı parabolik zona halında termoe.h.q. 
yükdaşıyıcıların konsentrasiyası və onların səpilmə mexanizminin funksiyası-
dır. Bir növ yükdaşıyıcıları olan cırlaşmamış elektron qazı üçün α-kəmiyyəti 
sadələşir və aşağıdakı kimi ifadə olunur: 
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Burada ε∆ -yükdaşıyıcının aktivləşmə enerjisidir. Termoe.h.q.-nin temperatur 
asılılığının xarakteri yükdaşıyıcıların konsentrasiyasının temperatur asılılığı ilə 
təyin olunur. Yükdaşıyıcıların konsentrasiyasının eksponensial qanunla artması 
zamanı temperaturun yüksəlməsi ilə termoe.h.q.-si azalmalıdır. Əgər A - kə-
miyyətinin zəif temperatur asılılığını nəzərə almasaq, onda α-kəmiyyətinin 
1/T-dən asılılığının meyl bucağının tangensi yükdaşıyıcıların aktivləşmə ener-
jisinə )( ε∆  bərabər olar. )/1( Tf=α  asılılığından təyin olunan aktivləşmə 
enerjisi, elektrikkeçiricilikdən təyin olunan aktivləşmə enerjisindən bir qədər 
çoxdur. Alınan nəticələr tədqiq olunan materiallarda keçiricilikdə həm elek-
tron, həm də deşiklərin iştirak etməsini sübut edir və bu yüklər termo e.h.q.-də 
öz əlavəsini verir. 

 Şəkil 4-də TlIn1-xDyxSe2 ( 05,0;03,0;02,0=x ) bərk məhlul kristallarında 
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termoelektrik hərəkət qüvvəsinin temperatur asılılığı göstərilmişdir. Alınan 
asılılıqlara görə aşağı temeraturlarda temperaturun artması ilə yükdaşıyıcıların 
termodinamik potensialları artır və bununla mütənasib olaraq termo-e.h.q də 
artır. Temperaturun nisbətən yuxarı qiymətlərində isə yükdaşıyıcıların konsen-
trasiyasının kəskin artımı termo-e.h.q-nin azalmasına səbəb olur  

 

   
Şək. 4. TlIn1-xDyxSe2 bərk məhlullarında termoelektrik hərəkət 
 qüvvəsinin temperatur asılılığı ( ;02,01: −x 2- ;03,0 3- ;05,0 ) 
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ВЛИЯНИЕ АТОМОВ Dy НА ЭЛЕКТРОННЫЕ СВОЙСТВА ТВЕРДО-

РАСТВОРНОГО КРИСТАЛЛА. TlIn1-xDyxSe2  ( ;02,01: −x 2- ;03,0 3- ;05,0 ) 
 

Н.С.САРДАРОВА, Н.А.ВЕРДИЕВА, М.Б.ДЖАФАРОВ, Ю.Г.НУРУЛЛАЕВ 
 

РЕЗЮМЕ 
 

Показано, что постепенным замещением в соединениях TlIn1-xDyxSe2 типа атомов 
индиума лантаноидными атомами можно получить новые полупроводниковые и твердо-
растворные кристаллы с более широким спектром. Из построенной фазовой диаграммы, 
соответствующей концентрациям Dy, в работе определено, что для изучаемой системы 
TlIn1-xDyxSe2 максимальное растворение соединения 2TlDySe  достигается при 11 %. 
Для твердо-растворных кристаллов основным характерным свойством является высокая 
концентрация вакантных мест в кристаллической решетке. 

 
Ключевые слова: твердо-растворный кристалл, полупроводниковое соединение, 

параметры решетки  
 

THE EFFECT OF Dy ATOMS ON THE ELECTRON PROPERTIES  
OF THE Tlİn1-xDyxSe2 TYPE SOLID-SOLUTION CRYSTAL  

( ;02,01: −x 2- ;03,0 3- ;05,0 ) 
 

N.S.SARDAROVA, N.A.VERDIYEVA, M.B.JAFAROV, Yu.G.NURULLAYEV 
 

SUMMARY 
 

It is shown that in the TlIn1-xDyxSe2 type composities, by gradual replacing of the 
indium atoms by lantanoid atoms it is possible to obtain semiconductor composities and solid-
solution crystals with a new and more wide spectral property. From the constructed phase 
diagram corresponding to the concentrations of ( ;02,01: −x 2- ;03,0 3- ;05,0 ) it is demonstrated 
in this work that for the TlIn1-xDyxSe2 system under consideration the maximal solution of 
TlIn1-xDyxSe2 composite is achieved at Dy. The main feature of the TlIn1-xDyxSe2 solid-
solution crystal is the existence in the crystal lattice of a high concentration of vacant places.  

 
Key words: solid-solution crystal, homogeneous semiconductor composite, parameters 

of the crystal lattice  
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İşdə ( )25,01 ≤− XSbxMnxGa  sistem ərintilərinin elektrofiziki xassələri ( )xR,, ασ  geniş 

temperatur intervalında ( )K600100 ÷ tədqiq edilmiş və beləcə də həmin temperatur in-
tervalında yükdaşıyıcıların üstünlük təşkil edən səpilmə mexanizmi öyrənilmişdir. 

 
Açar sözlər: bərk məhlul, Nernst-Ettinqshauzen effekti, elektrik keçirmə. 
 
Uzun müddət elə hesab edilmişdir ki, 3 d və 4 d keçid elementlərinin 

xarici elektron təbəqələrinin quruluşu həmin sıradan olan bir qrup elementlər 
üçün eyni olduğundan onlar daxil olduqları kristalın fiziki xassələrinə 
nəzərəçarpacaq dərəcədə təsir etməməlidir. 

Son bir neçə onilliklərin tədqiqatları göstərdi ki, belə elementlərdə 
elektronla dolmayan daxili səviyyələrin mövcud olması onların matris materialı 
ilə qarşılıqlı təsiri nəticəsində konkret şəraitdə həmin səviyyələrin elektronlarla 
qismən tutulması baş verir ki, bu da fiziki xassələrə öz təsirini göstərir. Elə ona 
görə də elmi ədəbiyyatda keçid elementlərinin təsiri ilə alınmış kristallar böyük 
maraq kəsb edir. 

Keçid elementinin əsasında istiqamətli düzülmüş iynəvari fazası olan 
AIIIBV kristal birləşmələri elektronikanın müxtəlif sahələrində tətbiq olunur [1, 
2]. 

Belə materiallarda bu və ya digər keçid elementi az və ya çox dərəcədə 
aşqar kimi həll olaraq matris materialın fiziki xassələrini köklü surətdə dəyişir. 
Odur ki, keçid elementlərinin AIIIBV birləşmələrinə aşqar kimi təsirinin 
öyrənilməsi nəzəri və praktik cəhətdən maraq kəsb edir. Bu keçid element-
lərinin müxtəlif valentlik göstərməsi və fiziki xassələrdə maraqlı anomaliyalar 
yaranması ilə əlaqədardır. 

Emeliyenko və onun əməkdaşları tərəfindən Fe və Ni-nin İnSb təsiri öy-
rənilmişdir. İşdə Fe-un təsirinə baxılmış və onun yaratdığı akseptor səviy-
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yəsinin temperatur asılılığı öyrənilmiş və müəyyən edilmişdir ki, həmin sə-
viyyə temperatur artdıqca 0,52 eV valent zonaya tərəf sürüşür. 

 AIIIBV birləşmələrinə 3 d keçid elementləridən (Fe, Co, Cr, Cu və s.) 
daha çox GaAs -ə təsiri öyrənilmişdir. Dəmirin GaAs-ın elektrik xassələrinə 
təsiri öyrənilərkən müəyyən olmuşdur ki, 200-400 K-də 0,1 am%-ə kimi n-
GaAs, 0,1 am%-dən böyük faizlərdə isə p-tip kristal alınır. Bu nəticələrə əsasən 
Fe-un GaAs enerji səviyyəsinin 0,37 eV olduğu müəyyən edilmişdir. 
Göstərilmişdir ki, Fe-un artması ilə Fe-un aktiv olmayan haldan aktivləşmə 
enerjisi 0,1 eV olan aktiv hala keçir. Sonralar matris material kimi AIIIBV 

yarımkeçirici birləşmələrdən biri olan GaSb götürülmüşdür. 
GaSb AIIIBV yarımkeçirici birləşmələr içərisində o birilərinə nisbətən 

asanlıqla alınan birləşmədir. GaSb sfalerit tipli tetraedrik quruluşda kristallaşır. 
Bir sıra işlər [3,4] göstərir ki, GaSb monokristalının alınması üçün Bridjman 
metodu daha əlverişlidir. Bir sıra hallarda üfüqi zona əritmə və yavaş soyutma 
metodundan da istifadə edilir. Alınma texnologiyasından asılı olmayaraq  
GaSb-da deşiklərin konsentrasiyası sm-3-dən aşağı alınmır və bu konsentra-
siyaya uyğun GaSb-un xüsusi elektrik keçiriciliyi otaq temperaturunda ∼14 
Om-1 sm-1 ətrafında olur. 

Ədəbiyyatdan məlumdur ki, GaSb əsasında alınmış Ga1-xMnxSb sistemi-
nin hal diaqramında x≤0,3 qiymətlərində GaSb əsasında bərk məhlul alınır [5]. 

Həmin işdə məqsəd x-in bir sıra qiymətlərində Ga1-xMnxSb sistemindən 
bir neçə nümunələr alınıb, onların bəzi elektrofiziki xassələrini ∼(100-600)K 
temperatur intervalında tədqiq etmək və həm də bu nümunələrdə yükda-
şıyıcıların üstünlük təşkil edən səpilmə mexanizmini araşdırmaqdır. 

İşdə məqsəd nəzərdə tutulan tədqiqatı aparmaq üçün bizim tərəfimizdən 
aşağıdakı tərkibdə nümunələr sintez edilmişdir. 

1. GaSb 
2. Ga0,95Mn0,05Sb 
3. Ga0,85Mn0,15Sb 
4. Ga0,75Mn0,25Sb 
Otaq temperaturunda bəzi kinetik xassələrin ölçülməsindən alınan  

nəticələr aşağıdakı cədvəldə verilmişdir. 
Tərkib Tip σ, Om-1 sm-1 α, 

mkV/K 
Yük daşıyıcıların 

konsentrasiyası, sm-3 
GaSb p 14 497 1,4∙ 1017 
Ga0,95Mn0,05Sb p 715 146 1,2∙ 1019 
Ga0,85Mn0,15Sb p 841 91 5,8∙ 1019 
Ga0,75Mn0,25Sb p 1250 62 8,2∙ 1020 

  
Cədvəldən göründüyü kimi, bütün tərkiblər p-tip keçiriciliyə malikdir. 

Tərkibdən asılı olaraq (σ)  yükdaşıyıcıların konsentrasiyası artır, termo e.h.q. 
isə qanunauyğun şəkildə azalır. Bu fiziki kəmtyyətlərin tərkibdən asılı olaraq 
belə dəyişməsi Mn miqdarının artması ilə əlaqədar olduğundan təbiidir. 
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Şəkil 1-də xüsusi elektrik keçiriciliyinin temperaturun tərs qiymətindən 
asılılığı verilmişdir. Göründüyü kimi nisbətən aşağı temperaturda bütün 
nümunələrdə az da olsa, temperaturun artması ilə σ artır. Təqribən 300 K-dən 
böyük temperaturda xüsusi elektrik keçiriciliyində azalma müşahidə olunur. 
Çox ehtimal ki, bu azalma məxsusi keçiricilik temperatur oblastına yaxınlaşma 
ilə əlaqədardır (p keçiricilik tipindən n-tipə keçməklə). Daha doğrusu, ölçü 
aparılan temperatur oblastı bütün nümunələr üçün aşqar, qarışıq və məxsusi 
keçiricilik oblastlarını əhatə edir. 
 
 
 
 
 
 
 
  
                                                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Şək. 1. Xüsusi elektrik keçiriciliyinin temperaturun tərs qiymətindən asılılığı. 
 

İşdə həm də yükdaşıyıcıların (deşiklərin) səpilmə mexanizminin öyrənil-
məsinə baxılıb. Yükdaşıyıcıların səpilmə mexanizmini təyin etmək üçün adətən 
termomaqnit effektlərindən geniş istifadə edilir. Eninə Nernst-Ettinqshauzen 
effekti (N-E) yükdaşıyıcıların səpilmə mexanizminə daha çox həssasdır. 

Elmi ədəbiyyatdan məlum olduğu kimi başqa kinetik hadisələrə nəzərən 
termomaqnit effektlər yükdaşıyıcıların səpilmə mexanizminə və başqa 
yükdaşıyıcıların növünə və işarəsinə çox həssasdır. 

Yükdaşıyıcıların səpilmə mexanizmini tədqiq etmək üçün işdə zəif 

maqnit sahəsində ( 1<<
c
Hµ , burada µ-yükdaşıyıcıların yürüklüyü, H- maqnit 

sahəsinin intensivliyi, c – işığın boşluqdakı sürətidir) ∼ ( )K600100 − temperatur 
intervalında GaSb  və aşqarlanmış nümunələrdə eninə Nernst-Ettinqshauzen 
(N-E) effekti tədqiq edilmişdir. 
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Məlum olduğu kimi zəif maqnit sahəsində bir növ yükdaşıyıcısı olan n və 
p-tip yarımkeçiricilər üçün eninə N-E effektinə üyğun eninə N-E əmsalı 
aşağıdakı kimi ifadə olunur: 

Har
e
kQ r2

1−⋅=⊥ , 

burada H -maqnit sahəsinin intensivliyi, k -Bolsman sabiti, e -elektronun yükü, 
r -yükdaşıyıcıların səpilmə parametri, ar isə vahid tərtibli əmsal olub, xüsusi 
cədvəldən təyin olunur. 

Düsturdan görünür ki, ⊥Q -əmsalı 1<r  olduqda müsbət, 1>r  olduqda 
isə mənfi qiymət alır. 1=r  olduqda isə 0=⊥Q  olur (yükdaşıyıcıların neytral 
aşqar atomlardan səpələnməsi zamanı). 

Qeyd edək ki,  ⊥Q  üçün verdiyimiz düstur cırlaşmayan yarımkeçiricillərə 
aiddir. Elektron – deşik qazı cırlaşmış olduqda, nəzəriyyə göstərir ki, eninə N-
E əmsalı ⊥Q mütləq qiymətcə keçilir ( ⊥Q -in işarəsinə təsir etmədən). 

Deyilənlərdən görünür ki, təcrübədə eninə N-E effektinin (əmsalının) 
işarəsini təyin etməklə biz tədqiq etdiyimiz nümunədə temperaturdan asılı 
olaraq hansı səpilmə mexanizminin üstünlük təşkil etməsi barədə fikir söyləyə 
bilərik. Həmin işdə qeyd etdiyimiz nümunələrdə eninə N-E effektini ölçməklə 
şəkildəki qrafik qurulmuşdur (şəkil 2). 

 

 
Şək. 2. Eninə Nernst-Ettinqshauzen əmsalının ⊥

−ENQ (T) temperaturdan asılılığı. 
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Şəkildən göründüyü kimi 2 və 3 №-li nümunələrdə ∼200K-dən aşağı 
temperaturlarda eninə  N-E effektinə uyğun ⊥Q -in işarəsi mənfidir. Bu isə 
∼200K-dən aşağı temperaturda yükdaşıyıcıların ion aşqarlardan səpələnməsinin 
mövcud olmasından xəbər verir. Təqribən (200÷250)K temperaturdan 
başlayaraq həmin nümunələrdə eninə N-E əmsalının təqribən sıfırdan keçib 
nümunələrin təmizlik dərəcəsindən asılı olaraq bir-birindən müəyyən qədər 
fərqlənən temperaturlarda müsbət qiymətə malik olur. Bu sonuncu isə nisbətən 
yüksək temperaturlarda (∼500 K-ə kimi) qəfəsin istilik rəqslərindən 
səpələnməsinin üstünlük təşkil etməsini göstərir. 1 №-li nümunədə effektin 
işarəsinin mənfi olması ∼300K -nə kimi uzanır. Təqribən 400K temperaturda 
bütün nümunələrdə, xüsusilə 2 və 3 №-li nümunələrdə qarışıq səpilmə 
mexanizmi özünü göstərir. 

Doğrudan da, nəzəriyyənin göstərdiyi kimi, ikinci növ yükdaşıyıcıların 
(bizim halda elektronların) yaranması ⊥Q -in temperatur gedişinə təsir edir. 
Belə ki, qarışıq keçiricilik halında eninə N-E effektinin əmsalı aşağıdakı 
düsturla ifadə olunur: 
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Burada ΔE -qadağan zonasının eni, 
p

nb
µ
µ

= , 
p
n=ν olub, nµ və pµ  

uyğun olaraq elektron və deşiklərin yürüklüyü, n və p isə onların 
konsentrasiyasıdır. 

Göründüyü kimi, qarışıq keçiriciliyin effektə verdiyi əlavə düsturda ikinci 
hədlə daha çox bağlıdır. Asanlıqla görünür ki, ΔE-in daha böyük qiymətlərində 
ikinci həddin rolu daha böyük olduğundan bu halda ⊥Q əmsalı mütləq qiymətcə 
azalır. 

Şəkildən göründüyü kimi, ∼(400÷600)K yüksək temperaturlarda da 
qarışıq keçiricilik oblastında ⊥Q əmsalı, zəif maksimumlardan keçərək nisbətən 
zəifləyərək baxılan temperatur intervalında qarışıq səpilmə mexanizminin 
olduğunu göstərir. 

Yükdaşıyıcıların səpilmə mexanizmini təyin etmək üçün bütün 
nümunələrdə eninə N-E effekti ölçülmüş və alınan nəticələrə əsasən eninə 
Nernst-Ettinqshauzen əmsalının ⊥

−ENQ (T) temperaturdan asılılıq qrafiki 
qururlmuşdur (şəkil 2).  

⊥Q (T) asılılığından göründüyü kimi ∼250K-dən aşağı temperaturlardan 
üstünlük təşkil edən səpilmə mexanizmi deşiklərin aşqar ionlardan səpilməsi, 
∼250K-dən yuxarı temperaturlarda isə akustik fononlardan səpilmə mexanizmi 
üstünlük təşkil edir. Daha yüksək temperaturlarda isə (∼600K -nə kimi) qarışıq 
səpilmə mexanizmi üstünlük təşkil edir 
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ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ И ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ 

СИСТЕМЫ ( )25,01 ≤− xSbMnGa xx   
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РЕЗЮМЕ 

 
В широком температурном диапазоне ( )K600100 ÷  изучались электрические и 

физические свойства ( )xR,, ασ  и преобладающее распределение носителей твердых 

растворов ( )25,01 ≤− XSbxMnxGa  . 
 
Ключевые слова: твердый раствор, эффект Нернста-Эттингсгаузена, 

электропроводность 
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SUMMARY 
 

In a wide temperature range ( )K600100 ÷ the electrical and physical properties 

( )xR,, ασ  and carrier scattering prevailing mechanisms of the system alloys 

( )25,01 ≤− XSbxMnxGa  have been studied. 
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VIII SİNİFDƏ “BUXARƏMƏLƏGƏLMƏ VƏ KONDENSASİYA” 

MÖVZUSUNUN  ÖYRƏNİLMƏSİNDƏ İNTERAKTİV 
METODLARDAN İSTİFADƏ 

 
X.İ.PADAROV, N.S.BAĞIROVA  

Azərbaycan Dövlət Pedaqoji Universiteti 
Nigar.bagirova.8989@mail.ru 

 
Orta məktəb fizika kursunda "Buxarəmələgəlmə və kondensasiya" mövzusu VIII sinifdə 

interaktiv metodla tədris edilir. Mövzunun tədrisində buxarəmələgəlmə və kondensasiya pro-
sesinin baş verməsi təcrübi yolla nümayiş etdirilir. Buxarlanma sürətinin maddənin növündən, 
mayenin sərbəst səthinin sahəsindən, temperaturdan, hava cərəyanından və rütubətdən 
asılılığına baxılır.  

 
Açar sözlər: buxarlanma, kondensasiya, interaktiv metod, maddə, aqreqat 

       
Pedaqoji anlayış olan fəal və interaktiv təlim müəllim və şagird kollek-

tivinin qarşılıqlı fəaliyyətinə əsaslanır. İnteraktiv təlim idrak və kommunikativ 
fəaliyyətin elə bir formasıdır ki, tədris olunan mövzunun mənimsənilməsinə 
müəllimlə yanaşı şagirdlərin hər biri öz töhfəsini verir. Müəllimin verdiyi isti-
qamət üzrə şagirdlərin sərbəst şəkildə araşdırma aparmaq, bir - biri ilə qarşılıqlı 
ünsiyyət qurmaq, xeyli dərəcədə müstəqil öyrənmək fəaliyyəti nəzərdə  tutulur. 
İnteraktiv metodlar bilikləri şagirdlərə hazır şəkildə deyil, müəllimin iştirakı ilə 
şagirdlərin özlərinin birlikdə axtarıb tapmalarına əsaslanır. Bu təlim prosesində 
müəllim istiqamətləndirici, təşkiledici, əlaqələndirici, şagirdlər isə tədqiqatçı, 
təcrübəçi və yaradıcı subyekt kimi fəaliyyət göstərir. Şagirdlərin dərs pro-
sesində təfəkkürü, bilik və bacarıqları inkişaf edir. Dərs prosesində şagird sər-
bəst  düşünür və  "mənə elə gəlir", "məncə", " fikrimcə" və s. sözlərdən istifadə 
edir. 

İnteraktiv təlim – müəllimin şagirdlərlə birgə qarşılıqlı və rəngarəng 
fəaliyyətini  həyata keçirən onların idrak fəallığını artıran, maraqlarını və təfək-
kürünü inkişaf etdirən, müasir təlim üsulları və vasitələrinin optimal tətbiqinə 
şərait yaradan iş formasıdır. 

Fizikanın tədris prosesi zamanı bütün şagirdlər, mövzunun müəyyən-
ləşməsində, tədqiqat sualların qoyulmasında, informasiyaların əldə edilməsin-
də, bir-biri ilə qarşılıqlı informasiya mübadiləsi edir, problemi birlikdə həll 
edir. Bu tədris prosesi zamanı şagirdlər öz fəaliyyəti və yoldaşlarının fəaliy-
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yətindən həm öyrənir, həm də onların qiymətləndirilməsində iştirak edir qiy-
mətləndirir. Şagirdlər işgüzar əməkdaşlıq şəraitində fərziyyələr irəli sürməklə, 
tədqiqat aparmaqla, təcrübə qoymaqla və müzakirələr  kecirməklə problemin 
həllini tapırlar. 

Fizikanın tədrisində problemin tədqiq edilməsi zamanı müxtəlif iş 
formalarından istifadə edilir. İnteraktiv metodların tətbiqinə əlverişli şərait 
yaradan təlimin təşkilinə fərdi  iş, cütlərlə iş, qrup işi, bütün siniflə iş kimi 
məşğələ formalarından istifadə olunur. 

Fizikanın tədrisində interaktiv yanaşma ilə bir çox fəal təlim metod-
larından istifadə edilir. Bunlara misal olaraq beyin həmləsi və ya əqli hücum, 
BİBÖ cədvəli, Venn diaqramı, dəyirmi masa, akvarium, insert, ziqzaq, karusel, 
müzakirə, T-cədvəl, esse, sorğu vərəqi və s. göstərmək olar.   

İnteraktiv metodların tətbiqi ilə bağlı olan fikrimizi "Buxarəmələgəlmə 
və  kondensasiya" mövzusunun  tədrisində göstərək. 

 
Alt standartlar 
1.1.3 İstilik hərəkəti  və elektrik cərəyanının mahiyyətini şərh edir. 
2.2.1 Maddənin aqreqat hallarını molekulların düzülüşü, hərəkəti və 

qarşılıqlı təsirinə  görə fərqləndirir. 
 
Təlim nəticələri 
Maddənin maye halından qaz halına və ya əksinə çevrilməsi prosesini 

şərh edir. 
Buxarəmələgəlmə və ya kondensasiya prosesini təcrübədə nümayiş 

etdirir. 
 
Resurslar 
Dərslik, iş vərəqlər, təcrübələr üçün plakatlar, şüşə, su, qab, kolba, hava 

dəyişən, qızdırıcı, masa, metal lövhə, spirt, pipet. 
 
İnteqrasiya 
C 1.2.1,Riy 1.4.1,Riy 5.1.1 Riy 4.2.1.Tex 1.1.1 Kim 1.1.1.İnf 3.2.2 
Qiymətləndirmə üsul və vasitələri. Şifahi sual-cavab (şifahi nitq 

bacarıqları üzrə qeydiyyat vərəqi). Tapşırıqvermə (təcrübələr) 
 
Müəllim lövhəyə bir neçə şəkil asır (şəkil1). 
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                                                               Şəkil-1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Şək. 1. 
 

Dərs prosesində mövzunun adını müəyyənləşdirmək üçün aşağıdakı 
suallar qoyulur: 

-Şəkildə gördükləriniz haqqında nə deyə bilərsiniz? 
-Nə üçün eyni şəraitdə maddələr fərqli aqreqat halında olurlar? 
-Maddələrin aqreqat hallarının dəyişməsi nə ilə bağlıdır? 
-Nə üçün günəş çıxandan sonra su hövzələrində sular azalır, gölməçə-

lərdə isə quruyur, bunun səbəbi   nədir? 
- Bəs yaş torpaq, nəmli paltar, gölməçədəki su  Günəş çıxdıqdan sonra 

quruyurmu?  
-Yağışın yağmasının səbəbi nədir? 
-Buludlar necə yaranır? 
-Dekabr ayında, yoxsa iyul ayında kiçik su hövzələrində su görmək olar? 
Problemin həllini araşdırarkən şagirdlər fərziyyələr irəli sürürlər. Şagird-

lərin məqsədyönlü şəkildə yeni informasiyalar əldə etməsi, yeni bilikəri kəşf 
etmək üçün münasib şərait yaranır. Tədqiqat müxtəlif iş üsulları və formaları 
ilə aparılır. 

Müəllim şagirdləri 5  kiçik qrupa bölür. İş vərəqlərində tədqiqat suallarını 
şagirdlərə paylayır. Hər qrup tədqiqat sualına cavab 
verməyə kömək edə biləcək faktları tapmaq üçün aşa-
ğıdakı təcrübələri  aparırlar. 

I qrup- Hansı maye daha tez buxarlanar, şüşə 
lövhə üzərindəki su yoxsa spirt damcısı?  

Şagirdlər bu tədqiqat sualına müvafiq təcrübə 
aparırlar. 
     

Təchizat. Şüşə lövhə, spirt, su, pipet.                                       Şək. 2 
İşin gedişi.                                                                           
Şagirdlər şüşə lövhə üzərinə pipetlə su və spirt damcısı qoyaraq təcrübəni 

aparırlar (şəkil 2).                             
Bu zaman şagirdlər spirt damcısının su damcısına nisbətən daha tez 

buxarlandığını müşahidə edirlər. 
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Şagirdlərin gəldiyi qənaət: Buxarlanmanın sürəti mayenin növündən 
asılıdır. 

II qrup– Mayenin buxarlanması qabın açıq 
səthinin sahəsindən asılıdırmı?  

Şagirdlər bu tədqiqat sualına cavab tapmaq 
üçün isti çayın stəkanda, yaxud nəlbəkidə soyu-
masına aid aşağıdakı təcrübəni aparırlar. (Şəkil 3). 

 
Şək. 3 

Təchizat. İsti su, səthinin sahəsi muxtəlif   olan  qablar (kolba, boşqab və s).  
İşin gedişi                                                                                          
Səthinin sahəsi müxtəlif olan qabların içinə eyni miqdarda isti su tö-

kürlər.  
Şagirdlər müşahidə edirlər ki, səthinin sahəsi 

böyük olan qabdakı su səthinin sahəsi kiçik olan 
digər qablara nisbətən tez soyuyur. Bu zaman 
səthinin sahəsi böyük olan qabda maye sürətlə 
buxarlanar. 

III qrup- Qızdırıcı üzərində, yaxud masa 
üzərində su daha tez buxarlanar?                                                             Şək. 4                                             

Şagirdlər bu tədqiqat sualına uyğun aşağıdakı təcrübəni aparırlar (şəkil 4).                        
 
Təchizat. Su, qızdırıcı, iki eyni  qab, ştativ.  
İşin gedisi. 
Eyni miqdarda su olan iki eyni qab götürürlər. Qabın birini masa üzərinə, 

digərini isə qızdırıcı üzərinə qoyurlar. Şagirdlər qızdırıcı üzərində olan suyun 
masa üzərindəki sudan tez buxarlandığını müşahidə edirlər.                            

 
IV qrup-  Yaş paltar küləkli havada tez quruyar, yoxsa yağışlı havada ? 
Şagirdlər bu tədqiqat sualına müvafiq aşağıdakı təcrübə aparırlar (şəkil 5) 
Təchizat. İki qab, su, hava dəyişən.  
İşin gedişi. 
İçərisində eyni miqdarda su olan iki eyni 

boşqabın digərini isə hava dəyişənin yanına 
qoyulur.                                                                                                                                          

Hava dəyişənin yanına qoyulmuş qabdakı 
suyun daha tez buxarlandığını müşahidə edirlər.  

                                                              Şək. 5 
V qrup- İçərisində isti su olan qabı metal qapaqla bağlayıb, bir neçə 

dəqiqə sonra açdıqda qapaqda niyə su damcıları əmələ gəlir?  
Şagirdlər bu tədqiqat sualına müvafiq təcrübə aparırlar (şəkil 6). 
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Təchizat.1- kolba, 2- Şüşə boru, 3 -
keçirilən tıxac, su, 4- metal boru, 5 -rezin 
boru, 6 -su damcıları, 7 -qızdırıcı,  8 -ştativ, 9 
–qab                                                                 

                                                                                            
Şək. 6 

İşin gedişi. 
Şagirdlər kolbanı ştativə bərkidir, içə-

risinə bir qədər su töküb, ağzını tıxacla bağ-
layırlar. Qızdırıcını işə salıb, suyun qaynamasına və buxarın  yaranmasına nail 
olurlar. Şüşə borudan çıxan su buxarının qarşısına ştativə birləşmiş dəmir boru  
və onun altında  qab yerləşdirilir. 

Bu zaman su buxarlanır və buxar molekulları dəmir boruya dəyir, daxili 
enerjinin bir hissəsini verərək kondensasiya edir və mayeyə çevrilir. 

Şagirdlər təbiətdə rast gəldikləri hadisələri nəzərdən keçirirlər, qrup da-
xilində birgə əməkdaşlıq edir, öz bilik, bacarıq və vərdişləri əsasında bu sual-
larla əlaqədar təcrübələri aparırlar, aldıqları nəticələri müzakirələr əsasında ki-
çildirlər və nəticəni vatman kağızına yazıb, eyni vaxtda lövhədən asırlar. Təq-
dimetmə zamanı müəllim şagirdlərdən fərziyyələri soruşur. Şagirdlərlə birgə 
müzakirələr aparılır. Sonra suallarla bağlı ümumiləşmə aparılır və nəticə çıxa-
rılır. Ümumiləşdirmə nəticələrin çıxarılması zamanı motivasiya mərhələsində 
qoyulan tədqiqat sualına və irəli sürülən fərziyyələrə nə dərəcədə cavab veril-
diyi müəyyənləşdirilir. 

Mayelərdə molekulyar cazibə qüvvələri molekulları çox uzaqlaşmağa 
qoymur, bir-birinin yanında saxlayır. Maye molekulları nizamsız hərəkət etdi-
yindən molekullar toqquşur. Bu zaman molekullar arasında  enerji mübadiləsi 
baş verir. Burada bəzi molekulların sürəti xeyli artır. Böyük sürət alan mo-
lekullar qonşu molekulların cazibəsinə və maye səthi üzərindəki  atmosfer təz-
yiqinə  üstün gələrək onu tərk edir. Mayenin sərbəst səthini tərk edən molekul-
lar onun üzərində buxarəmələgəlmə prosesini yaradır. Maye halının buxar ha-
lına keçmə prosesinə buxarlanma deyilir. 

Buxarəmələgəlmə 2 üsulla ola bilər: buxarlanma və qaynama. 
Mayelər istənilən temperaturda buxarlanır, çünki onların daxilində hə-

mişə müəyyən qədər böyük sürətə malik  molekullar var. Bundan sonra müəl-
lim buxarlanmanın sürətinin nədən asılı olduğunu şagirdlərlə birgə ümumiləş-
dirir. Şüşə lövhə üzərinə eyni miqdarda su və spirt damcısı qoyduqda əvvəlcə 
spirt, sonra su damcısı buxarlanır. Bu təcrübə vasitəsilə mayenin buxarlanma 
sürətinin maddənin növündən asılı olduğunu müəyyən edirlər. 

Daha sonra 2-ci sual müzakirə edilir. Səthinin sahəsi böyük olan qabda 
su tez soyuyur. Həmçinin bilirik ki, çayı nəlbəkiyə tökdükdə daha tez soyuyar. 
Deməli, buxarlanmanın sürəti mayenin sərbəst səthinin sahəsindən asılıdır. 

153 



Müəllim 3-cü sualın cavabını şagirdlərlə ümumiləşdirir. Buxarlanmanın 
sürəti temperaturdan asılıdır. Ona gorə qızdırıcı üzərində olan su masa üzərində 
olan sudan daha tez buxarlanr. 

Müəllim şagirdlərlə 4-cü sualın cavabını ümumiləşdirir. Yaş paltar 
küləkli havada tez quruyar, rütubətli havada gec. Çünki, hava cərəyanının 
vasitəsilə molekullar sürətlə hərəkət edir. Deməli, buxarlanmanın sürəti hava 
cərəyanından və rütubətdən asılıdır. 

Daha sonra növbəti sual müzakirə edilir. Buxarlanan maye dəmir lövhəyə 
dəydikdə maye halına keçir – kondensasiya prosesi baş verir. Sonuncu təc-
rübədə buxarlanma və kondensasiya eyni anda baş verir. 

Beləliklə, su hövzələrindən, çay, dəniz və okeanlardan buxarlanan su 
buxarları buludları əmələ gətirir, atmosferin yuxarı qatlarında havanın 
temperaturu aşağı olduqda su buxarları soyuyur, sıxlaşır, kondensasiya edərək 
maye halına çevrilərək, yağışın yağmasına səbəb olur. Bu baş verən hadisələr 
təbiətdə canlı aləmin mövcudluğunu təmin edən  su dövranın əsasını təşkil edir. 

Mövzuyla bağlı biliklərin mənimsənilməsinin başlıca meyarı onun ya-
radıcı surətdə tətbiqidir. Yaradıcı tətbiqetmə biliyin möhkəmləndirilməsi ilə 
yanaşı şagirdlərdə praktiki bacarıqların təşəkkülündə mühüm rol oynayır. 
Müəllim şagirdlərə təklif edə bilər ki, yeni suallara cavab tapmaq üçün 
qazanılmış bilikləri tətbiq etməyə çalışsınlar. 

Müəllim şagirdlərə keyfiyyət xarakterli məsələ təqdim edir. Təbiətdə 
gedən buxarlanmanın sürətlənməsi lazımdır, yaxud ləngiməsi? 

Bu zaman diskussiya yaranır. Şagirdlər biliklərini təbiətlə əlaqələndirib 
fikirlərini bildirirlər. Bitki diblərinə verilmiş su tez qurumasın deyə buxarlan-
manı ləngitmək lazımdır. Bunun üçün torpağın məsaməliliyini artırırlar, suvar-
manı axşama doğru aparırlar, suvarılan ağacın dibinə quru ot qoyurlar. Bəzən 
əksinə bitkiyə çoxlu miqdarda verilmiş suyun buxarlanmasını sürətləndirmək 
lazımdır. 

Müəllim dərsin təlim məqsədlərinə nail olmaq dərəcəsini aşağıdakı 
meyar üzrə qiymətləndirə bilər. 
Qiymətləndirmə meyarları: nümayişetmə, şərhetmə. 
I səviyyə II səviyyə III səviyyə I Vsəviyyə 
Buxarlanma və 
kondensasiya 
prosesini təcrübədə 
zəif nümayiş etdirir 

Buxarlanma və 
kondensasiya 
prosesini müəllimin 
köməyilə təcrübədə  
nümayiş etdirir. 

Buxarlanma və 
kondensasiya 
prosesini  təcrübədə 
əsasən nümayiş 
etdirir. 

Buxarlanma və 
kondensasiya 
prosesini təcrübədə 
tam aydın nümayiş 
edirir. 

Buxarəmələgəlmə və 
kondensasiya 
prosesini zəif şərh 
etdirir. 

Buxarəmələgəlmə və 
kondensasiya 
prosesini müəllimin 
köməyilə şərh etdirir. 

Buxarəmələgəlmə və 
kondensasiya 
prosesini  şərh etdirir. 

Buxarəmələgəlmə 
və kondensasiya 
prosesini aydın şərh 
etdirir. 
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ИЗУЧЕНИЕ ТЕМЫ «ИСПАРЕНИЕ И КОНДЕНСАЦИЯ»  
В VIII КЛАССЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИНТЕРАКТИВНОГО МЕТОДА 

 
Х.И.ПАДАРОВ, Н.С.БАГИРОВА 

 
РЕЗЮМЕ 

 
Тема “Испарение и конденсация” в VIII классе в курсе физики средней школы 

преподается интерактивным методом. Тема испарение и конденсация по предмету 
демонстрируется опытным путем. Скорость испарения зависит от типа вещества, 
свободного от  жидкости пространства, температуры, воздушного потока и влажности. 

 
Ключевые слова: испарение, конденсация, интерактивные методы, статья, 

агрегат. 
 

THE STUDY OF THE TOPIC OF “EVAPORATION AND CONDENSATION” IN THE VIII 
FORM USING THE INTERACTIVE METHOD 

 
 Kh.I.PADAROV, N.S.BAGIROVA 

 
SUMMARY 

 
The topic of “Evaporation and Condensation” is taught through the interactive method 

at secondary schools. The topic of evaporation and condensation is demonstrated 
experimentally. The rate of evaporation depends  on the type of the substance, free surface area 
of the fluid, temperature, weather current and wetness. 

 
Key words: evaporation, condensation, interactive methods, matter, aggregate. 
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Ulduzların kimyəvi tərkibinin təyininin model üsulu şərh olunur. Kimyəvi tərkibin 
təyininin model üsulunda əvvəlki mərhələlərdə ulduzun effektiv temperaturu, səthində ağırlıq 
qüvvəsinin təcili,atmosferində mikroturbulent hərəkət sürəti təyin edilir.  

Kimyəvi tərkib–ulduzların mühüm parametrlərindən biridir. Kımyəvi elementlərin 
yaranması,ulduzların təkamülü, Kainatın yaranması və kimyəvi təkamülü kimi elmi prob-
lemlərin həllində ulduzların kimyəvi tərkibinin təyini əhəmiyyətli məsələdir.  

 
Açar sözlər: ulduzlar,fundamental parametrlər,kimyəvi tərkib 
 
Müasir mülahizələrə görə Bizim Qalaktika və digər qalaktikalar ağır 

elementlərin olmadığı qaz-toz mühitindən yaranmışlar. Böyük partlayış zamanı 
genişlənmə başladıqdan sonra təxminən bir dəqiqə müddətində yalnız ən 
yüngül elementlər (yük ədədi Z ≤ 5 olan elementlər: hidrogen, helium və 
nəzərə alınmayacaq miqdarda litium, berillium, bor) sintez olunublar. Sonra isə 
nuklosintez prosesləri, ilk ulduzlar yaranana qədər- milyon illər müddətində 
dayanıb. Ulduzlar yarandıqdan sonra onların nüvəsində gedən nüvə sintezi 
reaksiyalarında ağır elementlər yaranmağa başlayıb. Ulduzların nüvəsində nüvə 
sintezi reakiyaları dəmirin (Z=26) əmələ gəlməsinə qədər davam edir. 
Beləliklə, ulduzlar bir neçə nüvə təkamülü mərhələlərindən keçir və bu mərhə-
lələr dəmir nüvəsinin yaranması ilə bitir. Yük ədədi Z≤ 26 olan ağır element-
lər ulduzların təkamülünun nisbətən sakit mərhələsində yaranır və sonra ul-
duzlararası fəzaya intensiv maddə axını ilə düşür. Ulduzun nüvəsində enerji 
mənbəyi söndükdən sonra güclü sıxılma, qravitasiya kollapsı və alışma baş 
verir ifrat yeni hadisəsi müşahidə olunur. Digər ağır elementlər (Z>26) ifrat 
yeni ulduzların alışması zamanı sintez olunur və ətraf fəzaya atılır. Bu yollar 
ilə ulduzlararası mühit ağır elementlər ilə zənginləşir. Ağır elementlər ilə zən-
gin ulduzlararası mühitdən sonrakı nəsil ulduzlar yaranır, bu ulduzların da 
daxilində metallar sintez olunur və ulduzlararası mühitə atılır. Beləliklə, Qalak-
tikada maddənin dairəvi dövr etməsi prosesi gedir, proses müddətində ulduzlar, 
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ulduzlararası qaz kimyəvi tərkibini dəyişir. İfrat yeni mərhələsinə yalnız kütləsi 
Günəşin kütləsindən 8-10 dəfə böyük olan ulduzlar çatır. Kosmik miqyasda 
belə ulduzların təkamülü tez, 5-10 mln. il davam edir. Beləliklə, Qalaktik 
maddənin metallarda zənginləşməsində ən böyük töhfəni 8 Günəş kütləsindən 
böyük kütləli ulduzlar verir.  

Kimyəvi tərkib –ulduzların mühüm parametrlərindən biridir. Ulduzun da-
xili quruluşu və şüalanma spektri kimyəvi tərkibdən asılıdır. Kimyəvi tərkibi 
təyin etməklə təkcə ulduzlar haqqında deyil, daha əhəmiyyətlisi onların daxil 
olduğu ulduz sistemlərinin fiziki xarakteristikaları haqqında məlumat alınır. 
Kımyəvi elementlərin yaranması,ulduzların təkamülü, Kainatın yaranması və 
kimyəvi təkamülü kimi elmi problemlərin həllində ulduzların kimyəvi tərkibi-
nin təyini əhəmiyyətli məsələdir.  

Ulduzların kimyəvi tərkibinin təyinində dəqiqlik tədbiq olunan üsullar-
dan asılıdır. Ulduzların kimyəvi tərkibinin təyinində ilk istifadə olunan üsul 
yüksəliş əyrisi üsuludur. Bu üsul dəqiq üsul deyil, məsələn, yüksəliş əyrisi üsu-
lu ilə kimyəvi elementlərin miqdarını təyin etdikdə qəbul olunur ki, bütün 
spektral xətlər eyni bir fiziki şəraitdə yaranır. Hal-hazırda isə məlumdur ki, 
ulduz atmosferlərində spektral xəttin yarandığı oblastda temperatur dərinlikdən 
asılı olaraq 2 dəfə, qaz və elektron təzyiq isə 2-3 və daha çox dəfə dəyişə bilir. 
Atmosfer modelləri dəqiqliklə hesablanır və ulduzların kimyəvi tərkibi model 
üsulu ilə təyin olunur. Model üsulu ilə ulduzların kimyəvi tərkibinin təyini 
yüksək keyfiyyətli müşahidə spektrlərinə əsaslanır. Astronomiya texnikasının 
sürətli inkişafı nəticəsində böyük ölçüsü teleskoplarda yeni işıq qəbulediciləri 
qurulur, yüksək ayırdetmə qabiliyyətli spektrlər alınır və müasir proqramlar ilə 
işlənir. Hal-hazırda uyğun kompüter proqramları çap edilmişdir, bu proqramlar 
vasitəsilə hər bir tədqiqatçı lazımi atmosfer modellərini, ulduzların sintetik 
spektrlərini hesablaya bilır. Beləliklə ulduzların kimyəvi tərkibini təyin etmək 
üçün güclü qurğu yaradılmışdır.  

Atmosfer modeli üsulu ilə ulduzların atmosferlərinin tədqiqi spektral və 
fotometrik kəmiyyətlərin müşahidədən ölçülmüş və nəzəri hesablanmış qiy-
mətlərinin müqyisəsinə əsaslanır. Bu kəmiyyətlərin nəzəri qiymətləri ulduz at-
mosferləri modelləri əsasında hesablanılır. Müqayisə əsasında ulduz atmosfer-
lərində effektiv temperatur 𝑇𝑒𝑓, ağırlıq qüvvəsinin təcili 𝑔, mikroturbulent 
hərəkət sürəti𝜉𝑡, elementlərin miqdarı təyin edilir.  

Ulduz atmosferlərinin kimyəvi tərkibini digər elementlərin atomlarının 
tam konsentrasiyasının hidrogen atomlarının konsentrasiyasına nisbəti təyin 
edir: 

𝑙𝑔𝜀(𝑥) = 𝑙𝑔
𝑁(𝑥)
𝑁(𝐻)

+ 12 

 
burada 𝑁(𝑥)bütün ionlaşma dərəcələri nəzərə alınmaqla verilən elementin 
atomlarının, 𝑁(𝐻) hidrogen elementinin atomlarının tam konsentrasiyasıdır. 
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Bu skalada hidrogenə 𝑙𝑔ε(H) = 12 miqdarı uyğundur. Qeyd edək ki, əksər 
ulduzların atmosferlərində hidrogen miqdarı ən çox olan elementdir, odur ki, 
adətən digər elementlərin miqdarı hidrogenin miqdarına nisbəti kimi ifadə 
olunur.  

Astrofizikada hidrogen və heliumdan ağır elementləri metallar adlan-
dırmaq qəbul olunmuşdur. Ulduz atmosferlərində metalların miqdarı hidrogen 
və helium miqdarından olduqca azdır. Ancaq əksər ulduzların spektrlərində ən 
çox müşahidə olunan xəttlər metallara məxsusdur.  

 Hər hansı 𝑋 elementinin miqdarının ulduz və Günəsdə fərqi adətən 
 

�
𝑋
𝐻
� = 𝑙𝑔𝜀∗(𝑋) − 𝑙𝑔𝜀(𝑋) 

 
kəmiyyəti ilə xarakterizə olunur. Xüsusi halda 

�
𝐹𝑒
𝐻
� = 𝑙𝑔𝜀∗(𝐹𝑒) − 𝑙𝑔𝜀(𝐹𝑒) 

 
parametrindən istifadə olunur və bu parametr ulduzun “metallığı” adlanır. Belə 
ki əksər ulduzların spektrində 𝐹𝑒 xətləri ən çox sayda olan xətlərdir, odur ki, 
dəmirə görə nəticələr digər metallar ilə müqayisədə daha etibarlı təyin edilir. 
Həmçinin ulduzların təkamülünün sakit mərhələsində 𝐹𝑒 atomları termonüvə 
reaksiyalarında iştirak etmir, yəni atmosferdə dəmirin 𝐹𝑒 verilən miqdarı sax-
lanılır. Əgər�𝐹𝑒

𝐻
�  ≈ 0 alınırsa, “metallıq” normal hesab olunur. Bir sıra hallarda 

ulduzların metallığı�𝑋
𝐻
� qiymətlərinin bir sıra metallara görə ortalaşdırılmış 

�𝑀
𝐻
�kəmiyyəti ilə xarakterizə olunur.  

 Tədqiqatların nəticələrinin, xüsusi halda elementlərin miqdarının təyi-
ninin dəqiqliyi seçilmiş atmosfer modelinin ulduzun real atmosferində fiziki 
şəraiti nə dərəcədə düzgün təsvir etməsindən asılıdır.  

 Ulduz atmosferləri modellərinin hesablanması nəzəri astrofizikanın inki-
şaf etmiş sahəsidir. Ulduzların kimyəvi tərkibinin təyinində daha cox istifadə 
olunan modellər Kurucun modelləridir [1]. Kuruçun son modellərinin bazis 
parametrləri geniş diapozondadır: 𝑇𝑒𝑓 = (3000 − 50000)𝐾 və 𝑙𝑔𝑔 = 0 − 5 
( 𝑠𝑚
𝑠𝑎𝑛2

). 7000-dən artıq modellər hesablanmışdır. Örtük effekti dəqiq nəzərə 
alınmışdır (58 ∙  106 sayda həm atom, həm də molekul xətləri), həmçinin 
𝑇𝑒𝑓 ≤ 8000𝐾 model hesablamalarına konveksiya daxil edilmişidir. 50000-dən 
artıq xətt üçün LTT-dən kənara çıxma effekti nəzərə alınmışdır. Heliumun 
miqdarı normal qəbul olunur �𝐻𝑒

𝐻
= 0. 11�. Metallıg parametri�𝑀

𝐻
� +1-dən -5-ə 

qədər geniş diapazondadır.  
Kurucun işlərində modellər ilə yanaşı, həmçinin müşahidə ölçmələri ilə 

müqyisə etmək üşün bir sıra kəmiyyətlərin hesablanmış qiymətləri, məsələn 
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hidrogenin Balmer seriyasının 𝐻𝛼 − 𝐻𝛿  xətlərinin profilləri və ekvivalent en-
ləri, 𝑈𝐵𝑉 və 𝑢𝑣𝑏𝑦 fotometrik sistemlərində rəng göstəriciləri, 229𝐴° −
20𝑚𝑘𝑚 dalğa uzunluğu diapazonunda şüalanma seli 𝐹𝜆 -nın paylanması 
verilir.  

 Ulduzların model üsulu ilə tədqiqinin birinci mərhələsi onların effektiv 
temperaturları 𝑇𝑒𝑓və ağırlıq qüvvəsi təcilinin 𝑔təyinidir. Belə ki,effektiv tem-
peratur 𝑇𝑒𝑓 və ağırlıq qüvvəsinin təcili 𝑔 atmosfer modellərinin bazis parametr-
ləridir. Ulduzun kimyəvi tərkibini təyin etmək üçün uyğun bazis parametrli 
model seçilir.  

 
Effektiv temperatur və ağırlıq qüvvəsinin təcili 

  
Model üsulu ilə ulduzların effektiv temperaturları və ağırlıq qüvvəsinin 

təcili eyni zamanda təyin olunur. Bu üsul ulduzların bir sıra fotometrik və 
spektral xarakteristikalarının müşahidədən ölçülmüş və modellərdən hesab-
lanmış qiymətlərinin müqayisəsinə əsaslanır. Bu zaman aşağadakı meyarlardan 
istifadə olunur: 

 1). Kəsilməz spektrdə enerjinin nisbi paylanmasının müşahidə və nəzəri 
qiymətlərinin müqayisəsi. Bu üsul monoxromatik işıqlanma 𝐸𝜆-nın geniş dalğa 
uzunluğu 𝜆 intervalında olçülməsinə əsaslanır. Spektrdə enerjinin nisbi pay-
lanmasının müşahidədən ölçülən ( 𝐸𝜆

𝐸𝜆0
) və modellərdən hesablanan ( 𝐹𝜆

𝐹𝜆0
 ) 

qiymətləri müqayisə olunur. 𝑇𝑒𝑓 -ə müxtəlif qiymətlər verilir, spektrdə enerji-
nin nəzəri nisbi paylanması ilə müşahidə nisbi paylanması üst-üstə düşən hala 
uyğun effektiv temperatur götürülür. Bir sıra hallarda işıqlanmanın müşahidə 
qiymətlərinin Balmer sərhədinə qədər və sonra nisbəti (𝐸4625

𝐸3625
), nəzəri hesab-

lanmış sellərin nisbəti ( 𝐹4625
𝐹3625

 ) ilə müqayisəsi olunur. Müqayisə əsasında 
 

𝐹4625
𝐹3625

=
𝐸4625
𝐸3625

 

 
bərabərliyini ödəyən bir sıra bazis parametrli ( 𝑇𝑒𝑓 , 𝑙𝑔𝑔 ) modellər seçilir. 

Qeyd edək ki, işıqlanmalar𝐸𝜆əksər ulduzlar üçün ölçülmüşdür və bu kəmiyyət-
lər bir sıra kataloqlarda verilir. Əgər ulduz uzaq məsafədədirsə, ulduzlara qədər 
məsafəni 𝑑 və ya tam udulmanı 𝐴𝑉 bilərək ölçülən işıqlanmada 𝐸𝜆 ulduzlar-
arası fəzada udulmanın təsirini nəzərə almaq lazımdır.  

2). Spektrdə enerjinin paylanmasının digər xarakteristikaları kimi 𝑈𝐵𝑉 
və 𝑢𝑣𝑏𝑦 fotometrik sistemlərdə rəng göstəricinin müşahidədən ölçülmüş və nə-
zəri hesablanmış qiymətləri müqayisə edilir. Əsasən 𝑈𝐵𝑉 sistemində 𝑄, 𝑢𝑣𝑏𝑦 
sistemində isə [𝑐1]indekslərindən istifadə olunur. Bu indekslərdən istifadə 
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etmək ona görə əhəmiyyətlidir ki, onlar ulduzlararası fəzada udulmanın 
təsirindən azaddırlar.  

Geniş kataloqlar mövcuddur, bu kataloqlardan [𝑐1] = 𝑐1 − 0. 2(𝑏 − 𝑦)) 
və 𝑄 = (𝑈 − 𝐵) − 0. 72(𝐵 − 𝑉) indeksləri təyin edilir. Sonralar 𝑢𝑣𝑏𝑦 sistemi-
nə 𝛽 kəmiyyəti əlavə olunmuşdur. Bu kəmiyyət 𝐻𝛽xəttinin intensivliyini ölçür. 
𝛽 kəmiyyətinin nəzəri qiymətləri [2]–də, [ 𝑐1] və 𝑄 indekslərinin nəzəri qiy-
mətləri [3]-də hesablanır. [ 𝑐1] ,𝑄 indekslərinin və 𝛽 kəmiyyətinin müşahidə və 
nəzəri hesablanmış qiymətləri müqayisə olunur və yeni 𝑇𝑒𝑓 , 𝑙𝑔𝑔 cütləri təyin 
olunur.  

3). Spektral xarakteristika kimi, əsasən hidrogenin Balmer seriyasının 
𝐻𝛼,𝐻𝛽 ,𝐻𝛾,𝐻𝛿 xətlərinin profillərinin və ya ekvivalent enlərinin müşahidədən 
ölçülmüş və nəzəri hesablanan qiymətləri müqayisə olunur. Qeyd edək ki, 
əksər parlaq ifratnəhəng ulduzlarda 𝐻𝛼 ,𝐻𝛽profili asimmetrikdir və hətta emi-
siya müşahidə olunur. Belə ulduzlar üçün yalnız𝐻𝛾,𝐻𝛿 xəttlərindən istifadə 
olunur. Qeyd edək ki, Balmer xəttlərinin nüvəsi ulduz atmosferlərinin yuxarı 
qatlarında yaranır, bu qatların quruluşu dəqiq məlum deyil, odur ki, 𝑇𝑒𝑓 , 𝑙𝑔𝑔 –
ni təyin etdikdə Balmer xəttlərinin nüvəsindən istifadə olunmur.  

4). Ulduzların effektiv temperaturları, həmçinin infraqırmızı sel üsulu ilə 
təyin olunur. İnfraqırmızı sel üsulu ilə ulduzların effektiv temperatur və bucaq 
diametrlərinin təyini tam şüalanma selinin və infraqırmızı dalğa uzunluğunda 
monoxromatik şüalanma selinin ölçülməsinə əsaslanır. Bu kəmiyyətlər, effek-
tiv temperatur və bucaq diametrləri arasında aşağıdakı münasibətlər mövcud-
dur: 

𝐹𝐸 = 𝜃2

4
𝜎𝑇𝑒𝑓𝑓4       (1) 

 
𝐹𝐸,𝜆=𝜃

2

4
φ(𝑇𝑒𝑓𝑓 ,𝑔, 𝜆)    (2) 

burada 𝐹𝐸 və 𝐹𝐸,𝜆 yerdə ölçülən, uyğun olaraq tam və λ-dalğa uzunluğunda 
monoxromatik şüalanma selləri, φ(𝑇𝑒𝑓𝑓,𝑔, 𝜆) λ- dalğa uzunluğunda ulduzun 
şüalandırdığı şüalanma seli, θ-radianlarla bucaq diametri, 𝑇𝑒𝑓𝑓-effektiv tempe-
ratur, 𝑔-ulduzun səthində ağırlıq qüvvəsi təcili,σ -Stefan-Bolsman sabitidir.  

𝐹𝐸
𝐸𝐸,ƛ

=R       (3) 
işarə edək. (1) və (2) ifadələrinə görə 

R= 
𝜎𝑇𝑒𝑓𝑓

4

𝜑(𝑇𝑒𝑓𝑓,𝑔,𝜆)
      (4) 

φ(𝑇𝑒𝑓𝑓,𝑔, 𝜆) =πF(𝑇𝑒𝑓𝑓,𝑔, 𝜆) ulduz atmosferləri modelləri əsasında hesablanır. 
R-in müşahidə və nəzəri hesablanmış qiymətlərinin müqayisəsi əsasında ulduz-
ların effektiv temperatur və bucaq diametrləri təyin edilir.  
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5). Parallaksın tətbiqi üsülu ulduzların effektiv temperaturu və ağırlıq 
qüvvəsi təcilinin təyinində yeni üsul hesab olunur. Bu üsul atmosfer model-
lərinin seçilməsindən asılı deyil. Məlum 

ϑϑπ AmTBCMMg eff 4,04,0log250,10log44,0/loglog −+′′+−=−−−   
bərabərliyinin sağ tərəfi baxılan ulduz üçün müşahidədən ölçülə bilən kəmiy-
yətdir, sol tərəfi isə 𝑇𝑒𝑓 𝑣ə 𝑙𝑔𝑔-dən asılı kəmiyyətdir. 𝑇𝑒𝑓 𝑣ə 𝑙𝑔𝑔-ə müxtəlif 
qiymətlər verərək təkamül əyrilərindən [4] MM / , ulduz atmosferi modellərin-
dən isə BC  təyin olunur, bərabərliyin sol tərəfi hesablanır. Bərabərliyin hər iki 
tərəfini bərabərləşdirən 𝑇𝑒𝑓 , 𝑙𝑔𝑔 cütləri təyin olunur.  

Qeyd edək ki, 𝑇𝑒𝑓 və 𝑔 parametrləri təkcə ulduz atmosferi modelləri üçün 
bazis parametrləri deyil, ümumiyyətlə, ulduzları xarakterizə edən fundamental 
kəmiyyətlərdir. Bu kəmiyyətlər ulduzların təkamül fazaları ilə bağlıdır. 𝑇𝑒𝑓 və 
𝑔 kəmiyyətlərini bilməklə, nəzəri hesablanma təkamül əyriləri [4] əsasında ul-
duzların kütlələrini 𝑀 qiymətləndirmək olar, sonra isə onların radius 𝑅 və isıq-
larını 𝐿 hesablamaq olar.  

 
Mikroturbulent hərəkət sürəti 

Artıq çoxdan məlumdur ki, bütün genişlənmə mexanizmləri nəzərə alınsa 
belə, ulduz spektrlərində spektral xəttlərin müşahidə olunan profillərini izah 
etmək mümkün olmur. Odur ki, belə qəbul olunur ki, ulduz atmosferlərində 
atomların istilik hərəkətləri ilə yanası qeyri-istilik hərəkətləri mövcuddur, belə 
hərəkətlər turbulent hərəkətlər adlanır. Astrofizikada turbulentlik spektral xətti 
genişləndirənmexanizmlərdən biri kimi qəbul olunur.  

Şərti olaraq böyük miqyaslı (makro-) və kiçik miqyaslı (mikro-) tur-
bulentlik fərqləndirilir. Makroturbulentlik, ulduzların fırlanmasına oxşar ola-
raq, ancaq xətlərin profillərini genişləndirir, ekvivalent enlərini dəyişmir. 
Spektral xətlərin ekvivalent enləri mikroturbulentlikdən asılıdır, odur ki, model 
üsülu ilə kimyəvi tərkibin təyinində mikroturbulentliyin nəzərə alınmansı müt-
ləqdir. Qeyd edək ki, mikroturbulentliyin ümumi qəbul olunmuş fiziki nəzəriy-
yəsi hələ ki, yoxdur. İfrat nəhəng ulduzların atmosferlərində mikroturbulent-
liyin analizi akustik dalğalar nəzəriyyəsinin hesablamalarını yoxlamaq üçün 
maraqlıdır. Akustik dalğalar nəzəriyyəsi [5], sarı ifrat nəhəng ulduzların atmo-
sferlərində akustik rəqslərinin yayılma sürətlərinin amplitud qiymətinə müşa-
hidədən təyin olunan mikroturbulent hərəkət sürətinin analoqu kimi baxmaq 
hipotezini irəli sürür. Sual yaranır: irəli sürülən hipotez sarı ifrat nəhəng 
ulduzların atmosferlərində müşahidə olunan mikroturbulent hərəkət sürəti ilə 
nə dərəcədə uyğundur? Beləliklə, ulduz atmosferlərində mikroturbulenliyin 
tədqiqi iki səbəbdən əhəmiyyətlidir: birincisi kimyəvi tərkibi təyin etmək üçün, 
ikincisi bu hadisənin təbiətini başa düşmək üçün.  

Model üsulu ilə mikroturbulent hərəkət sürətinin təyini hər hansı ele-
mentin neytral atom və ya ionunun spektral xətlərinin geniş diapozonda 
ekvivalent enlərinin tədqiqinə əsaslanır. Mikroturbulent hərəkət sürətinin 𝜉𝑡 bir 
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neçə qiymətində baxılan elementin spektral xətlərinin ekvivalent enləri 
𝑊𝜆 hesablanır, müşahidədən ölçülən ekvivalent enlərlə müqayisə olunur. Hər 
bir spektral xəttə əsasən mikroturbulent hərəkət sürətinin 𝜉𝑡 müxtəlif qiymət-
lərində elementin miqdarı 𝑙𝑔𝜀 hesablanır, Elementin miqdarının 𝑙𝑔𝜀 onun 
spektral xətlərinin ekvivalent enlərindən 𝑊𝜆 asılı olmadığı qrafikə uyğun 𝜉𝑡 
tədqiq olunan ulduzun atmosferində mikroturbulent hərəkət sürətini təyin edir.  

 
Kimyəvi tərkib. A-G spektral sinifli ulduzlarda LTT-dən kənaraçıxma 

effektinin təsiri  
Beləliklə, ulduzun fundamental parametrləri 𝑇𝑒𝑓, 𝑙𝑔𝑔 təyin edilir, uyğun 

atmosfer modeli qurulur, mikroturbulent hərəkət sürəti 𝜉𝑡təyin olunur, sonra 
yekun mərhələ - kimyəvi tərkibin təyini məsələsi həll olunur. Qeyd edək ki, 
bəzi elementlərin miqdarını (əsasən dəmirin) əvvəlki mərhələdə təyin etmək 
lazım gəlir.  

Kimyəvi tərkibin təyininin ən dəqiq üsulu sintetik spektrin hesablan-
masına əsaslanır. Ancaq ulduzların kimyəvi tərkibi əsasən daha sadə üsul ilə -
ulduzların spektrlərində spektral xətlərin ekvivalent enlərinin 𝑊𝜆 analizi əsa-
sında təyin olunur. Elementin miqdarına 𝑙𝑔𝜀 müxtəlif qiymətlər verilir, bu 
elementə məxsus spektral xətlərin ekvivalent enləri hesablanır, müşahidədən 
ölçülən ekvivalent enlərlə müqayisə olunur, nəzəri və müşahidə ekvivalent 
enləri üst-üstə düşdüyu hala uyğun 𝑙𝑔𝜀 təyin olunur. Bu məqsədlə bir çox rə-
sədxanalarda xüsusi kompüter proqramları mövcuddur. Məsələn, ən geniş is-
tifadə olunan proqramlardan biri Kuruc tərəfindən yaradılan WIDTH proqra-
mıdır. Krım astrofizika rəsədxanasında onun analoqu DASA proqramıdır. Bu 
proqram atmosfer modeli üsulunu B-G spektral sinifli ulduzlara tətbiq etməyə 
imkan verir. Daha isti ulduzlara (O spektral sinifli ulduzlara) onların atmosfe-
rində lokal termodinamik tarazlıqdan kənara çıxmanın təsirləri kəskin olduğun-
dan, soyuq ulduzlarda isə (K-M spektral sinifli ulduzlara) onların atmosfer-
lərində çoxlu sayda molekullar olduğundan baxılmır. Bu effektlər hesab-
lamaları xeyli mürəkkəbləşdirir.  

A-G spektral sinifli ulduzlarda LTT-dən kənaraçıxma effekti bir sıra 
işlərdə tədqiq edilmişdir. Boyarçuk və b. [6,7] hesablamaları göstərir ki, F və G 
spektral sinifli cırtdan ulduzlarda LTT halı ilə müqayisədə NaI subordinat xət-
lərinin ekvivalent enlərinin dəyişməsi5%-ə qədər, ifratnəhəng ulduzlarda isə 
10%-ə qədər olur. Ekvivalent enlərdə bu qədər zəif dəyişkənlik natriumun miq-
darında 0,1 dex düzəlişə uyğundur. Rezonans D-xətləri LTT-dən kənaraçıx-
maya daha həssasdır, odur ki, natriumun miqdarını təyin etdikdə bu xətlərdən 
istifadə edilmir. Beləliklə, əgər yalnız subordinat NaI xətlərinə baxılırsa LTT-
dən kənaraçıxmanın təsiri nəzərə alınmayacaq qədərdir. CaI xətlərində LTT-
dən kənaraçıxma effekti zəifdir. Watanabe və Stinbok [8] hesablamaları 
göstərir ki, LTT-dən kənaraçıxma effekti Günəşdə kalsiumun miqdarında 0,1 
dex, Prosion (F5IV-V) ulduzunda isə 0,2 dex düzəlişə gətirir.  
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Lemke [9] 16 A spektral sinifli ulduzlar üçün FeI və FeII xətlərinin LTT-
dən kənaraçıxma hesablamaları aparmışdır və aşağıdakı nəticəyə gəlmişdir: 
FeII xətlərinə əsasən təyin olunan logε (Fe) kəmiyyətində düzəliş nəzərə alın-
mayacaq qədərdir, FeI xətlərinə görə isə düzəliş 0,2 dex-ə bərabərdir. Soyuq 
ulduzlarda isə düzəliş 0,1 dex-dən çox deyil (Takeda [10]).  

Bir sıra işlərdə Veqa (A0V) ulduzunun atmosferində kimyəvi tərkibin tə-
yinində LTT-dən kənaraçıxmanın təsiri araşdırılmışdır. Gigas [11] göstərir ki, 
LTT-dən kənaraçıxmanın MgI və MgII xətlərinə təsiri kiçikdir, logε(Mg) 
miqdarına edilən düzəliş 0,1 dex-dən çox deyil. Sadakane və Nishumura [12] 
qeyd edir ki, LTT-dən kənaraçıxma nəzərə alınarsa Veqada Ca və Ba miqdarı 
0,2 dex, Sr-ın miqdarı isə 0,6 dex qədər artar. Sr halında iki SrII rezonans 
xətlərindən istifadə olunur; bu xətlərin nəzəri ekvivalent enləri LTT-lə müqa-
yisədə 2 dəfə azalır (Praderie [13]). FeI və FeII xətlərinin LTT-dən kənaraçıx-
ma hesablamalarını Gigas [14] aparmışdır. Göstərilir ki, logε (Fe) edilən düzə-
liş FeI xətləri üçün 0,2 dex-ə bərabərdir, FeII xətləri üçün isə nəzərə alın-
mayacaq qədərdir. Bu nəticə həmçinin zəif TiII xətləri üçün də doğrudur. 
(Dreiling və Bell [15]). Veqa ulduzunun nümunəsində biz əmin oluruq ki, A-
spektral sinifli ulduzların atmosferlərində bir sıra elementlərin (Mg, Ca, Fe, Ti) 
miqdarını LTT halında hesablaya bilərik.  

Beləliklə, LTT-dən kənaraçıxma effekti rezonans xətlər üçün təsirlidir. 
Kanopusun (F0Ib-II) kimyəvi tərkibinin tədqiqi zamanı aşağıdakı tendesiya 
aşkar olunr: elementlərin rezonans xətləri subordinat xətlər ilə müqayisədə logε 
–nun azaldılmış qiymətlərini verir. Səbəb LTT-dən kənaraçıxmanın təsirinin 
nəzərə alınmamasıdır. Beləliklə, əgər LTT hesablamaları aparılırsa, A və daha 
ötgün spektral sinifli ulduzlarda metalların miqdarını subordinat xətlərinə görə 
tapmaq lazımdır, rezonans xətləri isə siyahıdan çıxarmaq lazımdır.  

Bütün göstərilən faktları nəzərə alaraq bu nəticəyə gəlirik ki, A-K 
spektral sinifli ulduzlar üçün LTT-dən kənaraçıxma problemi kəskin deyil. 
Elementlərin miqdarını təyinində logε kəmiyyətində ±0,2 dex təsadüfi kənara-
çıxmalar olduğunu nəzərə alsaq, subordinat xətləri analiz etdikdə LTT-dən 
kənaraçıxma effektini tamamilə nəzərə almamaq olar. Beləliklə, A-K spektral 
sinifli ulduzların “metallığını” LTT halında hesablamaq olar.  

Günəşdə olan elementlər üçün LTT-dən kənaraçıxma effektinin təsirinin 
son nəticələri [16-18]-da göstərilir.  
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МОДЕЛЬНЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХИМИЧЕСКОГО СОСТАВА ЗВЕЗД 

 
З.А.САМЕДОВ 

 
Химический состав – один из фундаментальных параметров звезды. При решении 

проблем, таких, как происхождение химических элементов, эволюция звезд, проис-
хождение и развитие Вселенной определение химического состава звезд является 
важная задача.  
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MODEL METHOD OF DETERMINING  
THE CHEMICAL COMPOSITION OF STARS 

 
Z.A.SAMADOV 

 
SUMMARY 

 
The chemical composition is one of the fundamental parameters of a star. In solving 

problems such as the origin of chemical elements, the evolution of stars, the origin and 
development of the universe, the definition of the chemical composition of stars is an important 
task.  
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Наблюдения показывают, что в спикулах 2-го типа горячая масса поднимается 

вверх, потом охлаждаясь опускается вниз в сторону хромосферы. В данной работе 
рассматривается вопрос, вся ли масса опускается вниз? С этой целью использовано 
наблюдаемое отношение интенсивности излучения поднимающейся массы к интенсив-
ности излучения опускающейся массы спикулы в линии λ171 FeIX, которое составляет 
0,05. Из кривых функции вклада, рассчитанных для условий спикул 2-го типа, найдено, 
что это соотношение при одинаковом значении масс может иметь место при значе-
ниях температуры поднимающейся массы, равной logTeu = 6,18 температуры опус-
кающейся массы, равной logTed=5,90.   

 
Ключевые слова: солнце, хромосфера, спикулы, баланс масс 
 
Спикулы являются основным структурным образованием солнечной 

хромосферы. Эти образования впервые были описаны в [1]. Эти обра-
зования в 1945 году Робертсом были названы спикулами [2]. Физические 
характеристики спикул описаны во многих обзорных статьях, см напр [3 , 
4 ,5]. 

Роль спикул в снабжении солнечной короны массой, нагрев короны и 
механизм генерации этих образований являются предметом многочис-
ленных исследований. Во всех этих исследованиях рассматриваются раз-
личные физические механизмы, выталкивающие хромосферное вещество 
в магнитных трубках в сторону короны. В работе Мамедова и Оруджева 
[6] рассмотрен механизм образования спикул в короне вследствие кон-
денсации коронального газа. Баланс массы и нагрев короны спикулами 
рассмотрены в недавно вышедшей работе Мамедова и др. 

В 2007 году Де Понтийо и др. [7] открыли новый класс спикул, назы-
ваемый авторами спикулами 2-го типа. Физические характеристики этих 
спикул резко отличаются от характеристик спикул 1-го типа: диаметр их 
составляет 100-200 км, скорость движения газа 100-150 км/с, время жизни 
2-3 минуты. Роль этих спикул в балансе и нагреве короны также является 
предметом интенсивных исследований. Широкий обзор этих исследова-
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ний дан в работе Мамедова и др [12] 
В данной работе рассматривается баланс выброшенной и возвра-

щенной массы, наблюдаемой в спектральных линиях спикул 2-го типа. 
2. Баланс массы, наблюдаемый в спектральных линиях спикул 2-го 

типа 
Спектральные наблюдения в ультрафиолетовых линиях спикул 2-го 

типа [8,9,10] показывают, что профили этих линий асимметричны таким 
образом, фиолетовое крыло смещено в фиолетовую сторону. Авторы 
представляют наблюдаемые профили двумя эмиссионными профилями, 
смещенными относительно несмещенного положения линии на величину, 
соответствующую скоростям ∼100 км/с в фиолетовую сторону и 20-10 
км/с в красную сторону. Интенсивность профиля, смещенного в фиолето-
вую сторону, составляет ∼0.05 интенсивности профиля, смещенного в 
красную сторону. Иными словами, интенсивность фиолетово - смещенно-
го профиля почти в 20 раз меньше интенсивности красно-смещенного 
профиля. 

Считается, что фиолетово - смещенный профиль создается вещест-
вом спикулы, поднимающаяся вверх в сторону Короны, а красно - сме-
щенный профиль – возвращающимся веществом спикулы.  

По модели [10] вещество спикул 2-го типа нагреваясь поднимается 
вверх, после чего охлаждается и опускается вниз. Эта модель подробно 
рассматривается в работе [11]. 

В работах, цитируемых выше, подразумевается, что все вещество 
спикулы, выброшенной вверх, возвращается обратно вниз в сторону хро-
мосферы; однако каких – нибудь расчетов, насколько нам известно, не 
сделано. 

Целью настоящей работы является выяснить, все ли вещество воз-
вращается назад и какова разность температур поднимающегося и опус-
кающегося веществ спикулы. Судя по соотношению интенсивностей 
профилей поднимающегося и опускающегося веществ, что составляет 
~0.05, нелегко представить, что они могут быть равными. 

Для решения данной задачи мы будем пользоваться наблюдениями 
спикул 2-го типа в линии FeIX 171 Å. Для расчета интенсивности этой 
линии воспользуемся выражением: 

𝐼 = 0.83𝐴𝑏(𝑧)� 𝐺(𝑇𝑒 ,𝑁𝑒) 𝑁𝑒2 𝑑ℎ
ℎ

ℎ0
 

Здесь: Ne, Te- плотность электронов и электронная температура, соответ-
ственно, А b(z)-обилие рассматриваемого элемента. Далее: 

𝐺(𝑇𝑒 ,𝑁𝑒) =
ℎ𝑐

4σο𝑖𝑗
 
𝐴𝑗𝑖
𝑁𝑒

 
𝑁𝑗(𝑋+𝑚)
𝑁(𝑋+𝑚)

 
𝑁(𝑋+𝑚)
𝑁(𝑋)

 

является функцией вклада для спектральной линии λij и представляет со-
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бой количество излучения единицы объема в рассматриваемой линии. 
Здесь: i, j-номера верхнего и нижнего уровней соответствующего иона, в 
наем случае иона FeIX; λ ij=171 Å, Aji- вероятность спонтанного перехода 

j→i, 
𝑁𝑗(𝑋+𝑚)
𝑁(𝑋+𝑚)

 - населенность верхнего j –уровня относительно полного 

числа данного иона, 𝑁(𝑋+𝑚)
𝑁(𝑋)

– - относительная степень ионизации иона 
FeIX. 

В качестве модели спикул 2-го типа примем модель, рассмат-
риваемую в [11, Klimchuk 2012], при которой поднимающаяся и опус-
кающаяся масса спикулы движутся внутри основной магнитной трубки 
по мелким магнитным трубкам (см рис). Величины путей луча зрения в 
обоих потоках можно считать одинаковыми. Далее, плотность в обоих 
потоках так же примем одинаковой. При этих разумных предположениях 
отношение интенсивностей излучения обоих предположений будет: 

𝐼𝑢
𝐼𝑑

=
𝐺𝑢(𝑇𝑒𝑢,𝑁𝑒)
𝐺𝑑(𝑇𝑒𝑑,𝑁𝑒)

= 0.05. 

Здесь: Iu, Id ,Teu, Ted- интенсивности излучения и температуры подни-
мающейся и опускающейся массы спикулы, соответственно. Функция 
вклада для линии 171Å рассчитана различными авторами. На рисунке 1 
мы приводим кривые этой функции, рассчитанные в [13,14 (кривые 1 и 
2)]. В [15 (кривая 3)] кривая функции вклада определены из наблюдений 
спикул на лимбе. Эти кривые нами нормированы к максимальному зна-
чению соответствующей функции вклада. 

 
Рис. 1. Кривые вклада 
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В указанных работах расчеты функции вклада производились в 
значениях плотности 109-5 109 частиц/см-3, что соответствуют плотности 
спикул 2-го типа. Заметим, что теоретически рассчитанные кривые 1 и 2 
почти идентичны; полученная из наблюдений кривая 3 смещена в сторо-
ну меньших температур на величину ~ log=0.1. Отсюда мы можем опре-
делить, что при каких значениях температур поднимающейся и опускаю-
щейся масс спикулы отношение соответствующих интенсивностей со-
ставляет 0.05. Из теоретических кривых 1 и 2 не трудно определить, что 
данное соотношение интенсивностей имеет место при значениях темпе-
ратур logTeu =6,18 и logTed=5,90; по кривой 1, полученной из наблюде-
ний, соответственно, имеем: logTeu=6,10 и logTed=6,05. 

Особо заметим: это означает, что одно и тоже количество массы 
меньше имеющее при движении вверх температуру Тeu  и охлаждающаяся 
при опускании вниз до температур Тeu  дают отношение интенсивностей 
0.05. Иными словами, это означает, что вещество спикулы 2-го типа под-
нимающееся вверх может, охлаждаясь целиком возвращаться вниз в сто-
рону хромосферы. 

3.Заключение 
Профиль спектральных линий излучения спикул 2-го типа состоит 

из двух компонент: слабая компонента смещена в фиолетовую сторону, 
более сильная компонента смещена в красную сторону спектра. Отноше-
ние интенсивности слабой компоненты к интенсивности более сильной 
компоненты составляет ~ 0,05. Считается, что нагретая масса спикулы, 
которая излучает слабую компоненту, выбрасывается вверх, после охла-
ждения опускается обратно вниз в стороны хромосферы. Сильная компо-
нента профиля излучает опускающая масса. Вся ли масса опускается 
вниз? Для решения этой задачи нами использовано выражение функции 
вклада в линии λ171Å FeIX, наблюдаемая в спектре излучения спикул 2-
го типа. Было найдено, что наблюдаемое отношение интенсивностей 
компонентов может иметь место при значениях температур logTeu=6.18 и 
logTed=5.90 для поднимающейся и опускающейся массы, соответственно. 
При этих значениях температур количество поднимающейся и опускаю-
щейся масс в спикулах 2-го типа равны. 
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İKİNCİ NÖV SPİKULLARDA KÜTLƏ BALANSI 
 

C.M.QULUZADƏ, S.H.MƏMMƏDOV, Z.F.ƏLİYEVA 
 

XÜLASƏ 
 

Müşahidələr göstərir ki, 2-ci növ spikullarda isti kütlə yuxarı qalxır, sonra soyuyaraq 
aşağı xromosferə tərəf düşür. Bu işdə bütün kütlə geri qayıdırmı? –sualına cavab axtarılır. Bu 
məqsədlə yuxarı qalxan və aşağı enən kütlənin şüalandırdığı λ171 FeIX spektral xəttinin 
müşahidədən tapılan intensivliklərinin nisbətinin 0,05 qiymətindən istifadə edilmişdir. 2-ci növ 
spikulların fiziki şəraitinə uyğun hesablanmış miqdar funksiyasından (contribution function) 
tapılmışdır ki, yuxarı qalxan kütlənin temperaturu logTeu= 6,18 və aşağı enən kütlənin 
temperaturu logTed=5,90 olsa, hər iki kütlənin miqdarı bərabər olar.  

 
Açar sözlər: Günəş, xromosfer, spikullar, kütlə balansı 

 
 

BALANCE OF MASSES IN SPICULES OF THE 2-nd TYPE 
 

J.M.KULI-ZADE, S.H.MAMMADOV, Z.F.ALIYEVA 
 

SUMMARY 
 

Observations show that in spicules of the second type the hot mass rises, then cools 
downwards towards the chromosphere. In this paper, the question is whether all the mass falls 
down. With this purpose, the observed ratio of the radiation intensity of the rising mass to the 
radiation intensity of the descending mass of the spicule in the λ171 FeIX line, which is 0.05, 
is used. From the curves of the contribution function calculated for the conditions of the type 2 
spicules, it was found that this ratio at the same mass value can take place at the values of the 
temperature of the ascending mass equal to logTeu = 6.18 of the temperature of the descending 
mass equal to logTed = 5.90. 
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